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AVANT-PROPOS 


Ces dernières années on a introduit dans les instituts pédagogiques 
un nouveau programme de cours unifié d’algèbre et de théorie des 
nombres. L'objet principal de ce cours est l'étude des systèmes algé- 
briques fondamentaux ainsi que la formation de la culture algébrique 
des futurs enseignants nécessaire à la compréhension profonde des 
objectifs et des tâches d’un cours scolaire des mathématiques élé- 
mentaires ou à option. L'ouvrage proposé a été rédigé en se con- 
formant aux nouveaux programmes. 

Conventionnellement l'ouvrage peut être divisé en trois parties 
liées intimement entre elles. La première partie présente des élé- 
ments de logique, des concepts concernant les ensembles et les 
relations, des notions préliminaires sur les algèbres et les systèmes 
algébriques, les systèmes numériques de base. Les éléments de 
logique et de théorie des ensembles sont exposés de façon suffisam- 
ment complète et sont, ensuite, largement utilisés dans le cours 
d’algèbre et autres branches des mathématiques. L'information pré- 
liminaire sur les algèbres et les systèmes algébriques, les groupes et 
les anneaux est fournie par le chapitre III. Sur cette base sont étudiés 
les systèmes numériques fondamentaux: système des nombres 
naturels, anneau des entiers, corps des nombres rationnels, système 
des nombres réels et corps des nombres complexes. Le système des 
nombres réels est introduit comme un corps complet totalement or- 
donné (archimédien). La seconde partie (chapitres V-IX) est réservée 
à l’algèbre linéaire. On étudie d’abord les espaces vectoriels arithmé- 
tiques et les systèmes d’équations linéaires, abstraction faite des 
déterminants. C’est seulement au chapitre VI que les déterminants 
sont appliqués à la résolution des systèmes d'équations linéaires. 
Cette manière de procéder non traditionnelle allège le calcul des 
principaux problèmes, la théorie des systèmes d'équations linéaires 
s’incorporant ainsi organiquement à la théorie des espaces vectoriels 
arithmétiques. Le chapitre IX traite des systèmes d'inégalités liné- 
aires et des éléments de programmation linéaire (problèmes cano- 
niques et problèmes standards, principe de dualité et méthode du 
simplexe). 
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La troisième partie du livre (chapitres X-XVII) est réservée 
aux groupes, aux sujets numériques théoriques, aux anneaux et aux 
anneaux des polynômes. Dans les deux derniers chapitres on étudie 
les anneaux des polynômes associés aux corps numériques de base 
ainsi que les éléments de la théorie des corps. 

Plusieurs chapitres sont étroitement liés aux nouveaux program- 
mes scolaires et peuvent servir de base aux cours scolaires à option. 

Tous les chapitres sont divisés en paragraphes. Si l’on se réfère 
au paragraphe du chapitre, on n'indique que le numéro du paragra- 
phe. Dans la référence au paragraphe d’un autre chapitre le numéro 
du chapitre précède celui du paragraphe cité. Les théorèmes, les 
propositions et les corollaires d’un même paragraphe sont numérotés 
successivement. La référence au théorème ou à la proposition du 
chapitre est faite en indiquant le numéro du paragraphe suivi de 
celui du théorème. La référence au théorème ou à la proposition 
d’un autre chapitre comporte successivement le numéro du chapitre, 
du paragraphe et du théorème. Par exemple, la référence « théorè- 
me 4.2 » signifie théorème 2 du paragraphe 4 du même chapitre, 
« théorème 4.2.6 », théorème 6 du paragraphe 2 du chapitre IV. 

L'auteur remercie chaleureusement les professeurs B.M. Brédikhi- 
ne et M.M. Gloukhov pour leurs analyses et remarques critiques 
ayant permis d'améliorer le manuscrit du livre. 
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CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE LOGIQUE 


$ 1. Logique des assertions 


Assertions. La notion d’« assertion » est primaire. On entend 
en logique par assertion l'énoncé d’une proposition dont on peut 
dire qu'elle est vraie ou bien fausse.’ Toute assertion est soit vraie 
soit fausse et aucune assertion ne peut être à la fois vraie et fausse. 

Exemples d'’assertions: « 0 << 1», « 2-3 = 6», «5 est un 
nombre pair », « 1 est un nombre premier ». La valeur de vérité 
des deux premières assertions est « vrai », la valeur de vérité des 
deux dernières est « faux ». 

Les propositions interrogatives et exclamatives ne sont pas des 
assertions. Une définition n’est pas une assertion. Par exemple, la 
définition « un nombre entier est dit pair s’il est divisible par 2» 
n’est pas une assertion. Or, l'énoncé de la proposition « si un nombre 
entier est divisible par 2 il est alors pair » constitue une assertion 
qui, de plus, est vraie. La logique des assertions fait abstraction du 
sens logique de l’assertion et se contente de répondre sans ambiguïté 
à la question: la proposition énoncée est-elle vraie ou fausse ? 

Dans la suite de l’exposé on entendra par sens de l’assertion sa 
valeur de vérité (l’assertion est-elle « vraie » ou « fausse »?). Les 
assertions seront notées par des capitales latines, tandis que leurs 
valeurs, c’est-à-dire le fait qu'elles sont vraies ou fausses, respective- 
ment par les lettres V et F. 

La logique des assertions étudie les relations qui se déterminent 
de façon exhaustive par les procédés permettant de former d'autres 
assertions à partir d’assertions dites élémentaires. Les assertions 
élémentaires sont considérées comme entières, indivisibles en parties ; 
leur structure interne ne nous intéressera pas. 

Opérations logiques sur les assertions. A partir d’assertions élé- 
mentaires, au moyen d'opérations logiques, on peut 
obtenir des assertions nouvelles, plus compliquées. La valeur de 
vérité de l’assertion complexe est fonction des valeurs de vérité 
d’assertions formant l’assertion complexe. Cette dépendance s'établit 
au moyen des définitions données plus loin et peut être constatée 
en construisant les tables de vérité. Dans les colonnes de gauche de 
ces tables sont indiquées les dispositions possibles des valeurs de 
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vérité d'’assertions formant l'’assertion complexe considérée. Dans 
la colonne de droite on inscrit les valeurs de vérité de l’assertion 
complexe correspondant aux distributions de chaque ligne. 

Soient À et B deux assertions quelconques sur les valeurs de 
vérité desquelles on s’abstient de faire des hypothèses. On appelle 
négation de l’assertion À la nouvelle assertion vraie si et seulement 
si À est faux. La négation À est notée ]A et est lue « non À » ou 
« négation de À ». L'opération de négation se définit complètement 
par la table de vérité 


À | 14 
V F 
F V 


Exemple. L'’assertion « il est faux que 5 est un nombre pair », 
dont la valeur est V, est la négation de la fausse assertion « 5 est un 
nombre pair ». 

A l’aide de l'opération de conjonction on forme à partir de deux 
assertions une assertion complexe notée À /\ B. Par définition, 
l’assertion À À B est vraie si et seulement si les deux assertions 
A et B sont vraies. Les assertions À et B sont respectivement appe- 
lées premier et second membres de la conjonction À /\ B. La notation 
« A A B»se lit « À et B ». La table de vérité de la conjonction est 
de la forme 


A B | A\B 
V V V 
VF F 
F V F 
F F F 


Exemple. L’assertion « 7 est un nombre premier et 6 un 
nombre impair » est fausse, comme conjonction de deux assertions 
dont l’une est fausse. 

On appelle disjonction de deux assertions À et B l’assertion notée 
À \/B, vraie si et seulement si une seule des assertions À et B 
est vraie. Respectivement, l’assertion À \/ B est fausse si et seule- 
ment si À et B sont tous les deux faux. Les assertions À et B sont 
de même appelées premier et second membres de la disjonction À \/ B. 
On lit la notation À \/ B « À ou bien B». La conjonction « ou » 
a dans ce cas un sens non exclusif, puisque l’assertion À \/ B est vraie 
si les deux membres sont vrais. La disjonction peut se présenter 
sous forme de table de vérité suivante : 


A B | AVB 


V V V 
VF V 
F V V 
F F F 
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Exemple. L’assertion «3 << 8 ou 5 << 2 » est une disjonction 
de deux assertions dont l’une est vraie, sa valeur est V. 

L'assertion notée À —+ B, fausse si et seulement si À est vrai, 
tandis que B est faux, est appelée implication avec prémisse À et 
conclusion B. L'’assertion 4 — B se lit « si À, alors B » ou bien- 
« À implique B », ou encore « de À s’ensuit B ». La table de vérité 
de l'implication est de la forme 


A B | 4—>28 
V V V 
V F F 
F V V 
F F V 


Remarquons qu'entre la prémisse et la conclusion il peut ne pas 
exister de relation de cause à effet, toutefois, ce fait n’entérine pas 
la vérité ou la fausseté de l’implication. Par exemple, l’assertion 
« si 5 est un nombre premier, la bissectrice d'un triangle isocèle est 
une médiane » est vraie bien que selon le sens commun la seconde- 
assertion ne découle pas de la première. Sera également vraie l’as- 
sertion «si 2 + 2 = 5, alors 6 + 3 — 9», car sa conclusion est 
vraie. Avec cette définition si la conclusion est vraie, l’implication 
sera vraie quelle que soit la valeur de vérité de la prémisse. Au cas 
où la prémisse est fausse, l'implication sera vraie indépendamment 
de la valeur de vérité de la conclusion. Cette circonstance s’énonce. 
sommairement ainsi: « la vérité peut provenir de tout », « tout peut 
provenir d’une assertion fausse ». 

L’assertion notée À «+ B, vraie si et seulement si À et B ont 
la même valeur de vérité, est appelée équivalence. L’assertion À + B° 
se lit « À si et seulement si B » ou « À est équivalent à B » ou encore 
« À est une condition nécessaire et suffisante pour que B ait lieu ». 
La table de vérité pour l’équivalence est de la forme 


À B | 48 
V V V 
VF F 
F V F 
F F V 


Exemple. L'’assertion « 2 > 5 si et seulement si 3 + 0 = 4» 
est vraie comme une équivalence de deux assertions fausses. 

Formules de la logique des assertions. L'objectif principal de la 
logique des assertions est l’étude des formes logiques 
des assertions complexes au moyen d'opérations logiques. La notion 
de forme logique de l’assertion complexe s’éclaircie par l'introduction 
de la notion de formule de la logique des assertions faite plus loin. 

Pour la notation d'assertions on utilisera les minuscules latines 
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de la fin de l'alphabet (si besoin avec indices). Par hypothèse on 
ignore dans ce cas quelle assertion (vraie ou fausse) est désignée par 
telle ou telle lettre. En fait les lettres 


(1) Pr Pr ee er Pis ur Tan 


seront des variables acquérant en guise de valeurs les valeurs de 
vérité « vrai » et « faux ». Généralement, ces variables sont appelées 
variables propositionnelles; on les appellera également formules élé- 
mentaires ou atomes. 

Pour les formules de la logique des assertions on utilise outre les 
symboles (1) des signes d'opérations logiques 


|, Â\; Vs, + 


de mème que des symboles garantissant une lecture univalente des 
formules — parenthèses gauche et droite: (,). 

Présentons la notion de formule de la logique des assertions de la 
façon suivante: 

1) les formules élémentaires (les atomes) constituent des formules 
de la logique des assertions; 

2) si À et B sont des formules, ( 14), (4 A B), (4 \/ B),(4 — B), 
{4 «— B) sont également des formules de la logique des assertions; 

3) seules les expressions constituant des inférences de 1) et 2) 
sont des formules de la logique des assertions. 

La définition de la formule implique l'énumération des règles 
de composition des formules. Selon la définition toute formule de la 
logique des assertions est soit un atome, soit une expression formée 
d’atomes et obtenue par application suivie de la règle 2). Par exemple, 
les expressions 


Pr (19), (Vs) —t), (VO 1p) + (p— 9) 


sont des formules de la logique des assertions. 
On notera les formules arbitraires de la logique des assertions au 
moyen des capitales latines (affectées si nécessaire d'indices) : 


AB: Ces An Br Ci a 


Il n'est de même pas exclu qu’une même formule puisse être exprimée 
par des lettres différentes. 

Notons qu'aucun atome ne peut se présenter sous la forme ( |A), 
(4 À B), (4 \/ B), (A —+ B), (4 <—- B). C'est l’aspect que peuvent 
acquérir des formules complexes. 

Dans le chapitre premier au lieu de « formule de la logique des 
assertions » on dira tout simplement « formule » là où cela n’entrai- 
nera aucune équivoque. 

Le nombre de parenthèses peut être réduit en posant la conven- 
tion : {) dans une formule complexe on supprimera les deux parenthè- 
‘ses extérieures; 2) on ordonne les signes d'opérations logiques 
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suivant un ordre de priorité donné: ++, —, \/, A, |]. Dans cette 
suite de signes, le signe + a le domaine d'action le plus large, et le 
signe |, le plus restreint. On entend par domaine d'action du signe 
d'opération les parties de la formule auxquelles s’« applique » (sur 
lesquelles « agit ») le signe introduit considéré. On convient de ne 
pas entourer de parenthèses les parties des formules qui peuvent être 
lues compte tenu de la hiérarchie de la force liante. En restituant les 
parenthèses on encadre d’abord les parties qui portent le signe | 
{en allant de gauche à droite), ensuite les parties qui portent le signe 
\, etc. 

Exemple. Dans la formule B ++ ]C \/ D /\ À les parenthè- 
ses se restituent par étapes de la façon suivante: 


B+-(]COVDANA, B+((TC)V(D AA), 
B+(1C)V(D AA), (B+-((]C) V (D À 4). 


On ne peut s'abstenir de parenthèses dans toute formule. Par 
exemple, dans les formules À —+ (B — C), ](4 — B) il est impos- 
sible de procéder à une subséquente élimination des parenthèses. 

Lois logiques. [1 existe des formules qui demeurent valables 
(sont vraies) indépendamment des valeurs du contenu des atomes 
qui les forment. Par exemple, 


AV 714, A—A, (4A—B)\V(B—A), A—(B— A). 


Ces formules jouent un rôle particulier en logique. 

DÉFINITION. Une formule de la logique des assertions qui acquiert 
la valeur « vrai» pour toute distribution des valeurs atomiques cons- 
tituant la formule est dite toujours vraie, tautologie ou loi logique. 

Il existe des formules non valables (c'est-à-dire fausses) quelles 
que soient les valeurs des atomes constituants. Par exemple, 


AN 14 (AV ]TA4)+(A4A 14). 

DÉFINITION. Une formule de la logique des assertions qui reste 
fausse pour toute distribution des valeurs atomiques constituant la 
formule est dite toujours fausse ou contradiction. 

Il est facile de se convaincre que si À est une contradiction, |A 
sera une tautologie et inversement. Par exemple, la formule p A |p 
est toujours fausse, tandis que | (p À\ |p) est une tautologie. 

Il existe des formules qui prennent soit la valeur « vrai », soit la 
valeur « faux » suivant les valeurs qu'acquièrent les atomes qui 
y figurent. Par exemple, 


AVA, AB, AN BBC. 


La notation EH À signifie que À est une tautologie ; par exemple, 
E À \/ ]4. Cette loi porte le nom de Loi du tiers exclu. 

THÉORÈME 1.1. Si À et (A —+ B) sont des tautologies, B est aussi 
une tautologie. 
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Démonstration. Supposons que À et (4 —+ B) sont des 
tautologies. Admettons que pour une distribution quelconque des 
valeurs de vérité des atomes formant À et B la formule B prenne le 
valeur « faux ». Vu que À est une tautologie, pour une même distribu- 
tion des valeurs de vérité des atomes, la formule À acquiert la valeur 
« vrai». Par suite, la formule (A — B) est donc fausse, ce qui est 
contraire à l'hypothèse selon laquelle (4 —- B) est une tautologie. 
Par conséquent, la formule B est V pour toute distribution des valeurs 
de vérité de ses atomes. [] * 

THEÉOREME 1.2. Soit À une formule contenant des atomes p;,. . ., Pn, 
tandis que B est une formule qu'on obtient à partir de À en substituant 
en même lemps à P, - - -; Pn Les formules À,, . . ., À, respectivement. 
Si À est une tautologie, B l’est aussi. 

Démonstration. Supposons donnée une. distribution 
quelconque des valeurs de vérité des atomes composant B. Pour 


cette distribution des valeurs des atomes les formules A rés A 
prendront respectivement les valeurs de vérité a;, ..., . Sion 
donne aux atomes p;, ..., p, respectivement les valeurs à 


la valeur de vérité de la formule À coïncidera alors avec celle de 1e 
formule B pour la distribution donnée des valeurs des atomes for- 
mant B. Vu que par hypothèse À est une tautologie, pour la distri- 
bution donnée des valeurs des atomes B a la valeur « vrai », c’est-à- 
dire B est aussi une tautologie. CO 

Ce théorème montre que toute permutation dans une tautologie 
conduit à une tautologie. 

On donne plus bas (avec le théorème 1.3) les lois logiques les 
plus fréquentes. 

THÉOREME 1.3. Les formules suivantes sont des tautologies: 

Implications tautologiques: 


pA(p—g)—9Q loi de conclusion ; 

P À ARS lois d'élimination de la conjonc- 

p\g—3 tion ; 

— 

er 4 lois d'inclusion de la disjonction ; 

q—pVg 

(PV A lqg—p loi d'élimination de la disjonc- 
tion ; 

p— | |p loi d'inclusion de la double né- 
galion ; 

llp—-p loi d'élimination de la double: 


négation ; 


*) Le signe O] signifie que la démonstration du théorème ou de la pro- 
position est achevée. 
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(p—æg)\(g—p)—-(p< 9) 
Rs 
(p+—qg)—(g— p) 
{p—g)—(19— |p) 
{Ir—æg ACIPp— l9)—-p 
{p—g)\(g—r)—-(p—r) 
(pr) Afg—r)—{(pV qg—r) 
{p—g)/A\(p—r) —(p — qg/r) 
{pb g)A\(g+—r)—-(p + Tr) 


ÆEquivalences tautologiques : 
PP 


pAP+P 

PVP—P 

p\g+gq/A\p 
pVaqVp 
pA(bAr)(pA\g)/Ar 
PV(gVr)(pVaVr 

P A(gVr)+{(p A g)V(PpAr) 


pV(gAr)-(pVa)/A(PpVr) 
lp 
(p+-qg)+<—(qg<— p) 


{p—qg)+—(]q— ]p) 
1(bVa)+—(lrA 139) 
“JPA IPrV 19 


loi d'inclusion de l'équivalence; 
lois d'élimination de l'équiva- 
lence ; 

loi de contraposition ; 

loi de démonstration a contrario ; 
loi du syllogisme ; 

loi d'addition des prémisses; 
loi du produit des conclusions ; 


loi de la transitivité de l'équi- 
valence. 


loi d'identité (d'équivalence lo- 
gique) ; 

loi de l'idempotence de la con- 
jonction ; 

loi de l’idempotence de la dis- 
jonction ; 

loi de la commutativité de la 
conjonction ; 

loi de la commutativité de la 
disjonction ; 

loi de l'associativité de la con- 
jonction ; 

loi de l’associativité de la dis- 
jonction ; 

loi de la distributivité de la 
conjonction relativement à la 
disjonction ; 

loi de la distributivité de la 
disjonction relativement à la 
conjonction ; 


loi de la double négation; 


loi de la commutativité de l'é- 
quivalence ; 


loi de contraposition ; 
loi de négation de la disjonction ; 
loi de négation de la conjonction ; 


44 ÊLEMNENTS DE LOGIQUE [CH. I 


(p«—qg)—( lp ]|9) loi des contraires ; 

p—(g—r)—q—(p—r) loi de permutation des prémisses. 

Tautologies traduisant certaines opérations au ‘moyen d'autres 
opérations : 

pæg++ |pVa: 

pæg++ ](pA ]3g); 

pVg++ ]p—g; 

pVg+ ](]PpA la); 

p\Ng++ l(p—+ ]9); 

p\Ngt ICIPV ]g); 

(pq) (pa) A(g—p). 

Pour démontrer que chacune des formules fournies est une tautolo- 
gie il faut recourir à la méthode des tables de véri- 
t é, c’est-à-dire construire pour chaque formule la table de vérité et 
s'assurer que sur chaque ligne de la colonne marginale de droite 


figure la lettre V. 
A titre d'exemple prenons la loi du syllogisme : 


P—>9 g—>r p—>r |(Pp—>9)A(g—>r)—>(P—> Tr) 


vd 
A 


17 9 dé << 
cc ie LE 
"9 LT € 77 1 

LT T1 «€ 
CAT ALI € 
AAA S'IL € 
GALL 


<< 


Notons qu’en vertu des lois d’associativité il est possible de sup- 
primer les parenthèses encadrant le groupe de membres formés de 
conjonctions et disjonctions polynomiales. A partir de la loi de la 
double négation il découle, si besoin est, qu’une suite successive de 
deux signes « ” |] » ou plus est toujours évitable. 


Exercices 

1. Construire la table de vérité pour chacune des formules 

@ p—q+—- 7 pV3a; (c) r — (r — g); 

D) p— 7 (q Ar); (d) (PA (SA TIs—+pVs). 


2. Que peut-on dire de la valeur « vrai » de l’assertion 1 À À B + 4 \ B 
si la valeur de l’assertion À — B est qualifiée « faux »? 
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3. Démontrer les formules du théorème 1.3 sont des tautologies. 

4. Soit C une formule impliquant une inclusion de la formule 4, tandis 
que C’ est la formule obtenue à partir de C en remplaçant cette inclusion de la 
formule À par la formule B. Démontrer que si À «+ B est une tautologie, 
C <> C’ l'est également. 

5. Combien de lignes possède la table de vérité de la formule logique 
d’assertions formée de n atomes différents ? 

6. Supposons que la formule À est construite à partir des atomes p,, . .. 
. +. Pn uniquement à l’aide des signes 1, A, V, et la formule 4* est obtenue 
à partir de À en remplaçant chaque inclusion de À par le symbole \/ et inverse- 
ment ; et, en remplaçant chaque inclusion p; par l'inclusion 1 p; et inverse- 
ment. Démontrer que la formule 14 ++ A* est une tautologie. 

7. Démontrer que les formules suivantes sont des tautologies : 

(à) (AABæC—A—+(B—+0C); 

(b) (AAB)+C+r(4 À 70) —+ 71B; 

(co) 1 (4—B)—A À 71B; 

(d) (4—+B) A B—+ "4; 

(e) À — (74 —B); 

() A4 —+(B — À); 

(g) (714 — 4) — 4; 

(h) (4—æB)—+(4 AC—+B AC); 

) (4—B) A(C—D)—+(4 AC—-B À D); 

(k) A—+B) A(C—D)—+(4 VC—+B VD); 

() (4 > B) —(7(4 - B) V (8 —+ 4À)). 

8. Montrer qu'aucune formule de la logique des assertions construite uni- 
quement avec les signes d'opérations logiques À, V ne constitue ni une tauto- 
logie, ni une contradiction. | 
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Définitions principales. Soient À4,, ..., 4,, B les formules de la 
logique des assertions. 

DÉFINITION. La formule B est appelée déduction logique des for- 
mules À,,..., A, si avec un choix quelconque des valeurs de vérité 
des atomes, entrant dans les formules À4,, ..., 4,, B, la formule B 
acquiert la valeur « vrai» chaque fois où chacune des formules 
À, - - + Am St vraie. 


La notation 
Ai, ie An Ee.B 


signitie que la formule B est la déduction logique des formules 
A, - - + Am (Aus : - +, Am entraînant logiquement BP). 

En recourant aux tables de vérité on dira que la formule B est 
la déduction logique des formules 4,, ..., À, si dans les tables 
construites suivant la suite des atomes p,, ..., p,, entrant dans 
A,,..., Am, B,la formule B possède la valeur « vrai» sur toutes 
les lignes où, simultanément, À,,..., 4, prennent la valeur « vrai ». 
Autrement dit, la collection des jeux de valeurs d’atomes pour les- 
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quels toutes les formules 4,, ..., À, sont vraies appartient à la 
collection des jeux de valeurs d’atomes pour lesquels la formule B 
est vraie. La suite d’atomes p,, . .., p,, entrant dans les formules 
A,, -.., Am, B, peut apparemment acquérir un ordre quelconque. 

Exemple. A—B, À + ]BE ]4, ce qui s'ensuit de la 
table : 


À B | A—> B A—> 7B 74 
V V V F F 
V F F V F 
F \ V V V 
F F V V V 


A partir de la définition de la déduction logique il découle que la 
tautologie s'ensuit logiquement de toute formule de la logique des 
assertions, tandis que la contradiction infère toute formule. 

DErinirioN. Les formules À et B sont dites équipotentes (logique- 
ment équivalentes) si pour un choix quelconque des valeurs de vérité 
d'atomes, entrant dans À et B, les formules À et B prennent des 
valeurs de vérité identiques. 

La notation À = B signifie que les formules À et B sont équipo- 
tentes. 

De la définition de l’équivalence logique des formules il découle 
que toutes deux tautologies sont logiquement équivalentes de même 
que deux contradictions quelconques. 

: La formule À est équipotente à B si et seulement si A E B et 

FE À. 

THÉOREME 2.1. Les formules À et B sont équipotentes si et seulement 
si la formule À <— Best une tautologie. 

On propose au lecteur d'esquisser la démonstration en guise 
d'exercice. 

THÉOREME 2.2. (a) À E B si et seulement si FT À — B; (b) 4,,... 
... Am E B si et seulement si EA, \ ... À An — B. 

Démonstration. (a) Soit À + B. L'implication 4 + B 
a la valeur de vérité F si À est « vrai » avec, simultanément, BP 
« faux ». Or, en vertu de À EH B posé, il ne peut exister de telle 
distribution de valeurs de vérité pour les atomes entrant dans À et B. 
Par conséquent, la formule À — B acquiert toujours la valeur V, 
c'est-à-dire HA — B. 

Posons maintenant que EH À —+ B. Voyons la distribution quel- 
conque des valeurs de vérité des atomes entrant dans À et B pour 
laquelle À est vrai. Comme par hypothèse avec cette distribution 
A — B est qualifié V, B acquiert, cette distributivité se conservant, 
la valeur V. Donc, À FE B. 

(b) À partir de la définition de la conjonction on a À,,..., Am 1 
E B si et seulement si À, A... À Au E& B. En outre, en vertu 
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de (a), 
A), A... A Am Er Bsiet seulement si HA, À ... A An—+ B. 


Par conséquent, À,,..., An E B si et seulement si E4, À ... 
.. \ Am—B. 

Exemple. (4A—+B),(B—C)E (4 — C), vu que la formule 
(4 — B) A (B—C)—(4— C) est une tautologie. 

THÉOREME 2.3. À,,..., An, BE C si et seulement si À,,... 

Ant BC. 

Démonstration. Supposons que À,, ..., 4h, BEC 
et montrons alors que 4,, ..., A E B—C. Admettons qu'il 
existe une distribution des valeurs de vérité des atomes entrant dans 
les formules 4,,..., A,, B, C pour laquelle les formules 4,,...,A4, 
ont pour valeur V, tandis que la formule B —+ C est F. Pour cette 
même distribution des valeurs d’atomes les formules À,, ..., A4, 
B prendraient simultanément la valeur V, tandis que la formule C 
serait fausse. Donc, il n'existe pas de telle distribution des valeurs 


de vérité d’atomes. Par suite, si 4,,..., 44, BH C,ona 4À,,... 
.. AmE B—-€cC. 
Supposons maintenant que À,, ..., À m E B— Cet montrons 


que À,,..., Am, B E C. Admettons qu'il existe une distribution 
des valeurs de vérité d’atomes entrant dans les formules À,,..., 
B, C pour laquelle les formules À,, ..., Am, B ont la valeur V. 
tandis que les formules C sont fausses. Avec une distribution identi- 
que des valeurs de vérité d'atomes les formules À,, . .., 4, prendrai- 
ent la valeur V et la formule B —+ C la valeur F, ce qui est en contra- 
diction avec l'hypothèse. Par conséquent, il n'existe pas de telle 
distribution de valeurs de vérité pour les atomes. Par suite, si 4,,... 

ss AmFr B—-C,;ona4,,..., An BEC. DO 

COROLLAIRE 2.4. À, BH C si et seulement si EA — (B — C). 
Sous une forme plus générale: À,, As, ..., An FE B si et seulement 
si A; (42 + (...(Am> B)...)). 

Pour esquisser la démonstration il suffit d'appliquer plusieurs 
fois le théorème 2.3. 

[1 s'ensuit du théorème 2.3 qu'aux équivalences tautologiques 
mentionnées au théorème 1.3 correspondent les équivalences logiques 
suivantes : 


A= À ; 

AA A= À; 

AV A= À; 
AN\B=8B /\ À; 

A\B=8B \/ À; 
AN(BAC)=(4/AB)AC; 
AV(BVC)=(AVB)VC; 


2—01762 
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AN(BVC)=(AAB)V(AAC); 
AV(BAC)=(AVB)A(AVOC); 
"| ]4=4; 

(4+-B)=(B+ À); 
(4—B)=(1B—+ ]4); 
"IAVB)= JAN ]B; 
TJTAAB)= 1AV 1B; 

(A+ B)=(7) 478); 
A—(B-C)=B—+(4A—-0C); 
A—B= |A\,/B; 

A—B= |(AA ]1B); 

A\VB= |A—+B; 

AVB= |(]AA 1B); 
ANAB= |(4—+ ]B); 

ANB= }(14V 78); 

(A+ B)=(A4--8B) A (B —- À). 


Schémas déductifs. Les démonstrations de telles ou telles af- 
firmations mathématiques s’esquissent sur la base de règles détermi- 
nées dont l’essence est traduite par des implications tautologiques de 
la logique des assertions. Elles donnent une image schématique de 
la marche de la démonstration, aussi les appelle-t-on schémas déductifs 
ou rêgles des démonstrations (voir, par exemple, plus bas règle de 
détachement, règle de contraposition, etc.). Donnons les règles cor- 
nn aux 15 premières implications tautologiques du théorè- 
me 1.3: 


À, A—=BEBP règle de détachement; 

A, BF A/B règle d’inclusion de la conjonc- 
tion ; 

AA\BFrA | règles d'élimination de la con- 

ANBrBP jonction 

Ar A\/B | règles d’inclusion de la disjonc- 

Br A\B tion ; 

AVB,'"]BrA règle d'élimination de la dis- 
Jonction; 

AE ]"]4 règle d'inclusion de la double 
négation ; 

"| J4r A règle d'élimination de la double 


négation ; 


$ 
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2e 


A—B, B+—ArA+B 


A—BEA—B 
A BE B—A 


A—BE ]B—+ |A 
4-2, "|]A— ] BE À 


A—B, BæCErA—-C 
AC, BæCHA\VB—-C 


règle d'inclusion de l'équiva- 
lence ; 


règles d'élimination des équi- 
valences ; 


règle de contraposition ; 


règle de démonstration a contra- 
rio ; 


règle du syllogisme ; 


démonstration par analyse des 
cas. 


Pour noter ces règles on inscrit souvent les prémisses au-dessus 
de la ligne horizontale, tandis que la conclusion est placée au-dessous 
de cette dernière. Dans cette notation les schémas déductifs susmen- 
tionnés prennent la forme: 


A— B 


> 
< 
ss 


AB 
B— À 


règle de détachement ; 


règle d’inclusion de la conjonction ; 
règles d’élimination de la conjonction ; 


règles d'inclusion de la disjonction ; 


règle d'élimination de la disjonction : 
règle d’inclusion de la double négation: 


règle d'élimination de la double négation : 


règle d'inclusion de l’équivalence : ‘ 


“règles d'élimination de l’équivalence: : 


règle de contraposition : 
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"]4—-B 


7 4— 72 
A 


A—B 
B—+C 
A—C 


A—C 
B—+C 
AVB—C 


Démonstration indirecte (démonstration a contrario). La col- 
lection des formules À,, . .., À, de la logique des assertions est dite: 
contradictoire si, pour une distribution quelconque des valeurs de 
vérité d’atomes qui les composent, une au moins des formules 4,,... 
+. Am acquiert la valeur F. On voit sans peine que la collection 
des formules À4,, ..., A, est contradictoire si et seulement si la 
formule À, A ... À A, est une contradiction, c’est-à-dire est une 
formule toujours fausse. 

THÉOREME 2.5. Si de la collection des formules AÀ,, ..., Am il 
s'ensuit logiquement une contradiction, cette collection des formules est 
alors une contradiction. 

Démonstration. Posons que 4,,..., A, 5 F, où F 
est une formule toujours fausse. Alors, selon le théorème 2.3, 


E AA... A Am—F. 


règle de démonstration a contrario: 


règle du syllogisme ; 


démonstration par analyse des cas. 


En vertu de la table de vérité de l'implication, on en déduit que la 
formule À, A .../\ A, est toujours fausse. Donc, la collection 
des formules 4,, . .., 4, est une contradiction. 

Les formules toujours fausses (les contradictions) jouent un rôle 
essentiel dans la méthode de démonstration indirecte appelée égale- 
ment méthode de démonstration a contrario. Les démonstrations de 
ce type se basent sur le théorème suivant. 

THEOREME 2.6. Si des formules À,,..., Am, ]B s'ensuit logique- 
ment une contradiction, on a alors À,, ..., An FE B. 

Démonstration. Posons 4,,..., 44, BEF, où F 
est une contradiction. Alors, selon le théorème 2.5, la collection des 
formules 4,, ..., 4», ‘|B est contradictoire. Donc, si pour une 
distribution quelconque des valeurs de vérité d’'atomes composant 
lesfformules 4,, ..., A, |B toutes les formules À4,, ..., A, 
prennent la valeur V, on obtiendra pour la formule °|B la valeur F 
et, partant, B sera qualifié V. Donc, 4,,..., 4, FE B. O 

Ainsi, s’il faut démontrer qu’une certaine assertion B est logi- 
quement impliquée par des prémisses données, on adjoint ]B à ces 
prémisses et l’on montre que de ces prémisses s'ensuit une contra- 
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diction (elle prend habituellement la forme € À ‘]C). Après quoi, 
on peut conclure que l’assertion B est la déduction logique des pré- 
misses de départ. Pour m = 0 on a un cas particulier, c'est-à-dire 
que les prémisses manquent. Si en admettant la vérité de ]B on 
aboutit à la contradiction (€ À\ ]C), il devient possible d'affirmer 
que B est vrai. Ce raisonnement s'appuie sur la règle de la démons- 
tration a contrario: |]B—C, | B—+ ]CH B. 

La démonstration par analyse des cas est très couran- 
te; son principe est le suivant. Supposons qu'il s’agit de démontrer 
la vérité de l’assertion C. On construit les assertions À et B telles que 
A \/B, A—C, B— C soient des assertions vraies (en guise de B 
on prend souvent non-AÀ). Puis, sur la base du schéma déductif cor- 
respondant on peut affirmer que C est vrai. 

En s'appuyant sur la règle du syllogisme on peut postuler la 
vérité de l’assertion À —+ B si l’on est en mesure de construire la 
chaîne des implications 


A — A, A) —A4:,..., An — ÀA,, ÀA4,— B, 


dont chacune est vraie. 


Exercices 
1. Montrer que sont fondés les schémas déductifs suivants: 
(a) A+ 7B. (i) AB, AC : 
B — 7 A A— BANC . 
A, 4A+B. ; A — (B — C) | 
@) 7 BB ü) (4 —+ B) —+ (4 + C) ? 
A —+ B | AC . 
O H-5-4-0: WE): 
AB BC. A(B—+C). 
ae D 7150 ? 
AB C+D. 4 . 
Q y 5vc : M TT; 
A B,C+—- D . AB, 71B. 


(n) 


? 


71 À 
(A4A7TIB) (CA TIC). 


DO ic 5h D : 
AB, C—+D 


@ —3yc, 57 D : (o) A + BE 

AB CD. A (B—cC). 

D Tic 0 D 340: 
A—(B—+0C) 


Qrinc-5 


2. Démontrer que pour toute formule de la logique des assertions il existe 
une formule d'équivalence logique construite seulement à l’aide de l’un des 
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couples suivants de copules: 
(a) 1, —+; E) 1, V: (c) 1, A. 


3. Démontrer que 


(à) 141VB C—BEF Ac; 

b) 4 VB, AC, B-DEC VD; 

() Aæ(B—+C), D VA, BE D —+c:; 
(d A VBæCAD,DVEFEA—F. 


$ 3. Prédicats 


Les moyens offerts par la logique des assertions s'avèrent insuffi- 
sants pour analyser de nombreux raisonnements mathématiques. 
Par exemple, la logique des assertions ne permet pas d'établir la 
validité du raisonnement suivant: « Tout nombre entier est un 
nombre rationnel : 25 est un nombre entier, donc 25 est un nombre 
rationnel ». Car en logique des assertions les assertions simples à 
partir desquelles sont construites les assertions complexes sont 
stipulées indivisibles. Elles ne sont pas soumises à l’analyse de la 
structure au sens des relations entre les objets et leurs propriétés. 
Aussi, s’avère-t-il nécessaire de construire un système logique dont 
les règles permettent d'étudier la structure d’assertions considérées 
en logique des assertions comme élémentaires. Ce système est la 
logique des prédicats dont la logique des assertions 
constitue une des parties. 

Variables libres. On utilise largement en mathématiques des 
notations littérales. Certaines lettres mises en relief dans le texte 
désignent des objets quelconques d’une certaine classe. Chacune de 
ces lettres conserve généralement son individualité, c’est-à-dire 
désigne toujours le même objet tout au long d’une certaine partie 
du texte. Des lettres différentes peuvent être affectées soit à un 
même objet, soit à des objets différents. Les lettres ainsi utilisées 
sont appelées variables libres. 

On appelle valeurs spécifiées de la variable libre les objets de la 
classe déterminée pour la notation desquels on a utilisé cette variable. 
C'est ainsi que les valeurs spécifiées de la variable libre peuvent 
être des assertions. Une telle variable libre est dénommée proposition- 
nelle. 

Les valeurs spécifiées de la variable libre peuvent être des nom- 
bres naturels ou entiers. Une telle variable libre s'appelle alors 
respectivement naturelle ou entière. 

Si les valeurs spécifiées de la variable libre sont des nombres réels 
ou complexes, alors cette variable est appelée respectivement réelle 
ou complete. 
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Prédicats. Soit une proposition 
(4) z+y=3 


contenant des variables naturelles z et y. Cette proposition n’est 
pas une assertion car on ne peut répondre à la question: Est-elle 
vraie ou bien est-elle fausse? On l’appelle prédicat ou condition 
(sur z et y). Donnons d’autres exemples de propositions avec varia- 
bles : 


(2) zxzest un nombre premier; 

(3) zx est un nombre pair; 

(4) zx est plus petit que y; 

(5) zest le diviseur commun de y, z. 


Posons que les valeurs spécifiées des variables x, y et z sont des 
nombres naturels. Si dans les propositions (1)-(5) on remplace les 
variables par leurs valeurs spécifiées, on obtiendra des assertions qui 
pourront être aussi bien vraies que fausses. Par exemple, 


0+1—=3; 

2 est un nombre premier ; 

3 est un nombre pair; 

5 est inférieur à 1; 

3 est le diviseur commun de 6 et 12. 


DEFINITION. Les propositions avec variables aboutissant à des 
assertions après substitution aux variables libres de leurs valeurs 
spécifiées sont appelées prédicats. 

Les propositions (1)-(5) peuvent être prises pour des exemples de 
prédicats. 

Suivant le nombre de variables libres composant les prédicats on 
distingue les prédicats à une place (monadiques), à deux places (dia- 
diques), à trois places (triadiques), etc. Les prédicats (2) et (3) sont 
à une place, les prédicats (1) et (4) à deux places, le prédicat (5) 
est à trois places. Les assertions seront considérées comme des pré- 
dicats à aucune place. 

En remplaçant dans le prédicat à une place (2) la variable par 
des nombres naturels on aboutit aux assertions : 


0 est un nombre premier ; 
1 est un nombre premier; 
2 est un nombre premier ; 
3 est un nombre premier, etc. 
Certaines de ces assertions sont vraies. C'est ainsi que le prédicat 


donné à une place détermine parmi les nombres naturels ceux qui, 
une fois substitués à la variable, fournissent une assertion vraie: il 
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peut donc être assimilé à une condition imposée à la valeur de la 
variable libre composant le prédicat. Dans l'exemple considéré les 
nombres satisfaisant à cette condition sont les nombres premiers. 

Un prédicat à une place peut être assimilé à une condition imposée 
à des objets de la classe donnée ; un prédicat à deux places à une 
condition imposée à un couple d'objets de même classe, etc. 

Les prédicats peuvent être posés de façons différentes. En algèbre 
on étudie souvent des prédicats posés au moyen d'équations, d’iné- 
galités, ainsi qu’au moyen de systèmes d'équations ou d’inégalités. 
C’est ainsi, par exemple, que l’inégalité x + x! > 0 définit un 
prédicat à une place, l'équation z° + y — O0 un prédicat à deux 
places, tandis que le système d'équations x + y =0,r—y+z—=0 
définit un prédicat à trois places (x, y, z étant des variables ration-" 
nelles). 

On notera les prédicats par des capitales latines (avec indice 
inférieur si nécessaire) avec indication entre parenthèses de toutes les 
variables libres composant le prédicat. Par exemple, À (x, y) est la 
notation d’un prédicat à deux places, R (x, y, z) celle d’un prédicat 
à trois places et Q (x,, . . ., x,) celle d’un prédicat à nr places (7-adi- 
que). 

Par la suite, on parlera de la valeur de vérité d’un prédicat quel- 
conque sur un certain jeu de variables libres qui le composent en 
entendant par là la valeur de vérité de l’assertion obtenue par sub- 
stitution aux variables libres des valeurs correspondantes du jeu con- 
sidéré. 

L’assertion obtenue en portant dans le prédicat À (x,, . - ., zh) 
le jeu de valeurs spécifiées (a,, . .., a) au lieu de ses variables 
sera notée À (a,, . . ., a). Si cette assertion est vraie (fausse) on dit 
que ce jeu de valeurs (a;, . . ., a,) satisfait (ou ne satisfait pas) au 
prédicat R (x;, ..., zh). 

Notons qu'il faut distinguer les prédicats exprimant une même 
condition, mais composés de variables aux valeurs spécifiées diffé- 
rentes. Par exemple, le prédicat défini par l'équation 2r — 3 = 0, 
où z est une variable entière, doit être distingué du prédicat défini 
par la même équation avec x considéré comme une variable ration- 
nelle. Le premier prédicat n’est qualifié vrai pour aucune des valeurs 
spécifiées de x, tandis que le second est vrai pour la valeur spécifiée 
de x — 3/2. En définissant un prédicat on doit donc indiquer le do- 
maine des valeurs spécifiées des variables de ce prédicat. 

Opérations sur les prédicats. Les prédicats, comme les assertions, 
sont qualifiés V et F et peuvent ainsi être soumis à des opérations 
logiques analogues à celles de la logique des assertions. 

Commençons par un cas particulier simple, celui des prédicats à 
une place dont les domaines des valeurs spécifiées des variables coïn- 
cident. À partir de deux prédicats P (x) et Q (y) formons un nouveau 
prédicat P (x) À Q (y). C’est un prédicat à deux.variables libres z 
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et y et sa valeur de vérité pour tout jeu (a, b) de valeurs spécifiées 
des variables se définit comme la valeur de vérité de l’assertion 
P (a) À P (b). De façon analogue se définissent les prédicats 


P(z)VQ{(y}, ]P(x), P(z)—Q(GU), PQ (y). 


Il faut distinguer les prédicats: à deux places P (x) À © (y) 
de celui à une place P (x) A Q (x); dans le premier on spécifie les 
variables libres x et y indépendamment l’une de l’autre, et dans le 
second, la variable libre z uniquement. 

On définit de façon analogue pour les prédicats à plusieurs places 
(polyadiques) les opérations de conjonction, de disjonction, de néga- 
tion, d’implication et d'équivalence. Voyons, par exemple, le cas 
de prédicats à deux places. Soient P (x, y), Q (y, z) deux prédicats 
dont les domaines des variables spécifiées coïncident. P (x, y) A 
À @ (y, 5) est alors un prédicat à trois places en z, y, z dont la valeur 
de vérité pour tout jeu des variables libres spécifiées (a, b, c) est défi- 
nie comme la valeur de l’assertion P (a, b) /\ Q (b, c). Notons qu’en 
analysant les opérations sur les prédicats il faut distinguer les variables 
désignées par des lettres différentes de celles désignées par des lettres 
identiques. 

Voyons encore quelques exemples : 


1) A(z)VBi{x, y)  prédicat par rapport aux variables li- 
bres x et y; 


2) J|A(y)AD(z, zx) prédicat par rapport aux variables li- 
bres x, y, z; 


3) Ex, y,z)—F(z) prédicat par rapport aux variables li- 
bres zx, y, z. 


Le prédicat À (x) \/ B (x, y) acquiert la valeur V pour le jeu 
des valeurs (a, b) si l’une au moins des assertions À (a) et B (a, b} 
est vraie et, prend la valeur F si ces deux assertions sont fausses. De 
façon analogue, on peut établir les valeurs de vérité des autres pré- 
dicats pour un jeu donné de variables libres. 

Déduction logique. Prédicats équipotents. 

DÉFINITION. Le prédicat À (x,, . .., z,) est dit toujours vrai si 
pour tout jeu de valeurs spécifiées des variables libres qui le com- 
posent sa valeur de vérité est V. 

On peut prendre pour exemple de prédicat toujours vrai le prédicat 
à trois places défini par l'inégalité (x + y)* + 2° > 0, où x, y, z sont 
des variables rationnelles. 

Soient À (z,, . - ., Zm) et B (y, + - -, Yn) les prédicats possédant 
des domaines identiques de variables libres spécifiées. 

DÉFINITION. Le prédicat B (y,, . . ., y.) est dit déduction logique 
du prédicat À (ty, - .-., Zm) si le prédicat À (x, ..., Zm) + 
— B (y, - -., Yn)-est identiquement vrai. 


æ” 
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La notation À (2z,,...,1m) & B (y1,. - ., y) signifie que le pré- 
dicat B (y,, . . ., ya) est la déduction logique du prédicat À (z,, ... 
Se Es): 

Par exemple, si x est une variable entière, R (x) la notation du 
‘prédicat « x est un nombre pair », P (x) la notation du prédicat « x 
est multiple de 4 », alors R (x) s'ensuit logiquement de P (zx), autre- 
ment dit, P(2)E R (x). Dans ce cas le prédicat R (x) n’entraîne pas 
logiquement P (x). 

Prenons deux prédicats à n places À (x,,...,zn)et B(x,,...,27à) 
<oncernant les mêmes variables libres. Le prédicat B (x;, . . ., æ) 
sera la déduction logique du prédicat À (x,, .. ., x,) si et seulement 
si tout jeu de valeurs des variables z,,. . .,x,, satisfaisant au prédicat 
A (ty, . -., Tn), Satisfait également au prédicat B (x;,, ..., tn). 

On laisse au lecteur le soin d’esquisser la démonstration de cette 
affirmation. 

DÉFINITION. Le prédicat B (z,, ..., :,) est dit déduction logique 
des prédicats À, (z,, - . ., Zm)s - + +» AR (Ya, + - -, Yr) Si le prédicat 


Ans es Les NA era DD G:..:7) 


est identiquement vrai. (On suppose dans ce cas que toutes les 
variables libres des prédicats considérés possèdent les mêmes valeurs 
spécifiées.) 

Exemple. Soit P (x) le prédicat « x est un nombre pair », 
-Q (x) le prédicat « x est multiple de 3», R (x) le prédicat « x est 
multiple de 6 ». Alors, P (x), Q (x) ER (x). 

DÉFINITION. Les prédicats À (x, . .., Zzm) et B (y1, .-.., y) 
sont dits équipotents (logiquement équivalents) si le prédicat 
À (Zn, ., Tm) <— B (Y1,-.-., y) est identiquement vrai. La notation 
A (TZ, - -., Tm) = B (Y,, - - ., Yn) signifie que les prédicats 
À (Ty, +: Tm) et B (y1, . . -, Yh) sont équipotents. 

On voit sans peine que les prédicats À (z,,...,zx,) et B (y:,... 
+ Yn) Sont équipotents si et seulement si 


A (Zi RS Tm) E D (Y1 9 Un) et 


B'(Uyess Yan) EAU, 232, 2). 


Il est facile de démontrer que les prédicats À (x,, ..., x.) et 
B (x;,,..., x,) sont équipotents si et seulement si leurs valeurs de 
vérité coïncident pour tout jeu de valeurs spécifiées des variables 
Lis - - + En. On peut donner en guise d'exemple de prédicats équipo- 
tents les prédicats définis par les équations 2° — y — 0 et 
2 e — y) (À + zy + y°) = 0, où zx, y sont des variables ration- 
nelles. 

DÉFINITION. Le prédicat À (x, . . ., x,) est dit identiquement faux 
si sa valeur de vérité est qualifiée F pour tout jeu de valeurs spéci- 
fiées des variables libres qui y figurent. 
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Par exemple, est identiquement faux le prédicat x + 1 = x, où 
zx est une variable entière. 

DEFINITION. Le prédicat À (x,, . .., x,) est dit réalisable s’il y 
a au moins un jeu de valeurs spécifiées des variables libres y figurant 
pour lequel sa valeur de vérité est V. 

Par exemple, sont réalisables les prédicats tels que « x est un 
nombre premier », « x est divisible par y», « x° — 5x + 6 = 0 », 
où x est une variable entière. 

Des définitions susmentionnées il s’ensuit qu'un prédicat identi- 
quement vrai se déduit logiquement de tout prédicat, tandis que d’un 
prédicat identiquement faux s'ensuit logiquement tout prédicat. 

Tout prédicat est soit identiquement vrai, soit réalisable, soit 
identiquement faux. 


Exercices 


1. Donner des exemples de prédicats P (x, y, : et R (x, y, z), Où z, y, = 
sont des variables naturelles, dont l’un est une déduction logique de l’autre. 

2. Donner des exemples de prédicats à une, deux et trois places qui soient 
identiquement faux, identiquement vrais et réalisables (mais non pas identique- 
ment vrais). 

3. Construire les prédicats À (r) et B (x), où x est une variable entière, 
de manière que 

(a) les prédicats À (x) et B (x) soient non identiquement vrais, tandis que 
À (x) VB (x) le soit; 

(b) À (x) et B (x) soient des prédicats réalisables, et À (x) À B (x) un 
prédicat non réalisable. 


$ 4. Quantificateurs 


Examinons de nouvelles opérations qui appliquées aux prédicats 
ou bien aux assertions fournissent, une fois réalisées, des prédicats 
ou des assertions. Ces opérations constituent des expressions d’uni- 
versalité ou d'existence. 

Quantificateur universel. Soit A(x) le prédicat à une variable 
libre x. Par l'expression VrA (x) on désignera l’assertion qui sera 
vraie si À (x) acquiert la valeur V pour toutes les valeurs spécifiées 
de la variable x, c'est-à-dire si le prédicat À (x) est identiquement 
vrai, et la valeur F dans le cas contraire. L'’assertion VzA (zx) est 
ainsi indépendante de x. Le symbole Vz placé à gauche du prédicat 
A (x) est appelé quantificateur universel suivant la variable x. Si, 
par contre, À est une assertion, VzA est alors une assertion vraie si 
et seulement si À est vrai. 

Passons maintenant à un prédicat à plusieurs variables libres, 
par exemple le prédicat À (x, y, z) de trois variables. Ce prédicat, 
après la substitution arbitraire de toutes les variables libres, sauf x, 
par leurs valeurs b et c, constitue un prédicat concernant seulement 
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la variable libre zx, et l'expression 
VzA (x, b, c) 


est une assertion. Le prédicat VzrA (x, y, z) se transforme en une 
assertion après la spécification de toutes les variables libres qui le 
composent, sauf x, et, partant, ne dépend pas de x. VzA (zx, y, 2) 
est ainsi fonction de toutes les variables libres composant À (x, y, 2), 
sauf x, c'est donc un prédicat à deux places concernant y et z. Ce 
prédicat pour le jeu donné des valeurs des variables libres b, c 
est qualifié V si et seulement si le prédicat À (x, b, c) ne dépendant 
que d’une seule variable libre x est identiquement vrai. Le symbole 
Vz se lit « quel que soit x » ou « pour tout x », tandis que la notation 
VzA (x, y, z) se lit « quel que soit x on a À (x, y, 2) » ou, de façon 
plus concise, « pour tout x À (x, y, 2)». 

La variable x dont le prédicat VrA (x, y, :) ne dépend pas est 
appelée variable liée (pour la différencier des variables y, 3 qui sont 
des variables libres). 

Quantificateur existentiel. On utilise pour le quantificateur exis- 
tentiel le symbole 3x placé à gauche du prédicat ou de l’assertion. 
Soit À (x) un prédicat à variable libre x. Par l'expression 3rA (x) 
on comprendra l’assertion vraie si À (x) est qualifié V au moins pour 
une des valeurs spécifiées de la variable x, (le prédicat À (x) est 
réalisable), et fausse, dans le cas contraire. Si, par contre, À est 
une assertion, 3zA est aussi une assertion qui est vraie si et seule- 
ment si À est vrai. 

Supposons maintenant que À (x, y, z) est un prédicat à trois 
places. Si dans ce prédicat à toutes les variables libres, sauf x, on 
substitue leurs valeurs, par exemple, b, c, on obtiendra alors le 
prédicat À (x, db, c) qui ne dépend que d'une variable libre zx, et 
l'expression 


3zA (x, b, c) 


sera une assertion. Donc l'expression 3xA (x, y, z) est un prédicat 
qui se transforme en une assertion après spécification de toutes les 
variables libres, sauf x, et, par suite, ne dépend pas de zx. Ainsi, 
l'expression 3xA (x, y, z) est un prédicat qui n'est fonction que 
de y et z, vu que l'application d'un quantificateur au prédicat à 
trois places le fait passer à un prédicat à deux places. La variable x 
dont le prédicat 2xA (x, y, z) ne dépend pas est appelée variable 
liée. 

Le prédicat 3xA (x, y, z) prend la valeur V avec le jeu donné 
des valeurs spécifiées b, c si et seulement si le prédicat à une place 
A (x, b, c) est réalisable. 

Le symbole =zx est appelé quantificateur existentiel suivant la 
variable x et se lit: « il existe un x». L'expression 3zxA (x, y, 2) 
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se lit: « À (x, y, z) existe au moins pour un zx » ou bien: « il existe 
un x tel que À (x, y, 2)». 

On applique les quantificateurs de façon absolument analogue 
à des prédicats à un nombre de variables plus grand. L'association 
d'un quantificateur à un prédicat à » places (pour r > 0) transfor- 
me ce dernier en un prédicat à (n — 1) places. 

A un même prédicat il est possible d'associer à plusieurs reprises 
des quantificateurs. Par exemple, après avoir associé au prédicat 
À (zx, y) le quantificateur existentiel suivant x, on obtient le prédicat 
à une place 3zA (x, y) auquel on peut associer de nouveau le quanti- 
ficateur existentiel ou bien le quantificateur universel suivant la 
variable y. Finalement on obtient l'assertion 


3y (3xA (x, y)) ou bien Vy (3rA (zx, y)). 


Habituellement on supprime les parenthèses et on obtient les expres- 
sions 


dy 3xA (zx, y) ou bien Vy 3xA (x, y). 


Notons que les quantificateurs identiques peuvent être permutés 
en obtenant des assertions équivalentes, autrement dit, des équiva- 
lences vraies: 


VaVy (x, y) — VyVzA (x, y); 
323yA (x, y) + 3y3zA (2, y). 


En effet, les assertions VzVyA (x, y) et VyVzA (x, y) sont toutes 
les deux vraies si et seulement si le prédicat À (x, y) est identique- 
ment vrai. Les assertions 3r1y (x, y) et 3y3xA (x, y) sont toutes 
les deux vraies si et seulement si À (x, y) est un prédicat réalisable. 
Toutefois, si l'on associe au prédicat successivement des quantifi- 
cateurs différents, l’ordre de leur succession est alors essentiel. Par 
exemple, les assertions Vy3zA (x, y) et 2xz3yA (x, y) ne sont pas 
à proprement parler équivalentes, c'est-à-dire qu'elles peuvent 
avoir des valeurs de vérité différentes. 

L'association à un prédicat d’un ou de plusieurs quantificateurs 
(universel, existentiel) est appelée quantification. 

Voyons sur un exemple comment on applique les quantificateurs. 
Soit z + y >> 0 un prédicat à deux places, où x et y sont des varia- 
bles entières. Ce prédicat exprime la positivité d’une somme de deux 
nombres entiers et constitue une assertion chaque fois quand les va- 
riables x et y sont spécifiées. Si l’on associe à ce prédicat un quantifi- 
ne existentiel suivant y on le transforme en un prédicat à une 
place | 


' 3 ; 


3y (x + y > 0). 


Quand on spécifie la variable z de ce prédicat, ce dernier devient 
une assertion. Le prédicat. 3y (z:+'y >> 0) est vrai quand les valburs 
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de la variable x fournissent un entier y formant sommé avec x un 
nombre positif. On se convainc sans peine que ce prédicat est identi- 
quement vrai, et si on associe à ce dernier un quantificateur universel 
en z, on obtient alors l'assertion 


Vzay (x + y > 0), 


postulant que pour tout nombre entier zx il existe un certain nombre 
entier y rendant leur somme positive. Cette assertion est à distinguer 
de l’assertion 


3yVz (x + y > O0), 


affirmant qu’il existe un nombre entier dont la somme avec tout 
nombre entier est positive. Cette dernière assertion est fausse. 

Notation des assertions dans le language de la logique des pré- 
dicats. Examinons quatre types principaux d’assertions qu’on ren- 
contre fréquemment en mathématiques. Dans la notation symbolique 
de ces assertions (le langage de la logique des prédicats) on utilise 
les quantificateurs. 

Soit À (x) la notation du prédicat « z est un nombre impair » 
et B (x) la notation du prédicat « x est un nombre premier », où x 
est une variable entière. 

4. L’assertion « Tout nombre impair est un nombre premier » 
peut être réénoncée de la façon suivante: « Pour tout x, si x est 
impair, æ est un nombre premier ». [l devient alors clair que dans le 
langage des prédicats cette assertion se notera ainsi: 


Vz (A (x) = B (x)). 


2. L’assertion « Aucun nombre impair ne constitue un nombre 
premier » ou « Pour tout x, si x est impair, z n'est pas premier » 
se notera symboliquement ainsi: 


Vz (A (x) = 71 B (x)). 


Remarquons que dans nos raisonnements la valeur de vérité 


de l’assertion ne joue aucun rôle. 

3. Le type suivant d’assertion est de la forme : « Certains nombres 
impairs sont premiers ». Elle veut dire qu’il existe un x qui est simul- 
tanément impair et premier. Aussi l’assertion du troisième type se 
notera-t-elle dans le langage des prédicats sous la forme 


3z (4 (x) À B (x)). 
Cette dernière notation n’est pas équivalente à la notation 
3z (4 (2) + B (x)), 


dont le sens est différent à celui de l’assertion de départ. 
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4. Le quatrième type d'assertions est de la forme: « Certains 
nombres impairs ne sont pas premiers ». Cette assertion se note 
ainsi : 


3x (4 (x) À B (x)). 


Les exemples examinés montrent que chaque assertion apparte- 
nant à l’un des quatre principaux types se prête à une notation 
symbolique. 

Dans la suite pour énoncer l’assertion « Il existe un x positif teb 
que À (zx) », au lieu de la notation symbolique 


3x (215 0 À À (x)), 


on utilisera une notation plus concise (3x > 0) À (x). De façon 
analogue pour l’assertion « Pour tout x positif on a À (x) » au lieu de 


Vz(z>0— A (x) 


on se servira de la notation (Vzr >> 0) À (x). 


Exercices 


1. Ecrire dans le langage des prédicats les assertions suivantes: 

(a) Certains nombres réels sont des nombres rationnels. 

(b) Aucun nombre premier n'est un carré exact. 

(c) Certains nombres pairs ne se divisent pas par 8. 

(d) Tout multiple de 6 se divise par 3. 

2. P (x) désigne « x est un nombre premier », Q (x) « x est un nombre pair », 
R (x) «x est un nombre entier», D (x, y) «x divise y». Formuler en se ser- 
vant des mots les assertions suivantes notées dans le langage des prédicats. 
Distinguer celles qui sont vraies de celles qui sont fausses : 


(@)  VzP (:) + 10 (:): 

()  Vz(nP (2) —+ Vy (P (y) —+ D (x, y))); 
(c)  Vz(Q (x) —+ Vy (D (z, y) —+ Q ())): 

() Vzdy(R (:) A R (y) —+ D (z, y)); 

€) VyVz(R(z) AR) —+D (x, y); 

(D  Vy(R(G) A R(Y)—+D (x, y). 


3. En se servant des symboles logiques écrire les assertions suivantes : 

(a) Les nombres 5 et 12 n’ont pas de communs diviseurs différents de- 
+1 et —1. 

(b) Le nombre naturel divisible par 6 est également divisible par 2 et par 3. 

(c) Pour tout nombre entier x il existe un nombre entier y vérifiant soit 
z = 2y, soit z = 2y + 1. 

(d) Tout nombre naturel a un nombre naturel supérieur à lui. 

(e) Il existe un nombre naturel minimal. 

f) Le système d'équations zx + y = 0, z + y = 1 n’admet pas de solution 
(système incompatible). 

(g) 11 n'existe pas de nombre rationnel x tel que 2? — 2 = 0. 

) Pour tous nombres entiers x et z il existe un nombre entier y tel que 

z+y= 3. 
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(i) Pour tous deux nombres rationnels x et y il existe un nombre ration- 
nel z tel que z<zetz<y. 

4. Chercher si pour tous prédicats P (x, y), Q (x), R (x) on a les équipoten- 
<es suivantes. Si non, donner des exemples de prédicats qui le confirment : 

(@)  VzyP (z, y) y VzP (2, y); 

@)  VzVyP (x, y) mm VyVzP (x, y); 

() Vrz(R() VO) = VzR (2) V VzrQ (x): 

() z(R(:) A Q() = AR (2) À HQ (x); 

(e)  VrzVy(R(G) VQO(W))=VzR(z) V VzQ (2) 


®)  VrQ(x) + =zR(z)=3z(Q (2) + R(x)) 
(@g) 3rR (x) V VrQG)=3z(R(z) —+ Q(x)); 
G)  Vz(R(z) —+ QG) = VzR (2) + VzQ (2). 


$ 5. Formules des prédicats. Lois logiques 


Formules élémentaires. Supposons qu’on dispose d’une liste 
de variables 


Z, y; Z, LU, W, ee + CAT U1o AT U;, W, ee + 


appelées souvent objets variables, car on leur substitue des noms 
d'objets déterminés 


€, b, C, &;;, b,, C1: CCE 


En outre on admet que pour chaque n naturel on possède un certain 
ensemble d'expressions 


P (1 Toy + +.) Zn), Q (x, Ys-.., t), R (V1 see Un); SE. 


appelées symboles prédicatifs n-aires (à n places). Par exemple, P (x), 
‘Q (y) sont des symboles prédicatifs singulaires (à une place), P (x, y), 
Q (x, 2) binaires (à deux places), P (x, y, 2), R (x;, ze, z3) ter- 
naires (à trois places), À, B, ..., P, Q zéronaires (à aucune place). 
En partant de cette collection de symboles prédicatifs on forme des 
expressions qu'on appellera formules élémentaires ou prédicats 
atomiques de la logique (atomes de la logique des prédicats). 

De£riniTioN. On appelle formule élémentaire l'expression obtenue 
par substitution dans le symbole prédicatif aux variables (x, y, ...) 
qui le composent de certains objets variables non obligatoirement 
distincts. 

Par exemple, en partant du symbole prédicatif singulaire P (zx), 
on aboutit aux formules élémentaires (atomes) P (x), P {y), P (u), 
etc.; en partant du symbole prédicatif binaire Q (x, y), on obtient 
les formules élémentaires Q (x, y), Q (y, z), Q (u, v), Q (x, x}, etc. 
En partant du symbole prédicatif R (x, y, z), on a les formules 
élémentaires R (x, y, 2), R (y, z, x), Ru, v, w), Rx, zx, x), 
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R (x, y, x), etc. Les symboles prédicatifs initiaux à aucune place 
sont aussi inclus dans la collection des formules élémentaires. Les 
formules élémentaires constituent une collection plus vaste que la 
collection de départ des symboles prédicatifs, vu que les objets 
variables entrant dans les formules élémentaires ne sont pas obliga- 
toirement distincts. 

Formules prédicatives. Les formules prédicatives (formules de la 
logique des prédicats) s’introduisent de la façon suivante: 

(a) toute formule élémentaire est une formule prédicative ; 

(b) si A et B sont des formules prédicatives, (7 A), (A À B), 
(A \/ B), (A + B) et (A ++ B) sont aussi des formules prédicatives. 
Si À est une formule prédicative et x un objet variable, (VzA) et 
(3zA) sont aussi des formules prédicatives ; 

(c) une expression n’est une formule prédicative que si elle est 
une formule élémentaire ou si elle est construite avec des formules 
élémentaires par application successive des règles (a), (b). 

Les formules prédicatives qui ne sont pas élémentaires sont dites 
formules prédicatives composées. 

Pour la notation des formules de la logique des prédicats on se 
servira de capitales latines en caractère gras: A, B, C, ...,R, 
P, Q, etc. 

Dans les formules (VzA) et (3rA) la formule A est appelée 
domaine d'action des quantificateurs Vzx et 3x respectivement. 

On convient habituellement de supprimer les parenthèses. De 
plus. on pose que les quantificateurs ont une force liante supérieure 
à celle des autres opérations. Aussi la formule (VzP (x)) + R (x, y) 
peut-elle s'écrire: VzP (x) + R (x, y). 

DÉFINITION. La formule prédicative est dite universelle si après 
remplacement des formules élémentaires la composant par des pré- 
dicats quelconques, on obtient un prédicat toujours vrai. 

D£ÉriNiTiON. Les formules prédicatives sont dites équipotentes 
si après substitution aux formules élémentaires qui les composent 
des formules prédicatives quelconques, on aboutit à des prédicats 
équipotents. L'équipotence des formules A et B se notera ainsi: 
A = B. 

On démontre sans peine que la formule prédicative A «+ B 
est universelle si et seulement si À et B sont des formules prédica- 
tives équipotentes. 

Une série d’équipotences de la logique des prédicats peut être 
obtenue des équipotences de la logique des assertions. Par exemple, 
aux équipotences de la logique des assertions 


AN\B=8B /\ À; 

‘| ]J4A=À; 
JAVB)= 714 78; 
IAAB)= |AV 1B 


3—01762 
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correspondent des équipotences de la logique des prédicats 
A \AB=B A; 
l1A=A; 
](AVB)= 7]AA TB; 
JTAAB)= | AV ]B. 


De façon analogue les formules identiquement vraies de la logique 
des assertions constituent la source d’où sont puisées les formules 
universelles de la logique des prédicats. Par exemple, à la tautologie 
A \/ ] À correspond la formule universelle de la logique des prédi- 
cats A\/ ] A. En effet, en portant des prédicats quelconques dans 
toute formule A concrète au lieu des symboles prédicatifs qui la 
composent, on obtient un certain prédicat P (x,, ..., x,). La formu- 
le A \/ | A se transforme dans ce cas en prédicat P (x,, ..., z;) \/ 
VO ]P(z,..., æ) qui acquiert la valeur V pour toutes valeurs 
spécifiées des variables (en vertu de la loi du tiers exclu de la logique 
des assertions). 

En raisonnant de même, on est en mesure de valider les autres 
formules universelles et équipotences de la logique des prédicats 
transférées de la logique des assertions. 

Outre les formules universelles et les équipotences de la logique 
des prédicats obtenues de la sorte, il existe des formules universelles 
et des équipotences spécifiques en rapport avec le recourt aux quanti- 
ficateurs. On en examinera quelques unes. 

Lois de la logique des prédicats. Etudions une série d’équipo- 
tences jouant un grand rôle en logique des prédicats. On n'esquissera 
pas de démonstration rigoureuse. L’équipotence 


4)  ](VzA GG) = 34 (T4 @)) 


correspond à l'interprétation habituelle des quantificateurs. Les 
assertions « [1 est faux que tout objet x satisfait à la condition À (x) » 
et « Il existe un objet x qui ne satisfait pas à la condition À (x) » 
ont la même signification exprimant l'équipotence (1). 
L'équipotence 
2) 1x4 G))=Vrz{ 14 @)) 
correspond à l'identification habituelle des assertions « Il est faux 
qu’il existe un objet x satisfaisant à la condition À (x) » et « Aucun 
objet x ne satisfait à la condition À (x) ». 
En appliquant la négation aux deux membres de (1) et (2) et, 
compte tenu de la loi de la double négation, on aboutit encore à 
deux équipotences 


(3) VzA(z)= 7 (3r 7 A(x)); 
(4) 3:z4(:) =" ](Vz ]A(x)); 
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ces dernières montrent que le quantificateur existentiel peut s'expri- 
mer au moyen du quantificateur universel et réciproquement. 

Les deux équipotences suivantes traduisent les propriétés de 
distributivité du quantificateur universel relativement à la con- 
jonction et du quantificateur existentiel relativement à la disjonc- 
tion : 

(5) 3zA(x) VV 3:zB(z)= 3x (A(zx) \/ B(x)); 
(6) VzA(z) A VrzB(x) = Vz(A(x) AB (x)). 


A la vérité de ces équipotences sont reliés les importants raisonne- 
ments suivants. Le premier membre de (5) acquiert la valeur V si 
et seulement si ou bien À (x), ou bien B (x) sont qualifiés V au 
moins pour une valeur spécifiée de zx, c'est-à-dire quand au moins 
un des prédicats À (x) et B (x) est valide. Or, c'est justement dans 
ce cas et rien que dans ce cas que sera valide le prédicat À (x) \/B (x), 
c'est-à-dire sera vraie l’assertion 3x (4 (x) \/ B (x)). Des raisonne- 
ments analogues peuvent être conduits pour l’équipotence (6). 

Le quantificateur existentiel n’est pas distributif relativement 
à la conjonction, c'est-à-dire que les formules =x (4 (x) À B (x)) 
et 3zA (x) À 2xB (x) ne sont pas équipotentes. Il n’est pas difficile 
de trouver un exemple de deux prédicats réalisables dont la conjonc- 
tion soit non réalisable. Pour de tels prédicats la première formule 
est qualifiée F, et la seconde, V. Les formules Vz (4 (x) \/B (x)) 
et VrzA (x) \/ VzB (x) sont de même non équipotentes, autrement 
dit, le quantificateur universel n'est pas distributif relativement 
à la disjonction. 

A chaque équipotence de la logique des prédicats correspond une 
formule universelle. Par exemple, seront universelles les formules 
suivantes (on les appelle souvent lois logiques): 


(1) ](VzA (z))+ 37 (TA (a)); 

(2) ](GrA(z))+—Vz(7] A(a)); 

(3) VzA(z)+— ](3r ] A(x)): 

(4) AzA (x) 7] (Vz 7] A (x): 

(5) 3zA(z)\/ 3zB(z) —- 3Iz (A (x) VB (x)); 
(6) VzA(x) A VrzB(z)<— Vz(A (x) A B(x)). 


Il existe dans la logique des assertions une méthode générale 
permettant en un nombre fini d'opérations de dégager pour toute 
formule propositionnelle si cette dernière est identiquement vraie 
(méthode des tables de vérité). En logique des prédicats on ne con- 
naît pas de méthode aussi générale permettant en un nombre fini 
d'opérations d'élucider pour toute formule prédicative si cette der- 
nière est universelle ou non. Pour certains types de formules on 
a élaboré des méthodes semblables. 


3% 
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Exercices 


1. Rechercher si les formules suivantes sont universelles (si non le con- 
firmer par des exemples): 


(a) zP(x) — VzrP (x); 

(D)  VYzP(z) —+ P (y); 

(ce) P(y) — VzP (x); 

(d) =zQ(z) — Q (y); 

(e)  VzzyQ(z. y) —+ 3yVrQ (x, y); 

(D) VzVyVs(P(z, y) A P(y, 2) — P(z, 2)); 

(g)  VzP(z) V VrQ (x) + 2x (P(z) A Q(x)); 

(Dh)  Vz(P(z) + Q(x)) —+ GP (x) + 370 (x)); 
(i)  3zP (x) À ArQ (x) —+ 37 (P (x) A Q (x); 

(j)  Vz(P(x) VQ(x)) —+ VzP (x) V VrQ (x). 

2. Montrer le bien-fondé de l'universalité des formules suivantes: 
(a)  VzP(x) V VrQ (x) —+ Vz(P (x) VQ(x)); 

(b) 3z(P(zx) À Q(x)) + 3zP (x) À 32Q (x); 

(c) Vz(P(z) + Q(x)) —+ (VzP (x) —+ VzrQ (x)); 
(4) Vz(P(x) + Q(x)) — (VzP (2) — VzQ (2); 
(e)  Vz(P(x) — Q(x)) — (zP (2) —+ 77Q (2)): 
(N VrQ (x) — 37 (x); 

(g)  VzP(z) + P (y); 

(b) Q(y) + 3rQ (x); 

() 77 VzP(z, y) + VzP (x, y). 

G)  VzVyP(z, y) + Vy VzP (x, y); 

(k)  3z AyR (2, y) +— 3y 37R (x, y); 

(1)  3zP (x) À ZrQ (2) + 37 3y (P (2) À Q (y); 
(m) VzR(z) V VrQ (x) + Vz Vy (P (x) V Q (y); 
(n) VzQ (zx, :) +— VyQ (y, 2); 

(o) 2zP (zx, =) + 2yP (y, 2); 

(p) Vz1P(x) V YzQ (2) + 3zP (x) —+ VzrQ (x); 
(r)  3z(P(2) — Q(z)) + VzP (x) —+ 37Q (x). 


CHAPITRE II 


ENSEMBLES ET RELATIONS 


$ 1. Ensembles 


Notion d’ensemble. La notion d'ensemble est l’une des plus 
importantes en mathématiques. On entend sous le terme ensemble 
une collection d'objets (articles matériels ou notions abstraites) 
considérée comme un tout. On peut, par exemple, parler de l’ensemble 
de tous les nombres naturels, de l’ensemble de lettres d’une page, 
de l’ensemble de racines d’une équation donnée, etc. Les objets 
composant un ensemble sont appelés éléments. La notion d'ensemble 
est considérée comme intuitive, primaire, c'est-à-dire ne pouvant 
être réduite à d’autres notions. 

Les affirmations « L'objet a est un élément de l’ensemble À », 
« L'objet a appartient à l’ensemble À » dont la signification est la 
même peuvent s’écrire de façon compacte sous la forme a € À. 

Si l'élément a n'appartient pas à l’ensemble À, on écrit a 6 À. 

Le symbole € est appelé signe d'appartenance. 

DÉFINITION. Deux ensembles À et B sont dits égaux et l'on écrit 
A = B si À et B contiennent les mêmes éléments. 

Ainsi, les ensembles À et B sont égaux si pour tout zrEAsiet 
seulement si x € B. Par suite, la démonstration de l'égalité de deux 
ensembles donnés À et B revient habituellement à la démonstration 
de deux affirmations : 1) pour tout rx si x£€ A,x€B;2)pour tout zx 
si EP, z£CA. 

On désigne fréquemment un ensemble par ses éléments mis entre 
accolades. C'est ainsi, par exemple, que l’ensemble composé d'élé- 
ments a, b, c est noté {a, b, c}. L'ensemble composé d'éléments 
A, As, + +. An eSt désigné par er G, 225005}: 

Les ensembles {1, 2, 3} et {3, 1, 2, 1} sont égaux, car chaque 
élément du premier ensemble appartient au second ensemble et 
réciproquement. Ils sont tous deux composés de trois éléments. 
On se sert habituellement de la notation {1, 2, 3}. 

Un ensemble peut être composé d’un seul élément. 11 faut distin- 
guer l'élément a de l’ensemble {a} ne contenant qu'un seul élé- 
ment a, car on admet l'existence d’ensembles dont les éléments 
constituent eux-mêmes des ensembles. Par exemple, l’ensemble 
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a —{2, 1} est composé de deux éléments 2 et 1 ; l’ensemble {a} a un 
seul élément a qui de son côté possède deux éléments. 

Sous-ensembles. 

DÉFINITION. L'ensemble À est dit sous-ensemble de l’ensemble B 
si chaque élément de l’ensemble À appartient à l’ensemble B. 

Si À est un sous-ensemble de l'ensemble B, on dit de même que À 
est contenu dans B et l’on écrit 4 € B. Le symbole € est appelé 
signe d'inclusion. Selon la définition 


AC B + (pour chaque x, EE A—>zE€B). 


L'ensemble À est appelé sous-ensemble propre de l’ensemble B si 
A<CBet AB. La notation À SB signifie que À est le sous- 
ensemble propre de l’ensemble B. 

Notons les propriétés de la relation d’inclusion qui se déduisent 
sans peine de la définition: 

(a) la relation d'inclusion est réflexive, c'est-à-dire À € À 
pour tout ensemble À ; 

(b) la relation d'’inclusion est transitive, c'est-à-dire que pour 
tous ensembles 4, B, C il s'ensuit d AC BetBeCquAccC; 

(c) la relation d'inclusion est antisymétrique, c'est-à-dire que pour 
tous ensembles 4, B, C il s'ensuit de AC Bet B € À que À = B. 

I1 découle de la propriété (c) que pour établir l’égalité des en- 
sembles À et B il suffit de démontrer que AC Bet BC À, c’est-à- 
dire 

(A=B)—-(4cB/ABEAÀA). 


En théorie des ensembles on adopte le principe suivant pour la 
Séparation des sous-ensembles d’un ensemble donné avec l'office 
des prédicats monadiques : pour tout ensemble À et un prédicat mona- 
dique P (x) significatif pour tous les éléments de l'ensemble A (c'est-à- 
dire tel que, pour tout z de À, P (x) est vrai ou bien faux) él existe 
un ensemble composé exactement d'éléments de l’ensemble A pour les- 
quels P (x) est vrai. 

Cet ensemble est noté ainsi: 


{x E A|P (x) est vrai}, ou de façon plus concise : {x € A| P(x)}. 
La dernière notation se lit: « l’ensemble de tels x de À que P (x) 
soit valable » ou « l’ensemble de tels x de À pour lesquels P (x) 
est vrai ». Parfois pour désigner cet ensemble on se sert de la nota- 
tion : 

{zIzEA AP (x)}. 

Si deux prédicats monadiques P (x) et Q (x) sont équipotents, 


alors, en vertu de la définition de l'égalité des ensembles, ils définis- 
sent un même sous-ensemble de l’ensemble À, c'est-à-dire que de 
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l'équipotence P (x) = Q (x) se dégage l'égalité 

{EAIP(z)}={7€A 10 (}. 

Ensemble vide. Introduisons une nouvelle notion importante. 

DE£riINITION. Un ensemble qui ne contient aucun élément est appelé 
ensemble vide. 

Ainsi, l’ensemble À est dit vide si pour tout x x é À. Un tel 
ensemble est unique. En effet, si C et D sont des ensembles vides, 
on a alors pour chaque x l’équivalence zE€ C<—- x € D, vu que ses 
deux termes sont faux. Selon la définition de l'égalité des ensembles 
il s'ensuit que C — D. 

L'ensemble vide unique est noté par le symbole @. Donc pour 
chaque x zé G. 

PROPOSITION 1.1. Un ensemble vide est un sous-ensemble de tout 
ensemble. 

Démonstration. En effet, soit À un ensemble quelcon- 
que. Pour chaque zx se vérifie l'implication € @—>zx€ A, car 
une implication à prémisse fausse est vraie. Par conséquent, 
DA. 0 

Opérations sur les ensembles. Etudions les opérations sur des 
ensembles permettant d'obtenir à partir de deux ensembles quel- 
conques des ensembles nouveaux. 

DÉFINITION. On appelle réunion de deux ensembles À et B l'ensem- 
ble composé des seuls éléments appartenant à l’un au moins des 
ensembles À et B et rien que d'eux. 

Un tel ensemble existe toujours. 

De la définition de l'égalité de deux ensembles il suit que pour 
tous ensembles À et B il existe un ensemble unique constituant leur 
réunion. Et de fait. s’il existait deux tels ensembles C et D, ils se- 
raient composés des mêmes éléments et, partant, devraient coincider. 
Cet ensemble unique, réunion des ensembles À et B, est noté 
A |} B. Ainsi, par définition, 

AUB={:|72E€A \VzrEeB}. 

Par conséquent, pour un z quelconque on a l’équivalence 
zEAUB—zxEeA\/zxEeB. 

De la définition de la réunion d'ensembles il suit également que 
ACA Bet BC A B. 

Exemple. SiA ={1, 9, 18}et B={1, 5, 9}, alors À |) B = 
= {1, 5, 9, 18}. 

DEFINITION. On appelle intersection des ensembles À et B l'ensemble 
composé des éléments communs à À et B et rien que d'eux. 

Un tel ensemble existe toujours. 


Pour deux ensembles quelconques À et B il existe un ensemble 
unique constituant leur intersection. Et de fait, s’il existait deux 
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tels ensembles C et D, ils contiendraient alors les mêmes éléments 
et, par suite, coincideraient. L'’intersection des ensembles À et B 
est notée par À f\ B. Donc, par définition 


AN B={:11:6A/Az:EB}. 

Par conséquent, pour un x quelconque on a l’équivalence 
zECANB—-xzEA/A\zEB. 
Il s'ensuit de la définition de l'intersection des ensembles que 
ANBSAet AfNBCB. 


Exemple. Si À —{1/2, 2/3, 5/6}, B ={1, 3/2, 1/2}, alors 
AN B ={1/2}. 

DÉFINITION. On appelle différence des ensembles À et B l’ensemble 
constitué d'éléments de l’ensemble À n’appartenant pas à l’en- 
semble B et rien que d'eux. 

Pour des ensembles quelconques À et B on a toujours un tel 
ensemble et il est unique. La différence des ensembles À et B est 
notée À X B. Donc, par définition, 


AXB={x|rxE€A /AzéB}). 
Par conséquent, pour un x quelconque on a l’équivalence 
zEAXB—-zEeA/A\zéB. 


Exemple. Si À ={6, 9, 12, 13}, B —=4{6, 9, 10}, alors 
A NX B =4{12, 13}. 

THÉORÈME 1.2. Pour des ensembles quelconques À et B les trois 
relations suivantes sont équivalentes: 


@ AB; (b)AUB=B; ()ANB=A. 


Démonstration. (a)— (b). Chaque élément de l’en- 
semble À U B appartient à À ou B et, en vertu de (a), est un élé- 
ment de l'ensemble B, c'est-à-dire À || B€ B. En outre, BC A 
U B; par conséquent, À |) B = B; 

(a) — (c). En vertu de (a) chaque élément de l'ensemble À est un 
élément commun de À et B, c’est-à-dire À € À f\ B. De plus 
AfN BA; par conséquent, ‘A N B = À; 

(b) — (c). On a AC AlJB et, en vertu de (b), AUBCB, 
aussi À € B. Comme (a) —+ (c), on a l'égalité (c); 

(c) — (a). En vertu de (c) 4 € À f\ B. Maison a aussi AN BE 
& B; par conséquent, AC B. Ü 

Propriétés principales des opérations sur des ensembles. Les opé- 
rations réunion et intersection sur des ensembles possèdent une série 
de propriétés. On passera en revue les principales propriétés de ces 
opérations. 
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THÉORÈME 1.3. On a pour des ensembles quelconques À, B et C 


(4) AUA4=A idempotence de la réunion; 

(2 AfNA=AÀA idempotence de l'intersection ; 

(3) AUB=BUA commutativité de la réunion; 

(4 ANB=BfNA commutativité de l'intersec- 
tion ; 

(5) AU(BUC)=(AUB)UC associativité de la réunion; 

(6) ANn(BNC)=(4NB)NC associativité de l'intersection ; 


(7) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)  distributivité de la réunion 
relativement à l'intersection ; 


(8) AN(BUC) — (A NB)U(ANC) distributivité de l'intersection 
relativement à la réunion. 


Démonstration. Les quatre premières propriétés d’idem- 
potence et de commutativité se déduisent sans peine de la définition 
des opérations de réunion et d’intersection. Pour démontrer la pro- 
priété d’associativité (5) il suffit de noter que À U (B U C) est un 
ensemble d’éléments appartenant à l’ensemble À ou à l’ensemble B, 
ou à l’ensemble C, quant à l’ensemble (4 U B) UC, il est composé 
des mêmes éléments. De façon analogue se démontre la propriété (6). 

Démontrons la propriété (7). Soient 


D=AU(GBNC), E = (4 UB) A (A4 UC). 


I1 faut démontrer que les ensembles D et E sont égaux, c'est-à- 
dire : (a)siz ED,alorszéE; (b)sixéE, alors x € D. 
Soit z € À U(B NC). Deux cas se présentent : 


(a) EÀA et (a)rzEeBñfNC. 


Si (a) xEA UB et xE A UC; par conséquent, xEE. Si (a.) 
zEBetxrEC, de sorte que € A UBetrEA UC; par consé- 
quent, xéE. 

Supposons maintenant que zx € Æ, c’est-à-dire que x E (4 UB)h 
n (4 UC), alors 


zEAUB et zxEAUcC. 


De plus, sizé À, alors x EBetz EC, desortequezxzEeB NC; par 
conséquent, z € À U(B NC). Si par contre z € À, alors x E À 
U (B N C}, c'est-à-dire x € D. De (a) et (b) se déduit l'égalité (5). 

La propriété de distributivité (8) se démontre de façon analo- 
gue. 

Ensemble universel. Complémentaire d’un ensemble. Dans nombre 
d’applications de la théorie des ensembles on ne considère que les 
ensembles inclus dans un certain ensemble fixé. Par exemple, en 
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géométrie on a affaire à des ensembles de points d’un espace donné, 
en arithmétique élémentaire à des sous-ensembles d’ensemble de 
tous les entiers. 

Dans la suite de l'exposé les lettres À, B,. .. désigneront toujours 
les ensembles inclus dans un certain ensemble fixé qu’on appellera 
ensemble universel en le notant U. On considère donc que pour tout 
ensemble À on a À € U. Par conséquent, pour chaque ensemble À : 


4) AUU=U, ANU=A. 

Dérinirion. L'ensemble UXA est appelé complémentaire de 
l'ensemble À et est noté 4’ (ou 4). Le complémentaire U KA" de 
l’ensemble 4’ est noté A” (ou À). 

On voit sans peine que 
(2) AUdA'=U, AfNA"= g. 

PROPOSITION 1.4. Pour tout ensemble À 
{3) À” = À (loi d’involution). 

On laisse au lecteur le soin d’esquisser la démonstration. 

PropPosiTiON 1.5. Si A € B, alors B' & À’. 

Démonstration. Soit À € B. On doit démontrer que 
pour tout x de U si x € B°, on a x E A’. En effet, si x € B”, alors 
x € B. Compte tenu de la condition 4 € B, on conclut que x 6 À 
et xEC A’. O0 

TH£OREME 1.6. On a les identités suivantes: 


(4) (AU B) =4"N . (lois de de Morgan ‘appliquées aux 
(5) (AN B)'=A' U B' ensembles). o 

Démonstration. Montrons que pour tout x on a 
6) zE(AUB) —-rEeA" NB. 

De fait, x E (À U B)'siet seulement si zx 6 À U B.MaisxzéAU 
U B si et seulement si x 6 À et x 4 B, c'est-à-dire si x € A’etz E B' 
et, par suite, x € À’ MN B°. 

L'identité (5) se démontre de la façon suivante. En utilisant 
l'identité (4) et la loi d’involution, on obtient 

(4 UBY =A4"NB"=AN 2. 
Par conséquent, 

(A fN B)' — (4° U B')" — A U B, 
c'est-à-dire que l’identité (5) est vraie. [ 

Diagramme d’Euler-Venn. Pour la représentation graphique 
des ensembles et de leurs propriétés on utilise les diagrammes 


d' Euler appelés également diagrammes de Venn. 
Un ensemble est représenté par un cercle (ou par toute autre figure 
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fermée) sur un plan et est sensé constituer l’ensemble des points du 
cercle. Si l’on représente par des cercles les ensembles À et B, les 
ensembles À fN\ B et À |) B correspondront aux parties hachurées 


ÿ 
AnB 
A\B 
Fig. 1 Fig. 3 


(fig. 4 et 2). Les ensembles À KB et BA seront rendus respective- 
ment par les diagrammes des figures 3 et 4. La relation À € B est 


représentée sur la figure 5. 
@) 
AS B 


Fig. 4 Fig. 5 


L'ensemble universel U est figuré par l’ensemble des points d’un 
certain rectangle. Le complémentaire 4” de l’ensemble À jusqu’à U 


ANB"=A\B 


Fig. 6 Fig. 7 


est la partie hachurée du rectangle (fig. 6) se trouvant à l'extérieur 
du cercle-image de l’ensemble À. L'égalité AXKB = À N B° est 
illustrée sur la figure 7. 
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Exercices 
1. Démontrer les identités suivantes: 
(à AXB=A NB; 
(b) AX(ANB) = A NB; 
(c) B'U(AXB) = À UB; 
(d) BN(A B)= gg; 
(e)  AX(B UC) = (AB) NA (ANC); 
(  AXG NC) = (AXB) U (AXC)- 
Représenter ces identités au moyen des diagrammes d’Euler-Venn. 


2. Montrer par des exemples que les formules suivantes ne sont pas tou- 
jours vraies : 


(a) (4 UB)XB= À; (b) (AB) UB = À. 
3. Démontrer les affirmations suivantes: 


(a B<A—+(ANB) UB = À; 

b) AcBmANB—=A; 

() AB AUB—= À; 

(dd) ANB=S—+(A UB)XB = À; 

() AcB—+AXCE BC; 

NH AcB—AñhncecBnc; 

&g) AcB—+AUCCBUC; 

(h) B<AAC=AB—+A—=BUC; 
 AŒBABNC=S+AUCŒRBUC; 
OO ALB+ABÆG; 

(nm) BNC=SAANCEDG+ABE D; 
…) AcC—+AU(BNC)= (4 UB)NC. 


lllustrer ces affirmations au moyen des diagrammes d’Euler-Venn. 
4. Démontrer les équipotences suivantes: 


@) AUB=S=A=gAB=9; 

(b) AXB=A=B\XA=B: 

() AUB=AXBmB=G; 

(dd AB=ANB=A=g; 

() AUBCmACCABEC;:; 

(© CcANBmmCCA ACER; 

g) A<BUCmANBEC; 

(b) ANB=AUB=A—=RB; 

(i) AcBecC=m=ALB=Bñc. 

5. Soient À et B des ensembles finis. Démontrer que #7 (A NB) = n (4) + 
+ n(B)—n(4 NB), où nr (M) est le nombre d’éléments de l'ensemble M. 

6. Démontrer que l'ensemble composé de # éléments possède 27 sous- 
ensembles différents. 


7. Montrer que pour m << n l'ensemble composé de nr éléments possède 
n! 


————— sous-ensembles différents à m éléments (où m! = 1-2... m). 
(Rr—m)l(ml) - 
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8. Soient À (x) et B (x) des prédicats monadiques et U le domaine des 
valeurs spécifiées de la variable z. Démontrer qu'alors: 

{21 4 () VB (:)}= {1 4 G)} U {:1B (:)}; 

{21 4 @) AB()}= {14 G@)}N {18 (:)}; 

{21 74 G)}= UX{: 1 4 ()}= {21 4 ()}':; 

{&14(G)—8B(:)}= {21 4 G} U{zlB ()}; 

{21 4) B()}= ({:1 4 G)} NI B (G)}) U(&IAGOIN 
N{zl B (2)}. 


$ 2. Relations binaires 


Produit direct d’ensembles. Soient donnés des objets quelcon- 
ques a et b. Si ab, l’ensemble {a, b} est appelé couple non ordonné 
d'objets a et b. Notons qu’on a toujours {a, b} — {b, a}. 

Introduisons une nouvelle notion élémentaire, la notion de 
couple ordonné. Associons à deux objets a et b un nouveau 
objet constitué par leur couple ordonné (a, b). 

DÉFINITION. Les couples ordonnés’(a, b) et (c, d) sont dits égaux 
et l’on écrit (a, b) — (c, d) si et seulement si a = cet b —d 

En particulier, (a, b) — (b, a) si et seulement si a = b. 

Dans la suite on dira souvent « couple (a, b) » au lieu de « couple 
ordonné (a, b)». L'élément a est appelé premier élément du couple 
(a, b), tandis que b est le second élément du couple. 

DÉFINITION. On appelle produit direct des ensembles À et B l’en- 
semble de tous les couples ordonnés {r, y) tels que x € À et y € B. 
On note cet ensemble À X B. 

Donc, 


AXB={({“ y)|IrEA AyEeBji. 

Exemple. Soient À = {0, 1, 2} et B = {3, 5}. On a alors 

A X B=%{(0,3), (0,5), (1,3), (1,5), (2,3), (2,5)}; 

BX A—#{4(43,0), 45,0), (3,1), (5,1), (3,2), (5,3)}; 

A X A = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,1), 1,0), (1,2), 
(2, 0), (2, 1), (2, 2)}; 

BX B—={(63,3), (3,5), (5,5), (5,3)}. 


La notion généralisée de couple ordonné est la notion de cor- 


tège (jeu ordonné) de » objets. Le cortège de n objets a,,..., ah 
est noté (ay, . .., dan). 
DEFINITION. Deux cortèges (a, ..., a,) et (b,, ..., b,) sont 


dits égaux et l’on écrit (a,,..., an) — (b1,..., b,) si et seulement 
Si 4 = D, ..., An = b,. 

Les cortèges de trois objets sont également appelés triplets ordon- 
nés. On appelle produit direct de trois ensembles À, B et C l’ensemble 
de tous les triplets ordonnés (x, y, z) tels quez EA,yEBetzec. 


46 ENSEMBLES ET RELATIONS (CH. Il 


Cet ensemble est noté À X B X C; donc, 
AXBXC={(:, y, 2) ]xEA, yEB,zEcC)}. 


Soient À un ensemble non vide et x un entier positif. On note 
A” l’ensemble des cortèges (x,,...,z,) d'éléments de À, c’est-à-dire, 


AT = {(mn,...,, Mm)|m EÀA,..., 2 CA) 


On admettra de même que A1 — À. L'ensemble 4” est appelé 

n-uple produit direct de l’ensemble À ou puissance n-ième de l’en- 

semble À. En particulier, 4° — À X À et A5 — À X À X À. 
DÉFINITION. On appelle produit direct de nr ensembles 4,, . .., 4, 


l’ensemble des cortèges de longueur nr (x,, ..., z,) tels que z, € 
€ À;, .. .) Tn € An. 
Le produit direct des ensembles À,, ..., À, est noté par le 


symbole À, X 4: X ... X A,; donc, 
Ai Rare NX = (ss LI Éd, DEAR 


Relations binaires. C’est une des notions essentielles de la théo- 
rie des ensembles. 

DEFINITION. On appelle relation binaire tout ensemble de couples 
ordonnés. 

I1 s'ensuit de la définition qu’un sous-ensemble quelconque du 
produit direct de deux ensembles est une relation binaire. 

Si À est une relation binaire et (x, y) ER, on dit que zx et y 
sont liés par la relation R ou bien que l’élément x est en relation R 
avec y ou encore que pour x et y est remplie la relation R. Au lieu 
de (x, y) € R on utilise souvent une notation plus simple: 


TRY, 


employée également pour noter l’affirmation « les éléments x et y 
sont liés par la relation R ». 

DÉFINITION. L'ensemble des premiers éléments des couples de R 
est appelé domaine (ensemble) de définition de la relation R et est 
noté Dom R: 


Dom R = {x|3y((x, y)ER)}. 


L'ensemble des seconds éléments des couples de R est appelé domaine 
de valeurs de la relation R et est noté Im R: 


Im R = {yl3zx((x, y) ER)}. 


DÉFINITION. L'ensemble Dom RÀ |J Im R est appelé domaine de 
la relation R. 
On voit sans peine que 


R € Dom R X Im À. 
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Si RE À X B, on dit que R est la relation entre les éléments des 
ensembles À et B ou que R est défini sur un couple d'ensembles À et B. 
SiAcCetBCD,onaReC XD, c’est-à-dire que R est égale- 
ment la relation entre les éléments des ensembles C et D. Si R& 
€ À X B, alors DomRC À et ImR< B. Chaque relation R 
est ainsi une relation entre les éléments des ensembles Dom R et 
Im À. 

DÉFINITION. Si RE À X À, on dit que R est une relation binaire 
sur l’ensemble À. 

Il est clair que chaque relation binaire R est une relation sur le 
domaine de la relation À. 

DEFINITION. Les relations binaires R et S sont dites égales si et 
seulement si (x, y) ES pour tous x, y (x, y) ER, c'est-à-dire si À 
et S sont égaux en tant qu’ensembles. 

DEFINITION. Soient R et S des relations binaires. L'ensemble de 
tous les couples (x, y) tels que pour un certain z (x,z) ESet (,y) ER 
est appelé composition (ou superposition) des relations S et R et est 
noté RoS 

Par définition, on a 


Ro S = {{x, y) | 3z (xSz A\ zRy)}. 


Exemple. Si S — {{1, 2), (2, 4), (3, 6)}, R = {(1, 3), 
(2, 6), (3, 9). (4, 12)}, alors Ro CE { (1, 6), (2, 12)}. 

DÉFINITION. On appelle inversion de la relation binaire R l’en- 
semble de tous les couples ordonnés (x, y) tels que (y, x) € R. 

L’inversion de la relation R est notée R. Donc, par définition, 


= {(x, y) | (y, x) ER}. 


Exemple. Si R—= 4{(2, 5), (8, 15), (4, 1)}, alors R7 — 
= {(5, 2), (5, 8), A, 4)}. 
PROPOSITION 2.1. Si R est une relation binaire quelconque, on a 


(a) Dom(R”")=ImR, (b)Im(R”")=DomAR, (c) (R") > =R, 


c’est-à-dire que si R7 est une inversion de À, réciproquement, R 
est l’inversion de RT. 

Cette proposition se déduit directement de la définition de l'in- 
version À” de la relation À. 

DÉFINITION. La relation R est dite restriction de la relation S, 
et S extension de R,si RES. 

DÉFINITION. La relation binaire À est appelée restriction de la 
relation S par l'ensemble À, si R — (4 X À) fN\ S. 

Si la relation binaire R est une restriction de la relation $ par 
l’ensemble À, R est réciproquement la restriction de S et Dom R & À. 

THÉOREME 2.2. La composition des relations est] douée de la pro- 
priété d'associativité, c'est-à-dire pour toutes relations binaires R, S, 
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T on a: 

{) (RoS)oTi=Ro(SoT). 
Démonstration. Pour tous zetyona 
Zz(Ro S)o Ty <> 3 (xTz /\ R o Sy) 

++ 3236 (zTz A\ zSt /\ tRy) 
++ 332 (xTz N\ zSt /\ tRy) 
<—+ 31 (32 (xTz A\ zSt) A\ tRy] 
<> JA[xS © Tt À tRyl 

++ zRo(SoT)y. 


Par conséquent, l'égalité (1) est vraie pour toutes relations binaires 
BR, SeT. 0 
THEOREME 2.3. Pour toutes relations binaires R et S (R © S)7 = 
= $7 0 RT. 
Démonstration. Pour tous z et yon a 
z(RoS) y—yRo Sr 
++ 3z (ySz /\ zRz) 
— 3z (zRTz /\ zST y) 
++ zST o RTy. 


Par conséquent, (R © S)” = S7 o R pour toutes relations binaires 
RetS.{O 

Relations n-aires. La notion généralisée de la relation binaire 
est la notion de relation n-aire. 

DEFINITION. On appelle relation n-aire (n => 1) tout ensemble des 
cortèges de longueur n# (c’est-à-dire un ensemble quelconque de jeux 
ordonnés de x objets). 

Donc une relation n-aire est un sous-ensemble quelconque d'un 
produit direct de z7 ensembles. 

Une relation à deux places est également appelée relation binaire, 
et une relation à trois places relation ternaire. La relation ternaire 
est constituée par tout ensemble de triplets ordonnés, c’est-à-dire 
tout sous-ensemble du produit direct de trois ensembles. 

DEFINITION. Soit A” la n-ième puissance d’un ensemble non vide 
A, n > 1. Tout sous-ensemble de l’ensemble A” est appelé relation 
n-aire sur l'ensemble À, et le nombre nr le rang de la relation. 

En particulier, tout sous-ensemble de l’ensemble À est une rela- 
tion à une place (singulaire) sur À : une relation à trois places (ter- 
naire) sur À est constituée par tout sous-ensemble de l’ensemble A5, 
c’est-à-dire tout ensemble de triplets ordonnés d'éléments de l’en- 
semble À. 
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Soit À (x;, .... z,) un prédicat n-aire quelconque à variables 
libres x,, . .., z,. On peut lui associer une relation n#-aire 


R= anses 20 AG esss 


La relation R est appelée graphe du prédicat À (x;. ..., x,). 

Représentation des relations binaires par des graphes. On appelle 
graphe une figure plane composée d’un nombre fini de points (des 
sommets du graphe) et de lignes joignant certains sommets. Une 
ligne joignant deux sommets quelconques du graphe est appelée arête 
du graphe. Les lignes peuvent être droites ou courbes. Les points 
d'intersection de certaines arêtes du graphe peuvent ne pas constituer 
des sommets de ce dernier. Le graphe indiquant par des flèches la 
direction de ses arêtes est appelé graphe orienté. 

Il existe un procédé fort simple de représentation par des graphes 
orientés des relations binaires sur des ensembles finis. Soient À 
un ensemble fini non vide et R la relation binaire sur À, c’est-à-dire 
R< A X A. Représentons les éléments de l’ensemble À par des 
points sur un plan. A chaque couple (a, b) de R pour a = b associons 
une arête orientée (fig. 8) dirigée du point a vers le point b. Au couple 
(a, a) de R associons un lacet (fig. 9) avec un sens fixé de mouvement 
(par exemple, toujours dans le sens inverse des aiguilles d’une mon- 
tre). Ainsi, à une relation binaire R est associée la figure géométrique 
suivante : des points du plan représentant les éléments de l’ensemble 
Dom R1{J Im R et des arêtes orientées, c'est-à-dire qu'à chaque 
couple (a, b) de R on fait correspondre une arête orientée, dirigée 
du point a vers le point b, ou un lacet, si «à = b. Cette figure géomé- 
trique porte le nom de graphe orienté de la relation R ou. tout simple- 
ment, graphe de la relation R. 


Fig. 10 Fig. 11 


Si la relation R comprend le couple (a, b) et le couple (b, a), 
le graphe de la relation R possède alors deux arêtes de sommets a et b 


4—01762 
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de sens opposés. Dans ce cas les deux arêtes sont remplacées par une 
seule munie de deux flèches (fig. 10). 

L'’arête à deux flèches est dite non orientée. 

Chaque relation binaire sur un ensemble fini peut être représentée 
par un graphe orienté. Inversement, chaque graphe orienté est la 
représentation d'une relation binaire sur l'ensemble de ses sommets. 

Exemple. La figure 11 représente le graphe de la relation 


= {(a, b), (b, c}, (d, d), (e, a), (e, e)}. 


Exercices 


1. Montrer que pour tous éléments a, b, c, ad (pas nent Se 
{a, b} = {c, d} si et seulement si a= cet b=doua— 

2. Montrer que pour tous éléments a, b, c, d {{a}, {a, STE = {th {c, d}} 
si et nes si a=cet b= d. 

Remarque. En vertu de ce fait, le couple ordonné (a, b) . souvent 

défini en théorie des ensembles en tant que l’ensemble {{a}, {a, b 

3. Montrer que ((a, b}, c) = ((d, e}, f) si et seulement sia=d,bh=e, 
C—= 


4. Démontrer que pour tous ensembles 4, B, C, D: 
(a) Dom(4 X B) = 4; 

(b) Im(4 X B) = 

() (4 NB X(CND)=(4XC)N(8 X D); 
(d) (A4NBXC=(4XCN(BX C); 

(e) 4X(BNC)= (4 X B) N(A X C); 

D (BUCXA=(BX A)U(CX À); 

&g) (AXB=G)æ=(4—=SVB= CG); 

(h) (AXNB X C= (4 X C)X(B X C). 


5. Montrer par des exemples que les égalités ci-dessous sont vraies pour 
tous ensembles 4, B et C: 


(2 AXB=BX A; 
(b) A4AX(BXC)=(4XB)X C. 

6. Démontrer que pour toutes relations binaires R, S, T on a: 
(à) (Dom(R)= 3)m(R=G)æ(Im(R) = ); 

(b) Dom(R—) = Im (R); 

(c) Im(RT) = Dom (RAT); 

(d) (R—)—=R; 

(@) (Ro°oS) = ST RT; 

() Dom(RoeS)e DomS; 

(&) Im(RoS)=ImR. 


7. Montrer par un exemple qu’une composition de relations binaires n'est 
pas commutative. 
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8. Chercher Dom(R), Im(R), R=-,R°oR, R:RT—, R—0coR pour les 
relations suivantes: 

(a) = {(r, y)|z, yEN et zx divise y}; 

(b) R={(r, y)lr, yvEN et y divise x}; 

{c) R={{r, y)lr, yEQ et r+y<U}, où Q est l'ensemble de 


tous les nombres rationnels ; 
(d) R= {(x, y)lr, yEQ et 2r < 3y}. 


S 3. Fonctions 


Notion de fonction (d'application). Une des notions essentielles 
des mathématiques est la notion de fonction. 

DEFINITION. On appelle fonction (application) la relation binaire 
{ si pour tous zx, y, z il s'ensuit de (r. y) Efet (x, z) € f que y = z 

Autrement dit, la relation f est appelée fonction si pour tout z 
du domaine de définition de la relation f il existe un y unique tel 
que (x, y) E f. Cet élément unique y est noté f (x) et appelé valeur 
de la fonction f pour |’ argument x. Si (x. y) € f on se sert de la nota- 
tion usuelle y = f (x), ainsi que de la notation 


J:xz— y. 

On appelle domaine de définition de la fonction f l'ensemble 
Dom f = {x | 3y ((r, y)E f)}. 

On appelle domaine des valeurs de la fonction f l’ensemble 
Im f = {y | 3z (x, y) Ef)}. 


Deux fonctions f et g sont dites égales (on écrit f = g)sifet g 
sont égaux en tant qu’ensembles, c'est-à-dire pour tous x, y (x, y)E€f 
si et seulement si (x. y) € g. Par conséquent, les fonctions f et g 
sont égales si et seulement si Dom f — Dom £g et f (x) = g (x) pour 
chaque r de Dom f/. 

Les fonctions sont également appelées applications. Si la fonction 
f est donnée sur le couple d’ensembles À et B, c'est-à-dire si f € 
€ À * B. on dit que f est l'application de À dans B. Si de plus 
A = DomfetimfcB, on dit que f est l'application de l’ensemble 
A dans B et l’on note 


f:.A—B ou A—B. 
j 


Si À = Dom} et B = Im j. on dit que jÿ est l'application de 
l'ensemble À sur B. 

L'ensemble de toutes les applications de À dans B est désigné 
par le symbole B4. 

On appelle image de l’ensemble C par application f l'ensemble 


f(C)={G@Iizec}. 


és 
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On montre sans peine que pour tout ensemble C et toute appli- 
cation f 


f(C)=7f(CN Dom f). 
L'image anticipée de l’ensemble \1 par application f est l’ensemble 
f7 (M) = {x E Dom |f (x) € M}, 


c'est-à-dire l'ensemble de tous les éléments x du domaine de défi- 
nition de la fonction f pour lesquels f (x) € M. On vérifie sans peine 
que pour un ensemble quelconque Af et une application quelconque f, 
il vient 


FO) = MN In f). 


On a vu qu'une relation binaire peut être donnée sous forme de 
graphe d’une condition à deux places (d’un prédicat). Une fonction 
peut également être donnée par une condition à deux places. Soit 
À (zx, y) la condition à deux places imposée à zet y, telle qu'il n’existe 
pas deux couples ordonnés satisfaisant à cette condition qui auraient 
des premiers éléments identiques et des seconds différents. Dans ce 
cas le graphe de la condition A(x, y). c'est-à-dire l’ensemble 
{ (x, y) | À (x, y)}, est une fonction. 

C'est ainsi, par exemple, que la fonction définie par la condition 
z° — y —= 1 sur l’ensemble Z des entiers peut être présentée comme 
l'ensemble | 


f= {(&, y)lzx, yezZ et x —y—=1}, 
ou par 

f—= {(x, y)lz, yEZ et y—=x" — 1}, 
ou encore sous la forme suivante: 

f= {{x, x*—1)]x, yez}. 


La fonction dont le domaine de définition est composé de couples 
ordonnés est appelée fonction de deux variables. La fonction dont le 
domaine de définition est composé de triplets ordonnés est appelée 
fonction de trois variables. Si f est une fonction de deux variables on 
écrit alors habituellement f (x, y) au lieu de f ({x, y}). Si f est une 
fonction de trois variables on écrit f (x. y, z) à la place de f ((x, y, z)). 

Dans le cas général la fonction dont le domaine de définition 
est composé de cortèges de longueur nr est appelée fonction de n 
variables. Si f est une fonction de nr variables au lieu de f ((x,,...,xh)) 
on écrit f (x, . . ., Th). 

Composition des fonctions. Etudions les propriétés de la compo- 
sition des fonctions. Sous composition des fonctions on comprend 
ici la composition des relations. 
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THÉOREME 3.1. Soient f et g des fonctions. Leur composition f + g 
est alors également une fonction, telle que 


(4) Domfeg= {z]|£ (x) € Dom}; 
(2) (eg) (x) = f (g (x)) pour chaque x € Dom (f © g); 
(3) fog— {(x, j (g (x))) | g (x) € Dom f}. 


Démonstration. Par définition, la composition des 
relations binaires f + g est un ensemble de tous les couples (x, y), 
tels que pour un certain z sont simultanément satisfaits (x, 2€ g 
et (z, y) E f, c'est-à-dire que 

fog—= {(x, y) 13z:((x, 2€ g À (z y EP}. 


Comme g est une fonction, (x, 3) € g signifie que x € Dom g et 
z = g (x). Puisque f est une fonction, l'inclusion (z, y) € f signifie 
que 

z:=g(x)EDom}f et y=}f(z) = jf (g (x). 


Par conséquent, 


fog= {x y)|(g(x), y)Ef}; 

(x, y)Efog—y = (8) À (g (x) € Dom f); 

fog— {{x, j (g (x))) | g (x) € Dom f}. 
Donc, fe. gest une fonction qui satisfait les égalités (1), (2), (3). CO 

COROLLAIRE 3.2. Soient f, g des fonctions quelconques; on a 

(a) Dom (fc g) € Dom g, Im (fo g) € Im }; 

(b) si Imgc Dom f, alors Dom (f oc g) = Dom g; 

(c) si Im g — Dom j, alors Dom (f ° g) = 

= Domg et Im(fo g) = Im j. 

THÉOREME 3.3. Si g est une application de l’ensemble À dans B et 
f une application de l'ensemble B dans C, alors f + g est une application 
de l’ensemble À dans C. 

Démonstration. Par hypothèse, Im g € Dom f = B. 
Selon le corollaire 3.2, il s'ensuit que 

Dom f e g — Dom g = 4, ImfogecImfcec. 


Par conséquent, f + g est une application de l'ensemble À dans C. O 
THÉOREME 3.4. Si g est une application de l’ensemble À sur B et 
f une application de l'ensemble B sur C, f + g est alors une application 
de l'ensemble A sur C. : 
Ce théorème découle directement du théorème 3.3 et du corol- 
aire 3.2. 
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THÉOREME 3.5. La composition des fonctions est associative. c'est-à- 
dire fo(goh) = (fo g)oh pour toutes fonctions f, g et h. 

Le théorème 3.5 découle directement du théorème 2.2. 

DÉFINITION . L'application à, de l’ensemble À sur lui-même, telle 
que i4 (x) = x pour chaque x de À est dite application identique 
(ou unitaire) de l’ensemble À sur lui-même. 

THÉOREME 3.6. Soit f l'application de l'ensemble À sur B. Alors 
fof7 = ig. 

Démonstration. L'inversion f— de la fonction f est une 
relation binaire, telle que 


Î = {(y, x) | (x, y)e jf}. 
Par définition de la composition des relations 
4) of = {{y, 2) [3x (y, x) ET À (x. 2 Ef). 
De (y,x)E fret (x. 2)E f, il vient 
(2) (z y)Ef et (x, 2€ f. 
Comme f est une fonction, de (2) s'ensuit l'égalité y = z. Donc (1) 
peut s’écrire sous la forme 
foi = {4Yy, y) 3x (U&, y) EP}. 
D'où, puisque f est l'application de À sur B, 
for = {y, y) 1yEB}. 
Par conséquent, fof = ip. 
THÉOREME 3.7. Soient f. g. h les fonctions satisfaisant à la con- 
dition 
(1) Dom g — Dom Im f. 


Alors, si gof—hof, on a g = k. 
Démonstration. Supposons que 


(2) gof—=hol. 


En vertu de (1) pour tout y de Dom g il se trouvera un élément x, 
tel que y = f (x). D'où, en vertu de (2), il s'ensuit que 


8 QG) = 8 @) = k GG) = k G), 


c'est-à-dire que g (y) = h (y) pour tout y de Dom g. En outre, en 
vertu de (1) Dom g — Dom h. Donc g = h. O 
Fonctions injectives. Parmi les fonctions étudiées en mathéma- 
tiques un rôle important revient aux fonctions injectives. 
DEriniTion. La fonction f est dite injective si pour tous zx, y 
(extraits de Dom f) il s'ensuit de la condition f (x) = f (y) que 
Z = y. 
En d’autres termes, la fonction f est injective si pour tous x, y, z 
du fait que (x, 2)E f et (y. 5) E f il découle que x = y. 
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En vertu de la loi de contraposition il s'ensuit de la définition 
que la fonction f est injective si et seulement si pour x, y quelconques, 
la fonction f prend des valeurs différentes au cas où x Æ y, f (x) 
= f (y). autrement dit, pour des arguments différents. 

DEFINITION. Une application injective d'un ensemble non vide À 
sur lui-même est appelée permutation de l'ensemble À ou transfor- 
mation de l'ensemble À. 

En particulier. une application identique ou unitaire ëi, de 
l'ensemble A sur lui-même est une permutation, c’est-à-dire une 
application telle que i4 (x) — x pour chaque x de À. 

PROPOSITION 3.8. Si f est une application de l'ensemble A dans 
l'ensemble B, on a foia =f, ipof =f. Q 

THÉOREME 3.9. La composition de deux fonctions injectives quel- 
conques est une fonction injective. 

Démonstration. Soient f et g des fonctions injectives. 
En vertu de l'application injective f pour tous x, y, si f (g (x)) — 
= f (g(y))}, on a g(x) — g (y). Ensuite. en vertu de l’application 
injective g pour tous x, y, quand g (x) = g (y). on a x = y. Donc, 
pour x. y quelconques, si f (g (x)) = f (g (y)). on a x = y. Par con- 
séquent, pour tous x, y quand (fo g) (x) = (fo £g) (y), on a x = y. 
La fonction f + g est donc injective. O 

COROLLAIRE 3.10. Üne composition de deux permutations quelconques 
de l'ensemble À est une permutation de l’ensemble À. 

Ce corollaire découle directement des théorèmes 3.4 et 3.9. 

Soit f une fonction. L'inversion f— = {{x, y) | (y, x) E f} de la 
fonction f peut ne pas être une fonction. Ainsi. par exemple, si est 
donnée une fonction f — {{x, x*) |x € Z}, où Z est l'ensemble de 
tous les entiers, la relation f— = {(x?, zx) |x E Z} n'est pas une 
fonction, car elle ne contient pas de couples (1, 1) et (1. —1) à 
éléments premiers identiques et éléments seconds différents. 

Cependant pour une fonction g = {{r, 2r) |r EN}, où N est 
l'ensemble de tous les entiers non négatifs, l'inversion g — 
= {(2r, x) |r EN} est une fonction. 

PropostTiON 3.11. Si f et g sont des fonctions, on a 


(a) Dom f— = Im f; (c) (A) = f; 
(b) Im f = Dom }; (d) og) =gofTr. 


Cette proposition se déduit directement de la proposition 2.1 
et du théorème 2.3. 

COROLLAIRE 3.12. Si f est une application de l'ensemble À sur B 
et f une fonction, f est une application de l’ensemble B sur À. 

THÉOREME 3.13. L'inversion f de la fonction f est une fonction 
si et seulement si la fonction f est injective. 

Démonstration. La relation f— est une fonction si et 
seulement si pour tous x, y. z on a x = y au cas où (2. x) Ef— et 
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(z, y) E f—. Cette condition est équivalente à la condition stipulant 
que la fonction f est injective: 

pour tous x, y, zsi (x, z2)E fet (y, 2) € f, on a x = y. Par consé- 
quent, la relation f— est une fonction si et seulement si la fonction f 
est injective. [] 

COROLLAIRE 3.14. Si f est une fonction injective, f— l'est aussi. En 
outre, Si f est une application injective de A sur B, f est alors une 
application injective de B sur À 
: THÉOREME 3.15. Soient f, g, h des fonctions satisfaisant aux con- 

étions : | 


(4) jJog—=foh; 
(2) Dom g = Domk, ImgcDomf, Imkce Dom f. 


Dans ce cas si la fonction f est injective, on a g = k. 
Démonstration. Supposons que la fonction f est injective. 
En vertu des conditions (1) et (2). on a 


f (g (x)) = f (Rk (x)) pour tout x de Dom £. 


En raison de l'application injective f on a g (x) = À (x) pour tout z 
de Dom g. De plus, selon (2) Dom g = Dom k. Donc, g=kh. O 
Fonctions inversibles. Soit f l'application de l’ensemble À sur B. 
DÉFINITION. La fonction œ est appelée inverse à gauche de la 
fonction f si o est l'application de B sur À et si @ oc f = i,. La fonc- 
tion possédant une inverse à gauche est dite inversible à gauche. 

DÉFINITION. La fonction h est appelée inverse à droite de la fonc- 
tion f si » est l’application de B sur À et sifohk — ig. La fonction 
possédant une inverse à droite est dite inversible à droite. 

DÉFINITION. La fonction g est dite inverse de la fonction j si 
gest l'application de B sur A,gof —i,etfog—iñ. La fonction 
possédant une inverse est dite inversible. La fonction inverse de la 
fonction f est désignée par le symbole f-!. 

Il découle de ces définitions: a) si @ est la fonction inverse à 
gauche de f, la fonction f est alors l'inverse à droite de @; b)sih 
est la fonction inverse à droite de f, la fonction f est alors l'inverse à 
gauche de k; c) si la fonction g est l'inverse de ÿ, la fonction } est 
alors l'inverse de g; dans ce cas les fonctions f et g sont dites mutuel- 
lement inverses. 

TH£OREME 3.16. Si f est l'application injective de l’ensemble À 
sur B, on a alors fé of—=ina, fof = ig. 

Démonstration. Soit f l'application injective de l’ensem- 
ble À sur B. Alors, selon le théorème 3.13, la relation f— est aussi 
une fonction, pour tous x, y la condition 


(A4) fr GY)=zx 
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étant équivalente à 

2) f(x) = y. 

En vertu de (2) et (1) pour tout zx de À, il vient 
fa) =z et (opt) =z, 


soit f- of = i,. Ensuite, en vertu de (1) et (2) pour tout y de B, 
on à 


JT) =y et Gef7) y) = y, 
soit fof = ip. 


O0 
COROLLAIRE ‘3. 17. Si f est une application injective de l'ensemble A 
sur B, f est une fonction inversible, la fonction f— est l'inverse de f. 
CoROLLAIRE 3.18. Si fest une permutation de l'ensemble À, f ° f — 
= la etfof = ina 
Tuesontme 3.19. Soit jf une application de l'ensemble À sur B 
inversible à gauche. Toute fonction inverse à gauche de f coïncide avec jf 
et est également une inverse à droite de f qui est inversible. 
Démonstration. Soit p: B —+ À est une fonction inverse 
à gauche de f, c'est-à-dire 
(1) (9) ° Î = LA. 
Suivant le théorème 3.6 et la proposition 3.8, il vient 
2) fof = is; iaof =f, Pois =. 
En vertu de (2) et (1), 
p=poigs=pofof)=(pofof = isef = fr, 
donc, @ = f-. En outre, fop—fof" — ip, la fonction ç est 
également une inverse à droite de f et, par suite. f est inversible. C 
TH£ÉOREME 3.20. Soit f l'application de l'ensemble À sur B inversible 
à droite. Toute fonction inverse à droite de f coïncide avec f et est 
également une inverse à gauche de f qui est inversible. 
Démonstration. Soit k: B —+ À est la fonction inverse 
à droite de f, c'est-à-dire 
(4) foh=is. 
Suivant le théorème 3.6 et la proposition 3.8, on a 
(2) hoh— —=i,, ipoh=h 
En vertu de (2) et (1), il vient 
f=foia =fo(thoh)=(foh)ohT = ipohT = hr. 
Selon le théorème 2.1 de f = k" s'ensuit kÀ = f—. De plus. k o f — 


= f— of — i,. c'est-à-dire que la fonction À est également une 
inverse à gauche de f et. partant, f est inversible. [ 
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THÉOREME 3.21. Les propriétés suivantes de la fonction f sont 
équipotentes : 


(a)  l'inversion f de la fonction f est une fonction; 
(b) La fonction f est injective; 

(c) la fonction f est inversible à droite; 

(d) la fonction f est inversible à gauche; 

(e) La fonction f est inversible; 


(g) toutes les fonctions inverses de f (à gauche, à droite, bilate- 
res) existent et coïncident avec f—. 


Démonstration. Selon le théorème 3.13. les propriétés 
(a) et (b) sont équipotentes. 

Si f est une application injective de À sur B, alors selon le théorè- 
me 3.14 f— est une application de B sur A etf of = iy, la fonction 
f est inversible à droite. Par conséquent, de (b) se déduit (c). 

Si la fonction f est inversible à droite. alors, selon le théorème 
3.20, elle est également inversible à gauche. Donc. de (c) s'ensuit (d). 
Si la fonction / est inversible à gauche, alors en vertu du théorème 
3.19, la fonction f est inversible. Par conséquent. de (d) découle (e). 

Supposons que la fonction f est inversible. Elle est alors inver- 
sible à gauche et à droite. Selon les théorèmes 3.19 et 3.20. toutes les 
fonctions inverses de f coïncident avec f—. 

Si la condition (g) est satisfaite, l'inversion f de la fonction f 
est une fonction. Donc. de (g) s'ensuit (a). 

Par conséquent. les propriétés (a), (b}), (c). (d), (e), (g) sont 
équipotentes. [] 

THÉ£OREME 3.22. Si Les fonctions f et g sont inversibles, la fonction 
f < g l'est également et (f ° g)7! — g-'o fr", 

Démonstration. Soient f et g des fonctions inversibles. 
Leurs inverses f et g sont alors des fonctions et 


(1) Î— —. f g = 7. 
Selon le théorème 2.3, il vient 
2) og) =gTof.. 


Comme g— et f— sont des fonctions, leur composition g © f— est 
une fonction; donc, en vertu de (2), (f ° g) est une fonction. Aussi 
la fonction f ° g est-elle inversible et on a: 


(3) GFog = (eg). 
Sur la base des égalités (1), (2), (3) on conclut que la fonction f ° g 
est inversible et (fe g)-! = g-'of-l, Q 


Restriction d’une fonction. Un cas particulier de restriction 
d'une relation binaire est la restriction d’une fonction. 
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DEFINITION. La fonction g est dite restriction (ou striction) de la 
fonction f si g€Cf. Sig fon dit également que f est l'extension 
(ou prolongement) de la fonction g. 

DEFINITION. La fonction g est appelée restriction de la fonction f 
par l'ensemble À (ou striction de la fonction f à l'ensemble A)sigcf 
et Dom g — A. | 

La restriction de la fonction f à l'ensemble À est notée f, ou f | À. 

ProPosiTioN 3.23. Si À € Dom f, la fonction f « i, est alors une 
restriction de la fonction f à l'ensemble À, c'est-à-dire f4 = fo is. 

Cette proposition découle directement de la définition de la 
fonction f. 

THÉOREME 3.24. La fonction g est une restriction de la fonction f 
si et seulement si Dom g € Dom f et g (x) = f (x) pour tout x extrait 
de Dom £. 

Démonstration. Supposons que g € f. Alors. Dom ge 
€ Dom jf et pour tout x € Dom g de (x. y) E g s'ensuit (r. y) € f, 
et, par conséquent. g (x) = f-(x). 

Admettons maintenant que Dom g € Domf et g(r) = f (x) 
pour tout x € Dom g. Alors. pour tous x. y de (x, y) € g, c'est-à-dire 
de y = g (r), il s'ensuit que y — f(x) et (x, y) E f. donc, gC f. O 


Exercices 


1. Parmi les relations suivantes lesquelles sont des fonctions? Indiquer 
leurs domaines de définition et leurs domaines des valeurs: 


(a)  {(x y)lz, yEeN et y= 5}; 

(b) {(r, y)lr, yEeN et z<y<r+i}; 
(c) {(r, y)lz yEZ et D 2}: 

(d) {(r, y)lr, yEeN et x divise y}; 

(@) {fr px yez et  y—=]z|}; 

(OO {( y)lr yezZ et rx = y}. 


Ici et plus loin Z est l’ensemble de tous les entiers, N l’ensemble de tous les 
entiers non négatifs. 

2. Soit À = {0, 1} un ensemble à deux éléments. Rechercher toutes les 
applications de l’ensemble À sur lui-même et indiquer celles qui sont injectives. 

3. Rechercher toutes les applications de l’ensemble À = {0, 1, 2} sur 
l’ensemble B = {0, 1}. 

4. Démontrer que pour chaque fonction f et un ensemble quelconque À 
f (4) = G si et seulement si 4 N Dom f = g. 

5. Démontrer que si f est une application de l’ensemble À sur À telle que 
fof=fj,onaf=i,. 

6. Démontrer que si f est une fonction et À et B des ensembles, alors 
f(A4NB)<=f(4) N/(B). Montrer à l’aide d'exemples que l'égalité / (4 N B) = 
= f (4) Nf(B) peut ne pas avoir lieu. 

7. Soit RC À X B. Démontrer que R est l'application -de l’ensemble A 
dans B si et seulement si ReR— CipetiaCRT0R. 
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8. Démontrer que chacune des fonctions suivantes possède une inverse. 
Chercher le domaine de définition de la fonction inverse: 


(a) f—= {(r, y)Ir, yEeN et y=2z +1}; 
(D) f—={(r, n)|nEeN}; 
{c) f—= {(r, y)lr yeN et y= n#). 


9. Pour tous ensembles A, B et C démontrer qu'il existe: 

(a) une application injective de l’ensemble À X B sur B X 4; 

(b) une application injective de l’ensemble (4 X B) X C sur 4 X (B X C). 

10. Soit f une application de l’ensemble À dans 4. Démontrer que si 
fofof = iA4, f est une application injective de l’ensemble 4 sur À. 

11. Soit f une application de l’ensemble À dans B. Montrer quesiC, DE B 
et CND = S, alors f— (4) Nf— (B) = g. 

12. Démontrer que pour toute fonction f sont satisfaites les relations: 


(a) fr (A UB)= jf (4) Uf— (B); 

b) f-(A4NB)=/fr(4)n/fTr (8); 

(c) f— ANB)= j— ANT (B); 

d) 4AcB—+f(4)cfr(B). 

13. Démontrer que si 4 € Dom et B € Im f, on a alors 


(à) 4€fT((4)); (b) f({— (8) = 28. 


14. Démontrer que f(4A)X{(B) = f(AXB) pour chaque fonction f et 
tous ensembles 4 et B. Si / est une fonction injective, on a f (4) \f (B) = 
= f (AN B) pour tous ensembles 4 et B. 

15. Soient / une application de l’ensemble À dans B et g une application 
de l’ensemble B dans C. Démontrer que: 

(a) si l'application g c f est injective, f l’est également ; (b) si g « f est une 
application de 4 sur C’, g est une application de B sur C. 

16. Démontrer que l'application f : À —+ B est une application injective 
de l'ensemble À sur B si et seulement s'il existe une application g : B — À 
telle que gef—=i, et fog—= ip. 

17. Démontrer que la relation binaire R € À X B est une application 
injective de l'ensemble À sur B siet seulementsiRoR—=ipetRToR=i,. 

18. Démontrer que la fonction f satisfait à la condition f(4 NB) = 
= f(4) Nf(B) pour tous ensembles A et B si et seulement si la fonction f 
est injective. 

19. Soient 4 et B des ensembles finis composés de m et nr éléments res- 
pectivement, avec m < n. Démontrer qu'il existe nr (n — 1) ...(n — m<+ 1) 
applications injectives de l’ensemble À dans B. 

20. Soient À et B des ensembles finis composés de m et n éléments res- 
pectivement. 

(a) pour quels m et nr existe-t-il des applications injectives de l'ensemble 
A dans B? 

(b) Combien y a-t-il d'applications de l’ensemble 4 dans B? 

(c) Combien a-t-on de relations binaires entre les éléments des ensembles 
A et B? 
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Quelques types de relations binaires. D'après certaines proprié- 
tés importantes on divise les relations binaires en types. 

DÉFINITION. La relation binaire R sur l'ensemble À est réflexive 
sur À si pour chaque x de À, on a xRx. - 
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La relation À est réflexive sur À si et seulement si i, € R, où 
ia = {(r, x) |x E A}. Si la relation R est réflexive, alors chaque 
sommet de son graphe est en lacet. Inversement : un graphe dont 
chaque sommet a un lacet représente une certaine relation réflexive. 

En guise d'exemples de relations réflexives on peut indiquer la 
relation de parallélisme sur un ensemble de droites du plan, la 
relation d'égalité sur un ensemble quelconque de nombres et la 
relation de divisibilité sur un ensemble quelconque d'entiers. 

DÉFINITION. La relation binaire R sur l'ensemble A est anti- 
réflexive sur À si pour chaque x de À (x. ré R, c'est-à-dire si pour 
chaque x de À la condition zRz n'est pas remplie. 

La relation R est antiréflexive sur À si et seulement si i4 f\] À = 
— @. Si la relation R est antiréflexive, aucun sommet de son graphe 
n'est en lacet. Réciproquement : si aucun sommet du graphe ne com- 
porte de lacet. le graphe représente une relation antiréflexive. 

Par exemple, la relation d’inégalité () sur un ensemble quel- 
conque de nombres et la relation de perpendicularité sur un ensemble 
de droites du plan sont antiréflexives. 

DÉFINITION. La relation binaire À (sur À) est dite transitive 
(sur A) si pour tous x, y. : du domaine de la relation R (sur À) de 
zRy et yRz s'ensuit xRz. 

La relation R est transitive si et seulement si Ro RE R.Si la 
relation À est transitive, son graphe. pour chaque couple d'’arètes 
(x. y) et (y. 5), possède une arête de fermeture (x. 5) et réciproque- 
ment. 

Par exemple, la relation de divisibilité sur un ensemble d’entiers 
est transitive. La relation d'inégalité () n’est pas transitive. 

DÉFINITION. Une relation binaire R (sur À) est dite symétrique 
(sur À) si pour des x, y quelconques du domaine de la relation R 
(de À) de zRy s'ensuit yRz. 

La relation À est symétrique si et seulement si R7 = R. Si la 
relation R est symétrique, chaque arête de son graphe n'est pas orien- 
tée. Réciproquement : un graphe aux arêtes non orientées représente 
une certaine relation binaire symétrique. 

Par exemple, sont symétriques les relations de parallélisme de 
droites, la relation de perpendicularité de droites et la relation 
d'égalité. 

DÉFINITION. Une relation binaire R (sur À) est dite antisymétrique 
(sur À) si pour des x, y quelconques du domaine de la relation R 
(de À) de xRy et yRx s'ensuit x = y. 

La relation R est antisymétrique sur À si et seulement sirRf 
A RTE i,. Le graphe de la relation antisymétrique n'a pas d’arêtes 
non orientées, mais peut posséder des lacets. 

Par exemple, la relation d’inclusion € sur une collection quel- 
conque d'ensembles est antisymétrique. 

DEFINITION. Une relation binaire À sur un ensemble À est dite 


62 ENSEMBLES ET RELATIONS [CH. 11 


liée sur À si pour tous éléments x. y de l'ensemble À de r£y s'ensuit 
zRy \/ yRx. 

Une relation R est liée sur À si et seulement si 4 X AK i, € 
CRI RT. 

Une relation binaire R sur À est liée sur À si et seulement si pour 
tous x. y de À on a soit x = y, soit xRy. soit yRzx. c'est-à-dire À “+: AÀ— 
= ia U RU RÀT. 

Le graphe d'une relation liée est doué des propriétés suivantes: 
deux sommets quelconques (différents) du graphe sont réunis par une 
arête. La réciproque est également vraie. 

C'est ainsi par exemple, que la relation banale « inférieur à » 
(<<) sur une collection quelconque de nombres est une relation liée. 

Relation d’équivalence. Une relation binaire importante est 
la relation d'équivalence. 

DEFINITION. La relation binaire sur l’ensemble À est appelée 
relation d'équivalence sur À si elle est réflexive, symétrique et tran- 
sitive (sur À). 

La relation d'équivalence est souvent désignée par les symboles 
=, = OU =. 

Exemples. {. Soient A un ensemble non vide et i, — 
= {(x, x) |r E A} une relation d'identité sur l'ensemble 4. La 
relation ë1 est la relation d'équivalence sur À. 

2. Soient À un ensemble de droites du plan et 


R={{x, y)|r, yEA et xrest parallèle à y} 


la relation de parallélisme. La relation de parallélisme sur À est 
une relation d'équivalence. 

3. Soient Z l'ensemble de tous les entiers et »7 un nombre entier 
différent de zéro. La relation 


R = {{(x, y)|z yEZ et zr—yest divisible par m} 


s'appelle congruence modulo m. Cette relation est une relation d'équi- 
valence sur Z. 

4. Soit À un ensemble de segments orientés d'un plan donné. 
La relation d'équipollence des segments orientés est une relation 
d'équivalence sur À. 

5. La relation de similitude sur un ensemble de triangles d'un 
plan donné est une relation d'équivalence. 

6. Deux ensembles sont dits équipotents s'il existe une application 
injective d'un ensemble sur l’autre. La relation d’'équipotence sur 
une collection donnée quelconque d’ensembles est une relation 
d'équivalence. 

DEFINITION. Soient À une relation d'équivalence sur À et a € À. 
On appelle classe d'équivalence engendrée par l'élément a l'ensemble 
{x E A | xRa}, c'est-à-dire un ensemble de tels z de À pour lesquels 
(x, a)€ À. 
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La classe d'équivalence engendrée par l'élément a est notée a'R 
ou [al,. La collection de toutes les classes d'équivalence de la relation 
R sur l'ensemble À est notée A/R ou [A},. 

DÉFINITION. Tout élément de la classe d'équivalence est dit 
représentant de cette classe. On appelle système complet de représen- 
tants des classes d'équivalence l’ensemble des représentants de toutes 
les classes, un par classe. 

Dans l'exemple 1 les classes d'équivalence sont constituées par 
des sous-ensembles À à un élément. Dans l'exemple 2 les classes 
d'équivalence portent le nom de faisceaux de droites parallèles. Dans 
l'exemple 3 les classes d'équivalence s'appellent classes résiduelles 
modulo m, chaque classe étant composée de tous les nombres qui 
après division par m fournissent un même résidu. Dans l'exemple 4 
les classes d'équivalence sont constituées par des vecteurs du plan. 
Dans l'exemple 5 les classes d'équivalence sont des ensembles de 
triangles semblables deux à deux. Dans l'exemple 6 les classes d’équi- 
valence sont des classes d’ensembles équipotents. 

Ensemble quotient. Soit À un ensemble non vide. 

DÉFINITION. On appelle ensemble quotient de l'ensemble À par 
l’équivalence R l’ensemble A/R de toutes les classes d'équivalence. 

DÉFINITION. On appelle partition d’un ensemble À une telle 
famille de ses sous-ensembles non vides pour laquelle chaque élément 
de À est strictement inclus dans un terme de la famille. 

Autrement dit, la partition de l’ensemble À est une famille de 
ses sous-ensembles non vides dont la réunion coïncide avec À, tandis 
que l'intersection de deux quelconques de ces sous-ensembles est vide. 

THFORÊME 4.1. Soit R une relation d'équivalence sur un ensemble A 
(non vide). A lors l'ensemble quotient A/R est une partition de l’ensem- 
ble À. 

Démonstration. Chaque élément a de l'ensemble A 
appartient à la classe d'équivalence a/R. Il faut démontrer que 
chaque élément de À appartient strictement à un terme de la famille 
A/R. Pour cela il suffit de montrer que les classes d'équivalence 
possédant au moins un élément commun coïncident. Soient a/R 
et b/R les classes d'équivalence à élément commun c, x étant un 
élément quelconque de a/R, on a alors xRa, aRc, cRb et en vertu de 
la transitivité de la relation R zRb. Ainsi, a/R € b'R. De façon 
analogue on démontre que b/R € a/R. On a donc a'R = b/R. Bref, 
on a établi que l’ensemble quotient A/R est une partition de l’en- 
semble À. CO 

CoROLLAIRE 4.2. Soit R une relation d'équivalence sur l'ensemble 
A, alors 

(1) a E a/R pour tout a de À; 

(2) pour tous a, b de À a/R = b/R si et seulement si aRb; 

(3) a/R = b/R si et seulement si a/R (\ b!/R = ©; 

(4) À = |} zx/R. | 


XEA 


64 ENSEMBLES ET RELATIONS [CH U 


Ce corollaire découle directement du théorème 4.1. 

Soient $ une partition de l'ensemble non vide À et À une rela- 
tion binaire définie de la façon suivante: (x. y) € R& si et seulement 
si z et y appartiennent au même terme de la famille S. 

THÉORÈME 4.3. La relation R$ associée à la partition S d'un 
ensemble non vide À est une relation d'équivalence sur À, en outre, 
l'ensemble quotient A/R; coïncide avec la partition S. 

La démonstration du théorème s'effectue sans peine et on laisse 
au lecteur le soin de l'esquisser en guise d’exercice. 

Équivalence d’application. Soit f l'application de l'ensemble 
À dans B. Considérons une relation binaire R sur À telle que 
zRy n'ait lieu que si et seulement si f (x) — f (y). 

DEFINITION. Soit f une application de l'ensemble À dans B. La 
relation binaire À. 


R={G&;,y)|f()=fYy), zx, yE A}, 


est appelée équivalence d'application f. 

THÉORÈME 4.4. Soient f une application quelconque et A — Dom f. 
La relation d'équivalence d'application f est une relation d'équivalence 
sur l’ensemble A. 

Démonstration. Soit À une équivalence d'application 
f. La relation R est réflexive sur À. car f (x) — f (x) pour tout x 
de À. La relation À est transitive. car pour tous z, y, z il s'ensuit 
de f (x) — f (y) et f (y) = f (z) que f (x) = f (:). La relation R est 
symétrique. car pour tous zx, y de f(x) = f (y) s'ensuit f (y) — 
— f(x). Par conséquent. R est une relation d'équivalence sur 
l’ensemble 4. O 

Si a € À = Dom f. f (a) = bet R est une équivalence d'appli- 
cation f. la classe d'équivalence engendrée par l'élément a est 
fr (b). L'ensemble {f- (x) |x EImf} est l'ensemble quotient de 
l’ensemble À relativement à l’équivalence R, c'est-à-dire A/R — 
= {j- (D IzEImf}. 

Toute relation d'équivalence R, sur un ensemble À peut être 
assimilée à une relation d'équivalence d’une certaine application de 
l'ensemble 4. En effet, on peut définir l'application naturelle de 
l'ensemble À sur l'ensemble quotient A/R, en associant à chaque x 
de À la classe d'équivalence unique z/R, contenant x. On vérifie 
sans peine que la relation d'équivalence À, coïncide avec 
l’'équivalence d'application naturelle de l'ensemble À sur A/R. 


Exercices 
1. Etudier les relations suivantes sous l'angle de la réflexivité, de la non- 
réflexivité, de la symétrie, de l’antisymétrie, de la transitivite: 


(a) {(z, plz, yEZ et r<Ly+1}, où Z est l’ensemble de tous 
les entiers; 
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(b) {(x plz, yez et 2 = y}; 

(c) {{z ylz, yEZ et |r|—=lyl}; 

(dd) {X,YIX, YEZ ee X NY = g}; 

(e) {{z, y)|z, yEN et zx divise y} (N est l'ensemble de tous les 
entiers non négatifs); 

(D {(& plz yEeN et z<y}; 

(g) {( plz, yEN et z+y—=1}; 

(h) {(s ylz, yEeN et z< y}; 

() {(z Wiz yEeN et zÆy); 

(D) {uyIz yez à +z=p + y); 

(k) {( plz yEeZ et +y— 1). 


2. Donner des exemples de relations binaires: 

(a) réflexives et transitives mais non pas antisymétriques ; 

(b) transitives et symétriques mais non pas réflexives ; 

(c) réflexives et transitives mais non pas symétriques : 

(d) réflexives et symétriques mais non pas transitives. 

3. Soit R € À X À. Démontrer que: 

(a) R est réflexif sur l'ensemble À si et seulement si i, € R; 
(b) R est symétrique siet seulement si R— & R; 

(c) R est transitif si et seulement si RoRGCR. ; 

4. Démontrer qu’une relation binaire R symétrique et antisymétrique est 
transitive. 

5. Trouver tous les ensembles quotients de l’ensemble {1, 2, 3). 

6. Montrer que l'ensemble {1, 2, 3, 4} possède 15 ensembles quotients 
différents. 

7. Démontrer que si R est une relation binaire transitive et symétrique 
sur l'ensemble À, où À est le domaine de la relation R, R est une équivalence 
sur À. 

8. Démontrer que la relation binaire R, dont le domaine de définition en 
Dom R = À, est une relation d'équivalence sur À si et seulementsi Re RGR 
et RT = R. 

9. Démontrer que si R est une relation d'équivalence sur l’ensemble 4, R— 
est aussi une relation d'équivalence sur À. 

10. Démontrer qu'une intersection de toute collection de relations d'équi- 
valence sur l’ensemble À est une relation d'équivalence sur l'ensemble A. 

11. Démontrer que pour tout ensemble À non vide il existe une appli- 
cation injective de d'ensomble de toutes les partitions do l’ensemble M sur 
l'ensemble de toutes les relations d'équivalence sur M. 

12. Démontrer que l'ensemble quotient Z/mod m de l'ensemble des entiers 
Z suivant la congruence modulo m comporte exactement m éléments. 


$ 5. Relations d’ordre 


Relations d’ordre. Soit R une relation binaire sur l’ensemble À. 

DEFINITION. Une relation binaire R sur l'ensemble À est appelée 
relation d'ordre sur À ou ordre sur À, si elle est transitive et anti- 
symétrique. 

DeériNiTIoN. Une relation d'ordre À sur l’ensemble À est dite non 
stricte si elle est réflexive sur À, c’est-à-dire si (x, x) € R pour tout x 
de À. 
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La relation d'ordre À est dite stricte (sur À) si elle est antiréflexive 
sur À, c'est-à-dire si (x, zx) 6 R pour tout x de À. Or, comme la 
relation transitive À est antiréflexive elle est également antisymétri- 
que. Aussi peut-on avancer la définition équivalente suivante. 

DeriniTiox. Une relation binaire À sur l’ensemble À est appelée 
ordre strict sur À si elle est transitive et n'est pas réflexive sur À. 

Exemples. 1. Soit P (M) l’ensemble de tous les sous-ensem- 
bles de l’ensemble A7. La relation d'’inclusion € sur l’ensemble 
P (A1) est une relation d'ordre non strict. 

2. Les relations << et < sur l’ensemble des nombres réels sont 
respectivement des relations d'ordre strict et non strict. 

3. La relation de divisibilité dans un ensemble de nombres natu- 
rels est une relation d'ordre non strict. 

DérixiTioN. Une relation binaire À sur un ensemble À est appelée 
relation de préordre ou préordre sur À si elle est réflexive sur À et 
transitive. 

Exemples. 1. La relation de divisibilité dans un ensemble 
de nombres entiers n’est pas un ordre. Or, elle est réflexive et tran- 
sitive, c’est donc un préordre. 

2. La relation H de déduction logique est une relation de préordre 
sur un ensemble des formules de la logique des assertions. 

Ordre total. Un cas particulier important de la relation d'ordre 
est l’ordre total. 

DeriNiTioN. Une relation d'ordre sur un ensemble À est appelée 
relation d'ordre total sur À si elle est liée sur À, c'est-à-dire si pour 
tous x, y de Aona 


soit zRy, soit x = y, soit yRx. 


Une relation d'ordre non total est habituellement appelée relation 
d'ordre partiel ou ordre partiel. 

Exemples. 1. La relation « inférieur à » sur un ensemble de 
nombres réels est une relation d'ordre total. 

2. La relation d'ordre adoptée dans les dictionnaires de la langue 
russe est dite lexicographique. L'ordre lexicographique sur l’ensemble 
des mots de la langue russe est un ordre total. 

3. La relation d’inclusion & sur la collection des sous-ensembles 
d’un ensemble donné À est une relation d'ordre partiel si M com- 
porte au moins deux éléments différents. 

Un même ensemble peut être totalement ordonné par des relations 
d'ordre différentes. C'est ainsi, par exemple, que sur un ensemble 
fini M non vide composé de nr éléments on peut appliquer n#! ordres 
totaux différents. 

Ensemble ordonné. Soit R une relation d'ordre quelconque sur 
un ensemble À non vide. 

DEFINITION. On appelle ensemble ordonné le couple (4, R), où 
A est un ensemble non vide et R une relation d'ordre sur À. Si 
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l’ordre À sur À est total, le couple (4. R) est appelé ensemble totale- 
ment ordonné. Si l’ordre R sur À est partiel, alors le couple (4. R) 
est appelé ensemble partiellement ordonné. 

DEriNiTiox. Soit (A, 3) un ensemble ordonné. L'élément a de À 
est appelé le plus petit (le plus grand) élément de À ia 3 rx(x 30) 
pour tout élément x de À différent de a. 

Tout ensemble ordonné ne comporte pas plus d’un plus petit 
élément et d’un plus grand élément. 

DEFINITION. Soit (4, 3) un ensemble ordonné. L'élément a 
est dit minimal (maximal) dans À au cas où est satisfaite la condi- 
tion : pour tout x de A six 3 a,zx = a (si a -3 x, alors a = x). 

Un ensemble ordonné peut comporter plusieurs éléments mini- 
maux et maximaux. 

Exemple. Soit RÀ la relation de divisibilité dans l’ensemble 
NX {0, 1} (N est l'ensemble des nombres naturels). Dans l’ensemble 
ordonné {NX {0, 1}, R) tout nombre premier est un élément minimal. 

Dans un ensemble totalement ordonné les notions d'éléments le 
plus petit (le plus grand) et minimal (maximal) coïncident. 

DEFINITION. Un ensemble ordonné (4, R) est appelé ensemble 
bien ordonné si chaque sous-ensemble non vide de l’ensemble À 
possède le plus petit élément. 

Exemples. 1. Si << est la relation banale « inférieur à » 
sur l’ensemble N des nombres naturels, alors {N, <<) est un ensemble 
bien ordonné. 

2. Soit << la relation banale « inférieur à » sur l'ensemble KR de 
tous les nombres réels. Dans ce cas l’ensemble totalement ordonné 
(R, <<) n'est pas un ensemble bien ordonné. 


Exercices 


1. Démontrer que l'application identique à, de l'ensemble À est une rela- 
tion d'ordre sur l'ensemble A. 
2. Montrer que la relation 


R = {(x, y)|r, yEN (zx divise y ou z<y)) 


est un ordre total sur l’ensemble N des nombres naturels. 
3. Soient À = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} et 


R=— {{z y)lr, yEA et (x— y): 2}. 


Montrer que À est une relation d'équivalence sur 4. 

4. Soient les relations << et < définies sur l’ensemble N des nombres natu- 
M de façon banale. Démontrer que <o<£ <<; S<o<=<; Lo> — 
= N X N. 

5. Construire un ordre total sur l’ensemble N X N. 

6. Montrer qu'un ensemble fini comportant n éléments peut être totale- 
ment ordonné par n! procédés. 

7. Montrer que la relation d'inclusion € ne constitue pas un ordre total 
sur la collection P (4) de tous les sous-ensembles de l'ensemble À, si À contient 
au moins deux éléments. 
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à 8. Démontrer que tout ensemble bien ordonné est un ensemble totalement 
ordonné. 

9. Démontrer que la relation binaire À sur un ensemble À est une relation 
d'ordre non strict si et seulement si ReR=Ret RoR— = :i,. 

10. Démontrer que si R est une relation d'ordre (d'ordre total) la relation 
inverse R est également une relation d'ordre (d'ordre total). 

11. Soit < une relation d'ordre non strict sur l’ensemble 4. Démontrer 
que la relation << n'est pas réflexive et est transitive sur À. 

12. Soit < une relation binaire non réflexive et transitive sur l’ensemble À. 
Démontrer que la relation < est telle que x < y = (x < y) V (x = y) est une 
relation ‘d'ordre non strict sur À 

13. Démontrer que pour un ensemble totalement ordonné les notions de 
le plus grand (le plus petit) et de maximal (de minimal) éléments coïncident. 

14. Démontrer que si À est un ordre partiel (ordre total, bon ordre), sur 
l’ensemble 4 et B< A4,R N(B X B) est un ordre partiel (total, bon) sur l'en- 
semble B. 

15. Soit R la relation de préordre sur l’ensemble 4. Posons à — b rs 
= ((a, b)ER À (b, a)E R). Démontrer que: 

(a) sia=c,b=d, (a, b)E R, alors (c, dE R; 

(b) — est la relation d'équivalence sur À ; 

(c) R, est la relation d'ordre sur A4/—, où R, = {(a/=, b/=)| (a, bE R)}. 


CHAPITRE III 
ALGÈBRES ET SYSTÈMES ALGÉBRIQUES 


$ 1. Opérations binaires 


Opérations binaires et n-aires. Soit À un ensemble non vide. 

DériNiTion. On appelle opération binaire sur l'ensemble À l'appli- 
cation de l'ensemble À X A dans À. | 

L'addition et la multiplication banales des nombres entiers sont 
des exemples d'opérations binaires sur un ensemble d'entiers. Soit 
P (M) l'ensemble de tous les sous-ensembles de l'ensemble M; 
la réunion et l'intersection f] sont des exemples d'opérations 
binaires sur l’ensemble P (M). | 

Soit f une opération binaire quelconque sur l’ensemble 4. Si dans 
l'application f l'élément c correspond au couple (a, b)}, c’est-à-dire 
({a, b}, c)Ef, alors, au lieu de 


f(ta, b} =c ou f(a, b) =c 
on écrit également 
afb = c ou (a, bc, 


] élément c étant appelé composition d'éléments a et b. 

DEriNiTION. Soit À” la n-ième puissance de l’ensemble non vide 
A et n>1. L'application de l’ensemble À" dans À est appelée 
n-aire opération sur l'ensemble A, tandis que nr est dénommé rang 
de l'opération. L'opération à aucune place sur l'ensemble À est appelée 
séparation (fixation) d’un certain élément de l’ensemble À, le nombre 
0 est dénommé rang de l'opération à aucune place. 

DeriniTioN. L'application de l’ensemble 4" dans À est appelée 
opération n-aire partielle sur À si le domaine de définition de l’appli- 
cation ne coïncide pas avec À”. 

Les opérations de rang 0, 1 et 2 sont également appelées à aucune 
place, singulaire (unaire) et binaire respectivement. L'opération 
singulaire est aussi dénommée opérateur. 

Exemples. 1. L'application associant à chaque ensemble À 
de P (M) son complémentaire MA est une opération singulaire 
(unaire) sur un ensemble P (M). 

2. Dans le domaine des nombres naturels la soustraction n'est 
pas toujours possible. Donc la soustraction sur un. ensemble de 
nombres naturels est une opération binaire partielle. 
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3. L'opération de division des nombres rationnels est une opé- 
ration binaire partielle sur un ensemble de nombres rationnels. 

4. L'opération associant chaque cortège de nr des nombres naturels 
au plus grand commun diviseur de ces nombres est une opération 
n-aire sur l’ensemble des nombres naturels. 

Pour désigner une opération n-aire on utilise habituellement la 
même forme de notation que pour des applications (des fonctions) 
quelconques. Si f est une opération n#-aire sur l'ensemble À et 


( (&  . An) An+1) € f, 


on écrit a+, = f (a, ..., a,) et l’on dit que a, +, est ge valeur de 
l'opération f pour l'assortiment d'arguments @, ..., 

Types d’opérations binaires. Soient T et 1 des SD éatio binai- 
res quelconques sur l’ensemble À. 

DerixiTion. L'opération binaire T est dite commutative si pour 
tous a, b de À est satisfaite l'égalité a T b = b T a. 

DeriNiTioN. L'opération binaire T est dite associative si pour des 
éléments quelconques a, b, c de À est satisfaite l'égalité a T (b T c) = 
= (a Tb)T c. 

DeriniTion. L'opération binaire T est dite distributive relative- 
ment à l'opération binaire 1 si pour des a, b, c quelconques de À 
sont satisfaites les égalités 


(aLb) Tc—(aTc)L(bTc) et cT (a 1 b) — 
= (°c Ta) L(cT b). 


Si l'opération T est associative, on peut alors supprimer les 
parenthèses et écrire a T b T caulieudea T (b T c)ou(aT b) T 
"TC: 

Exemples. 1. L’addition et la multiplication des nombres 
rationnels sont des opérations binaires commutatives et associatives. 

2. L'opération de soustraction sur un ensemble de nombres 
rationnels n'est ni commutative ni associative. 

3. Les opérations réunion et intersection de sous-ensembles de 
l’ensemble :4 sont commutatives et associatives sur l’ensemble 
P (M). 

4. La composition de fonctions est une opération associative. 
La composition de fonctions n’est pas commutative: dans 1e cas gé- 
néral l'égalité f o g = go f n’est pas valable. 

9. Les opérations réunion et intersection sur un ensemble P (M) 
de sous-ensembles d’un certain ensemble sont mutuellement distri- 
butives l’une par rapport à l’autre. 

6. Une multiplication d'entiers est distributive par rapport à 
l’addition. Or l'addition des entiers n’est pas distributive par 
rapport à la multiplication, car dans le cas général l'égalité a + 
+ bc = (a + b) (a + c) n'est pas valable. 
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Eléments neutres. Soit T une opération binaire sur l’ensemble À. 

DeriNiriox. L'élément e de À est appelé élément neutre à gauche 
relativement à l'opération T si pour tout a de À est satisfaite l'éga- 
lité e T a — a. L'élément e de À est appelé élément neutre à droite 
relativement à l'opération T si pour tout a de AonaaTe—=a. 

DeriNiTioN. L'élément e de À est appelé élément neutre relative- 
ment à l'opération T si pour tout élément a de À se vérifient les 
égalité e Ta=a—=aTe. 

Tu£oreME 1.1. S'il existe relativement à l'opération binaire T 
un élément neutre, il est alors unique. 

Démonstration. Soient e et e” les éléments neutres par 
rapport à T. Alors, e = e’ TT e — e, c'est-à-dire e” = e. [] 

CoroLLAIRE 1.2. S'il existe un élément neutre relativement à l'opé- 
ration T, alors tous les éléments neutres à gauche et à droite par rap- 
port à T coëncident avec lui. 

Exemples. 1. Le nombre 0 est un élément neutre par rapport 
à l'addition des entiers. Le nombre 1 est un élément neutre par rap- 
port à la multiplication des entiers. 

2. Un ensemble vide est un élément neutre relativement à l’opé- 
ration réunion d'’ensembles. Un ensemble universel est un élément 
neutre relativement à l'opération d'intersection d'ensembles. 

3. Considérons l’ensemble ® d'applications d’un ensemble non 
vide À sur son sous-ensemble propre non vide B et l'opération com- 
position d'applications. L'ensemble ® ne comporte aucun élément 
neutre à droite. Tout élément @ € ® tel que (x) = z pour un zx 
quelconque de B est un élément neutre à gauche relativement à 
l'opération concernée. 

Eléments réguliers. Soit T une opération binaire sur l’ensemble À. 

DEFINITION. L'élément a € À est appelé élément régulier à droite 
relativement à l'opération T si pour tous éléments b, c de l’ensemble 
A il s'ensuit de a Tb—=aTc que b = c. L'élément a € À est 
appelé élément régulier à gauche par rapport à T si pour tous élé- 
ments b, c de l’ensemble À de b Ta = c T a s'ensuit b = c. 

DEFINITION. L'élément a € À est appelé élément régulier relati- 
vement à l'opération T s’il est régulier à gauche et à droite par rap- 
port à T. 

Ainsi, si l'élément a est régulier dans les égalités du type a T b — 
=aTcetbTa—=cT a on peut simplifier par a. 

Exemples. 1. Tout entier est régulier par rapport à une 
addition. 

2. Tout nombre entier différent de zéro est régulier par rapport à 
une multiplication ; le nombre zéro n’est pas régulier par rapport à 
une multiplication. 

TH£OREME 1.3. Si Les éléments a et b sont réguliers relativement à 
une opération associative T', alors leur composition a T° b est également 
un élément régulier par rapport à T.. 
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Démonstration. Soient a et b les éléments réguliers par 
rapport à T. Supposons que c, d sont des éléments de À répondant à 
la condition 


(4) (@Tb)Tc=(aTE)T d. 


Puisque l'opération T est associative, a T (b T c) = a : 
En vertu de la régularité de l’élément a, onab Tc—bT d. D'où, 
en vertu de la régularité de l’élément b, on déduit l'égalité 


(2) c= da. 


Bref, pour tous éléments c, d de l’ensemble À (2) s'ensuit de (1), et 
par suite, l’élément a T b est régulier à droite. De façon analogue 
on se convainc que cet élément est régulier à gauche. D 

Eléments symétriques. Soit T une opération binaire sur l’ensem- 
ble À comportant un élément neutre e. 

DæriNITIon. L'élément uw de À est dit symétrique à gauche de 
l'élément a € À relativement à l'opération T si u T a — e. L'’élé- 
ment'v de À est dit symétrique à droite de a relativement à l’opéra- 
tion T Sa Tv—=e. 

DeriniTioN. L'élément a’ € À est appelé symétrique de l'élément a € 
€ À relativement à l’opération T sa Ta’ =e—a T a. Dans ce 
cas l’élément a est dit symétrisable, tandis que a et a’ sont mutuelle- 
ment symétriques. 

Exemples. 1. Par rapport à l'addition d’entiers le symétri- 
que à un entier donné est ce même entier, mais affecté du signe moins. 

2. Par rapport à la multiplication de nombres rationnels le sy- 
métrique d’un nombre non nul a est 1/a; le nombre zéro n’a pas 
de symétrique par rapport à la multiplication. 

TæeoreME 1.4. Si l'opération T est associative et l'élément a est 
symétrisable, il existe alors un élément unique symétrique de a. 

Démonstration. Soient u, v les éléments symétriques 
de l'élément a par rapport à T, c'est-à-dire 


aTu—e—=uT a, aTv—e=vT a. 


Alors en vertu de l’associativité de T 


u=uTe=uT(aTuw)=(uTa Trv=eTv=v, 


c'est-à-dire que u = v. 

COROLLAIRE 4.5. Si l'élément a possède un élément symétrique a° 
relativement à l'opération associative T, tous les symétriques à gauche 
et à droite de l'élément a coïincident alors avec l'élément a’. 

THeoreME 1.6. Si les éléments a, b sont symétrisables relativement 
à l'opération associative T, l'élément a T b, est alors également sy- 
métrisable et l'élément b' T a” est symétrique de a T b. 
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Démonstration. Soient a” et b’ les éléments symétriques 
de a et b respectivement. En vertu de l'associativité de T 


GTDHTÉTa)=(@THTÉ)Ta = (GTÉTÉ)Ta= 
= (aTe) Ta =aTa =e. 


On se convainc de même que (b’ T a’) T (a T b) — e. Par consé- 
quent, l'élément a T b est symétrisable et l'élément b’ T a’ est 
symétrique de a T b. OO 

THÉEOREME 1.7. Un élément symétrisable relativement à une opé- 
ration associative T est un élément régulier par rapport à T.. 

Démonstration. Soient a un élément symétrisable et 
aT b=aT c pour les éléments b, c de l’ensemble À. Dans ce cas 
si a’ est un élément symétrique de a, on a a’ T (aT b)=a T 
T (a T c). En vertu de l’associativité de l'opération T,on a (a T 
Ta) Tb=(a Ta) T c. Par conséquent, e Tb=eT cet b — 
= c. On se convainc de façon analogue que pour tous éléments b, c 
de l’ensemble À de l'égalité b T a = c T a s'ensuit b = c. L'élé- 
ment a est donc régulier par rapport à T. DO 

Sous-ensembles fermés aux opérations. Soient T une opéra- 
tion binaire sur un ensemble À et B GC A. 

DEFINITION. Le sous-ensemble B de l’ensemble À est dit fermé 
à l'opération T si pour tous a, b de B l’élément a T b appar- 
tient à B. 

Notons qu’un sous-ensemble vide est fermé à toute opération T. 

Exemples. 1. L'ensemble de tous les nombres pairs est fer- 
mé par rapport à l'addition et à la multiplication des entiers. 

2. L'ensemble de tous les nombres impairs est fermé par rapport 
à la multiplication, mais ne l’est pas par rapport à l’addition des 
entiers. 

3. L'ensemble de tous les éléments (de À) réguliers relativement à 
l'opération associative T est fermé par rapport à T. 

ProposiTioN 1.8. L'ensemble de tous les éléments symétrisables re- 
lativement à une opération binaire associative T est fermé par rap- 
port à T. 

La démonstration de cette proposition découle directement du 
théorème 1.6. 

Soit B un ensemble non vide, B € À étant fermé à l'opération T. 
On est alors en mesure de définir sur B une opération binaire T” de 
la façon suivante: 


a TT 'b—=aT b pour a, b de B quelconques. 


L'opération T° est appelée restriction de l'opération T à l’ensem- 
ble B, tandis que T est le prolongement de l'opération TT’ à l'en- 
semble À. 
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Ecritures additive et multiplicative. Les écritures le plus sou- 
vent utilisées pour une opération binaire sont les écritures additive 
et multiplicative. Avec la forme d'écriture additive l'opération bi- 
naire T est appelée addition et l’on écrit a + b au lieu de a T b 
en appelant l'élément a + b somme de a et b. L'élément symétrique 
de l'élément a est désigné (—a) et est appelé élément opposé à a. 
Un élément neutre par rapport à l'addition est noté 0 et appelé 
élément zéro par rapport à l'addition. Avec la notation additive les 
propriétés d'associativité et de commutativité se notent sous la 
forme 


a+ (b+c)=(a+b)+c, a + b = b + a. 


Avec l'écriture multiplicative l'opération binaire est appelée 
multiplication et l’on écrit a-b (au lieu de a T b) en appelant l’élé- 
ment a-b produit de a et b. L'élément symétrique de a est noté a”! 
et s'appelle élément inverse de a. Un élément neutre par rapport à la 
multiplication est noté e ou 1 et est dénommé élément unitaire ou 
élément unité par rapport à la multiplication. Avec l'écriture multi- 
plicative les propriétés d'associativité et de commutativité se no- 
pent ainsi 


a-(b-c) = (a-b):c, a-b = b-a. 
La propriété de distributivité de la multiplication par rapport à 
l'addition s'écrit ainsi 

(a + b):c = a-c + b:c, c(a+b) =c-a + c-b. 

Congruence. Soient À une relation d'équivalence sur l’ensemble À 
et T une opération binaire sur À. 

DEFINITION. Une relation d'équivalence R est appelée congruence 
relativement à l'opération T si pour tous éléments a, b, c, d de l'en- 
semble À de aRc et bRd s'ensuit (a T b) R (c T d). 


TH£SOREME 1.9. Soient T une opération binaire sur un ensemble À 
et R une congruence par rapport à T. Alors, l'égalité 


(1)  (a/R) T* (b/R) = (a T b)/R, 


où a, bE À, définit l'opération binaire T* sur l'ensemble quotient 
A/R. 


Démonstration. La relation binaire T* comporte deux 
couples de la forme 


(2) ((a/R, b/R), (a T b)/R), où a, bE A. 

On doit démontrer que T* est une fonction. Soit 
({c/R, d'R}, (c T d/R)ET*. 

On doit montrer que de l'égalité 

(3) , (a/R, bIR) = (c/R, d!R) 
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s'ensuit (a T b)/R = (c T d)/R. De (3) découlent les égalités 
a/R = c/R, b/R = d/R et les relations 


(4) aRc, bRd. 


Vu que R est une congruence par rapport à T, de (4) s'ensuit : 
(aT b)R(cT d) et (a T b)/R = (cT d)/R. 


Par conséquent, la relation T* est une opération binaire sur l’ene 
semble quotient À/R. O 

DEFINITION. Une opération binaire T* définie sur un ensemble 
quotient A/R par l'égalité (1) est appelée opération associée à l’opé- 
ration T par la congruence R. 


Exercices 


1. Soient N* l’ensemble de tous les entiers positifs et T l'opération sur 
N* d'’élévation à une puissance, c'est-à-dire que a T b — ab pour tous a, bE€ 
€ N°. Montrer que l'opération T n’est ni commutative ni associative. 

2. Soient a, b des nombres rationnels fixés. Montrer que l'application 
(x, y) ax + by, où x, y sont des nombres rationnels quelconques, est une 
opération binaire associative sur l'ensemble des nombres rationnels. 

3. Soient N l’ensemble de tous les nombres naturels et (x, y) le plus 
grand commun diviseur des nombres naturels z et y. Démontrer que l'applica- 
tion (x, y) (z, y) est une opération binaire commutative et associative sur 
l’ensemble N. 

4. Soient [z, y] le plus petit commun multiple des nombres naturels x et y. 
Montrer que l'application (x, y) [r, y] est une opération commutative 
et associative sur l’ensemble N. 

5. Soit P (U) un ensemble de tous les sous-ensembles de l’ensemble non 
vide U. L'ensemble XAY défini par la formule 


XAY = (X XY) U(Y XX) 


est appelé différence symétrique des ensembles X et Y. Démontrer que À est une 
opération binaire commutative et associative sur l’ensemble P (U). Montrer 
que l'opération f est distributive relativement à l'opération A. 

6. Donner un exemple d'ensemble À, de relation d'équivalence R sur À 
et d'opération binaire T sur À tels que 

(a) R soit une congruence par rapport à T, 

(b) À ne soit pas une congruence par rapport à T. 


$ 2. Algèbres 


Notion d’algèbre. Donnons la définition d'une notion fonda- 
mentale en algèbre. 

DeriniTioN. On appelle algèbre un couple ordonné #4 = (4, Q), où 
A est un ensemble non vide et Q@ l’ensemble des opérations sur À. 

Ainsi donc l’algèbre .# se définit par deux ensembles: 

(a) un ensemble non vide À noté également | # |; cet ensemble 
est appelé ensemble fondamental (ensemble de base) de l'algèbre 4 et 
ses éléments s'appellent éléments de l'algèbre 4; 
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(b) un ensemble d'opérations Q@ définies sur À et appelées opéra- 
tions principales de l'algèbre 4. 

Si (4, Q) est une algèbre, on dit de même que l’ensemble À est 
une algèbre relativement aux opérations (2. 

DeriniTioN. Les algèbres 4 — (4, Q)et # — (B, Q’) sont dites 
du même type s’il existe une application injective de l’ensemble Q 
sur (Q’ pour laquelle toute opération f , de Q et l'opération f g de 
Q”, qui lui correspond dans l'application, possèdent le même rang. 

Le cas le plus général est celui où l’ensemble Q est fini, c’est-à- 
dire Q = {f,, ..., f,}. Dans ce cas au lieu de la notation 


s = (À, {fa ..., fs}) 
on écrit habituellement 


# — (4, Jr, .. .) Je). 


Si parmi les opérations principales f,, . . ., f, de l'algèbre il y a des 
opérations à aucune place, par exemple, f,+,, . . ., f.,eta,+1,..., 4, 
étant des éléments séparés de | # |, on utilise aussi la notation 


À — (A, fa» _. ls dr+1) 7 as). 


Dans ce cas les éléments séparés a,+1, ..., a, constituant les valeurs 
des opérations principales à aucune place sont appelés éléments sépa- 
rés ou éléments principaux de l'algèbre 4. 

On appelle type d'algèbre #4 = (A, f1, . -., fs) la suite (r (f1), . 

.., T(fs)), où r () est le rang de l'opération fi. Les algèbres 4 et 
BR = (B, f,,.. » fs) sont du même type en cas de coïncidence, 
c'est-à-dire au cas où le rang de |” dE jf; coïncide avec le rang 
de l'opération f; pour i = 1, S. 

Exemples. 1. Soient “a et - (addition et multiplication) des 
opérations arithmétiques sur l’ensemble Z des entiers. L'’algèbre 
{Z, +, -) est une algèbre du type (2, 2). 

2. Soient + et - des opérations arithmétiques sur l’ensemble N 
des nombres naturels. L’algèbre (N, +, -) est une algèbre du ty- 
pe (2, 2). 

3. Soient P (U) un ensemble de tous les sous-ensembles d’un en- 
semble non vide U et f}, LU, ” des opérations intersection, réunion et 
complémentation sur les sous-ensembles de l'ensemble U. L’algèbre 
(P (U), N, U, ‘) est une algèbre du type (2, 2, 1). 

DEFINITION. Une algèbre 4 = (A, +, e) du type (2, 0), où À 
est un ensemble quelconque non vide, + une opération binaire asso- 
ciative sur À, e un élément neutre par rapport à +, est dénommée 
monoide. 

Exemple. Soient M un ensemble fini quelconque non vide, 
A l’ensemble de toutes les applications de A7 dans M, « une opéra- 
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tion de composition d'applications de M dans M, ix une application 
identique de M dans #. Alors, (A, «, i1) est un monoïde. 

Homomorphismes d’algèbres. Soient #4 et & des algèbres du même 
type, f 4 une opération principale quelconque de l'algèbre 4 et fæ 
l'opération principale qui lui correspond dans l'algèbre &. On dit 
que l’application k de l’ensemble | 4 | dans l’ensemble | # | respec- 
te l'opération f, de l'algèbre Æ si 


(1) k (f4 (@1: 3 Am)) — 12 (k (@);  . .) h (am)) 
pour tous &, ..., 4m de {| |» 


où m est le rang de l'opération f ,. 

Distinguons le cas où f , est une opération à aucune place, c'est-à- 
dire qu’elle sépare un élément quelconque a de l’algèbre #. L’opé- 
ration fg qui lui correspond sera alors également une opération à 
aucune place et, partant, séparera un élément quelconque b de 
l'algèbre Z. Dans ce cas la condition (1) prendra la forme 


k (a) = b, 


c'est-à-dire que l'élément séparé a de l'algèbre 4 devient dans l'ap- 
plication hk l'élément séparé b de l'algèbre &. 

DEFINITION. On appelle komomorphisme de l'algèbre .4 dans (sur) 
l'algèbre du même type Z une telle application k de l’ensemble 
| # | dans (sur) | & | qui respecte toutes les opérations principales 
de l’algèbre #, c’est-à-dire qui satisfait à la condition (1) pour toute 
opération principale f ,; de l'algèbre #. L'homomorphisme de l’al- 
gèbre #4 sur & est appelé épimorphisme. 

DeriniTion. L'homomorphisme k de l'algèbre # sur l'algèbre 
est dénommé isomorphisme si hk est une application injective de l’en- 
semble | # | sur | & |. Les algèbres 4 et 3 sont dites isomorphes 
s’il y a isomorphisme de #4 sur Z. 

La notation #4 = @ signifie que les algèbres #4 et @ sont iso- 
morphes. 

DeriNiTionN. L'homomorphisme À de l'algèbre #4 dans l’algèbre 
# est appelé monomorphisme ou injection si k est une application 
injective de l’ensemble | 4 | dans | |. 

DeriniTion. L’homomorphisme de l'algèbre 4 en elle-même est 
appelé endomorphisme de l'algèbre 4. L'isomorphisme de l'algèbre 
Æ sur elle-même s'appelle automorphisme de l'algèbre 4. 

Ainsi, par exemple, l’automorphisme de l'algèbre 4 est une 
application identique de l’ensemble | 4 | sur lui-même. 

Exemple. Soient +: l'opération d'’addition sur l'ensemble 
R des nombres réels et - l’opération de multiplication sur l’ensemble 
R* des nombres réels positifs. Chacune des algèbres (R*, -, 1) et 
(R, +, 0) est du type (2, 0). Montrons qu'elles sont isomorphes. 
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Considérons l'application x: 
h (x) = log zx pour tout x de R*. 


On voit sans peine que h est l’application de R* sur KR. L’applica- 
tion = est injective, car pour tous x, y de R* est satisfaite la condi- 
tion : si log x = log y, alors x = y. En outre, k (1) = 0 et pour tous 
z, y de R*on a log (xzy) = log x + log y, c'est-à-dire que À (x, y) = 
= h(xz) + h(y). Donc, l'application = respecte les principales opé- 
rations de l’algèbre (R*, -, 1). Par conséquent, k est un isomorphis- 
me de la première algèbre sur la seconde. 

THEOREME 2.1. Soient hk un homomorphisme de l'algèbre 4 dans 
l'algèbre 8 et g un homomorphisme de l'algèbre & dans l'algèbre #. 
Leur composition goh est alors un homomorphisme de l'algèbre 4 
dans l'algèbre €. 

Démonstration. Soient f,; une opération principale 
quelconque de l'algèbre # (de rang m > 0), fg l'opération prin- 
cipale associée de l'algèbre & et f l'opération principale de l'al- 
gèbre € correspondant à l'opération f 3. 11 faut démontrer que pour 
tous éléments a, ..., am de | Æ |, on a 


(1) goh( ga, - .- , am)) = Je(g h(a). ..., gohk(an)). 
Par définition de la composition d'applications 
goh(f (a, - -., am)) = 8 (R (F4 (a, - - + am))). 
Or, comme par hypothèse À et g sont des homomorphismes, on a 
g (R (fear - - ., am))) = 8 CR (a). - . ., R(am))) = 
= fete (a)... 8 (4 (am))) = 
= fQ((goh) (a), ..., (g°h) (am)). 


Par conséquent, l'égalité (1) est vérifiée. Pour des opérations prin- 
cipales à aucune place les raisonnements sont identiques. 

Théorème 2.2. Soient h un homomorphisme de l'algèbre 4 sur 
l'algèbre 8 et g un homomorphisme de l'algèbre 8 sur l'algèbre €. 
Leur composition g°h est alors un homomorphisme de l'algèbre 4 sur 
l'algèbre €. 

Ce théorème découle directement du théorème 2.1 et du théorè- 
me 2.3.4. 

TæeoremME 2.3. Soient h un isomorphisme de l'algèbre 4 sur l'al- 
gèbre 8 et g un isomorphisme de l'algèbre & sur l'algèbre €. Leur 
composition goh est alors un isomorphisme de l'algèbre 4 sur l’al- 
gèbre €. 

Démonstration. Selon le théorème 2.1 il découle de 
l'hypothèse que gch est un homomorphisme de l'algèbre 4 dans 
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l'algèbre €. Ensuite, par hypothèse À est une application injective 
de l’ensemble | # | sur | & | et g une application injective de l’en- 
semble | & | sur | € |. Selon les théorèmes 2.3.9 et 2.3.4 il s’ensuit 
que £gch est une application injective de l’ensemble | # | sur | € |. 
Donc gch est un isomorphisme de l'algèbre #4 sur l'algèbre €. O 

TH£oREME 2.4. Soit h un isomorphisme de l'algèbre 4 sur l'algèbre 
$. L'application h”! est alors un isomorphisme de l'algèbre & sur 
l'algèbre 4. 

Démonstration. Par hypothèse À est une application 
injective de l’ensemble | 4 | sur | & |. Aussi, selon le corollaire 
2.3.14, h7! est-il une application injective de | Æ | sur |.# |. 
Soient f ,; une opération principale quelconque de l’algèbre # (de rang 
m) et f 4 une opération principale appropriée de l’algèbre . Il nous 


suffit de démontrer que pour tous éléments b,, ..., bm de | # |, 
on a 


(1) h”1 (Fa (b:,  . .) bm)) — {4h (bi), + h71 (bm)). 
Cette condition est équivalente à la suivante: 
(2) h(f 4h (bi), . .., hT (bn))) = fg(b1, - + + bm). 


Or, comme par hypothèse À est un homomorphisme de l’algèbre .# 
sur #,on a 


h (f 4(RTT (b;), . . ., h7T (bm))) = fæ(h (h°7* (b;)), ... 
..., R(hk 1 (bn))) = fg (Dr, + + +; Om)r 


c'est-à-dire que (2) est vérifiée et, partant, (1) l’est aussi. Par consé- 
quent, k-* est un isomorphisme de l'algèbre & sur l'algèbre #4. O 

THEOREME 2.5. Une relation d’isomorphisme sur un ensemble quel- 
conque d'algèbres est une relation d'équivalence. 

Démonstration. Une application identique de l’algèbre # 
sur l'algèbre 4, c'est-à-dire une application k telle que k(a) = a 
quel que soit a de | # |, est apparemment un isomorphisme de l’al- 
gèbre # sur #. Selon le théorème 2.3 la relation d’isomorphisme est 
transitive. Selon le théorème 2.4 la relation d'isomorphisme est sy- 
métrique. Donc, la relation d’isomorphisme est une relation d’équi- 
valence. O 

Sous-algèbres. Soient f une opération n-aire sur l’ensemble À 
et B un sous-ensemble non vide de l’ensemble À. En accord avec la 
notion de restriction d'une fonction à un ensemble on dit qu’une 
opération n-aire g sur B est une restriction de l'opération f à l'en- 
semble B si 


& (O1, - - ., On) = f (b1, .- . ., b,) pour tous b,, ..., b, de B. 


En particulier, une opération à aucune place g sur B ést une restric- 
e 9 ? Q « « o 
tion de l'opération à aucune place f sur À à l’ensemble B, si 
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g = }, c'est-à-dire si get ÿ séparent un même élément respectivement 
dans B et A4. La restriction de l'opération ÿ par l’ensemble B sera 
désignée par le symbole } | B. 

Soient 4 = (4, Q)et # = (B, Q’) des algèbres du même type. 

DeriniTion. L'algèbre # est appelée sous-algèbre d'une algèbre du 
même type # si B CA et l'application identique de l'ensemble B 
dans À est un monomorphisme de l'algèbre & dans l'algèbre 4, 
c'est-à-dire pour chaque opération principale f 3 de l'algèbre & on a 


18 (bi; . bm) _— Î #(b1 . Dm) 
pour tous b;,, ..., bm de B, 


où m est le rangl de l'opération f ;, tandis que ÿ 3 est l'opération prin- 
cipale de l'algèbre & correspondant à f ;. 

Rappelons que par application identique de l’ensemble B dans À 
on entend une application = telle que À (h) = b quel que soit l’élé- 
ment b de B. 

On montre sans peine que la définition de la sous-algèbre donnée 
plus haut est équivalente à l’énoncé suivant: l'algèbre & est appe- 
lée sous-algèbre de l'algèbre du même type # si B & À et chaque 
opération principale f3 de l'algèbre & est une restriction de l'opé- 
ration correspondante f , de l'algèbre #4 à l'ensemble B. 

La notation & -3 4 signifie que l'algèbre Æ est une sous-al- 
gèbre de l'algèbre .4. 

Soient «#4 — (A, Q) une algèbre et B & À. 

DEFINITION. Un sous-ensemble B de l’ensemble | #4 | est dit clos 
dans l'algèbre 4 si B est clos relativement à chaque opération prin- 
cipale ÿ ,; de l’algèbre #4, c'est-à-dire si l'on a 


(1) (01, - : ., bm) E B pour tous b,, ..., bm de BP, 


où m est le rang de l'opération f ,. Si f ,; est une opération à aucune 
place, la condition (1) prend la forme j ; € B. 

Il va de soi que si Z -3 4, alors l'ensemble | 3 | est clos dans 
l'algèbre 4. 

A partir des définitions fournies plus haut découle directement le 
théorème suivant. 

TH£oREME 2.6. Soient 4 — (A, f1, . .., f.) une algébre et B un 
sous-ensemble non vide de l'ensemble À clos dans l'algèbre 4. Dans 
ce cas l'algèbre 


(2) #—=(B, f11B,..., fs|B) 


est une sous-algèbre de l'algèbre 4. 

Puisque le sous-ensemble non vide B de l'ensemble | # | clos 
dans l’algèbre 4 définit de façon univoque (de manière susmention- 
née) la sous-algèbre #, on utilise pour cette sous-algèbre au lieu de 
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la notation (2) la notation 


B = (B, fi --., fs). 


Exemples. 1. Soient + et - (addition et multiplication) 
les opérations arithmétiques usuelles sur l’ensemble Z des entiers 
et N un ensemble des nombres naturels. Dans ce cas l'algèbre (N, 
+, -) est alors une sous-algèbre de l'algèbre (Z, +, -). 

2. Soit P (U) l’ensemble de tous les sous-ensembles de l’ensemble 
non vide Ü, tandis que f}, U et ” sont respectivement les opérations 
intersection, réunion et complémentation. L'algèbre ({@, U} 

U, ‘) est une sous-algèbre de l'algèbre (P (U}), fN, U, ‘}. 

TH£OREME 2.7. Si 4 est une sous-algèbre de l'algèbre # et & une 
sous-algèbre de l'algèbre €, 4 est alors une sous-algèbre de l'algèbre €. 

Démonstration. Soit #4 -3 #. Dans ce cas | 4| € 
c|æ]| et 
(1) Î 4(@ ._. Am) a J 8(@: es Am) 

pour tous &, ..., Am de | # |, 


où f 4 est une opération principale quelconque de l'algèbre .4 et m 
son rang, tandis que fg est l'opération appropriée de l'algèbre &. 
Ensuite, si 8 3€,ona|æ|cItlet 


(2) Î g(@, _. Am) == PAUTE  . Am) 
pour tous &, ..., Am de | & |, 


où le est l'opération principale de l'algèbre € correspondant à l’opé- 
ration f g. Aussi a-t-on | # | | | et en vertu de (1), (2) 


PAU ._. Am) — fee: ..., Am) 
pour tous &a;, ..., Am de | # |. 


Par conséquent, # est une sous-algèbre de l'algèbre €. CO 
TH£OREME 2.8. La relation binaire -3 (« être une sous-algèbre ») 
sur l’ensemble des sous-algèbres de l'algèbre .4 est une relation d'ordre 
non strict. 
Démonstration. Une application identique de l’ensemble 
| #4 | sur | # | est un monomorphisme de l'algèbre 4 sur #4. Par 


conséquent, # 3 £, la relation -3 est donc réflexive. En vertu du 
théorème 2.7 la relation -3 est transitive. 


Montrons que la relation -3 est antisymétrique. Admettons que 
les sous-algèbres & et @ de l’algèbre satisfont aux conditions 


(1) 7 3€e € 3 #. 
Alors |[&æ ||, |6é|<|# let, par suite, 
(2) 1SI=1€ |: 


6—-01762 


82 ALGEBRES ET SYSTEMES ALGÉBRIQUES [CH. III 


Ensuite, en vertu de (1) pour une opération principale quelconque 
fæ de l'algèbre & on a 


(3) fg(bi, . Dm) . LAUT 7 Dm) 
pour tous b,, ..., bm de | & |, 


où m est le rang de l'opération fg. En vertu de (2) et (3) on a 
(4) fæ = fç pour toute opération principale f g de l'algèbre &. 


Sur la base de (2) et (4) on conclut que & = €. Donc, la relation -3 


est antisymétrique. 
Bref, il est établi que la relation -3 est réflexive, transitive et 


antisymétrique, c'est donc une relation d'ordre non strict. 
THÉEOREME 2.9. L'intersection d'une collection quelconque de sous- 
ensembles de l’ensemble | 4 | clos dans l'algèbre Æ est un ensemble 


clos dans l'algèbre 4. 
Démonstration. Soient {C; |iEI} une collection quel- 


conque des sous-ensembles C'; de l’ensemble | # | clos dans l’algèbre 
AetC — N C;. Si C — © le théorème est vérifié car un ensemble 
vide est ces dans #. Voyons le cas où C ©. Soient f ; une opéra- 
tion principale quelconque de l'algèbre 4, m son ranget c;, ..., Cm 
des éléments quelconques de l’ensemble C. Dans ce cas 
(1) fg(crs - -., Cm) E Ci pour chaque à de I, 
vu que l’ensemble C; est clos relativement à l'opération f ;. En ver- 
tu de (1) 

Î 4 (c1, . Cm) € N C; — Ci 


c'est-à-dire que l’ensemble C est clos relativement à toutes les opé- 
rations principales de l'algèbre 4. O 

Soit # une algèbre 
(1) {4:liel} 
une collection quelconque des sous-algèbres 4; de l'algèbre ÆZ 
telle que NN | #; | soit un ensemble non vide. 

II 

DarINITION. On appelle intersection de la collection (1) des sous- 
algèbres de l'algèbre 4 la sous-algèbre & de l'algèbre 4 telle que 
| & | = nl | #1 |. 

Le bien-fondé de cette définition découle du fait que (en vertu 
du théorème 2.9) l’ensemble | & | = fN | #; | est clos dans l'al- 


il 
gèbre # et le sous-ensemble | & | non vide et clos dans l'algèbre 4 
de l’ensemble | # | (en vertu du théorème 2.6) définit de façon uni- 
que la sous-algèbre de l'algèbre #4 à ensemble de base | & |. 
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La notation # — ul Ai signifie que l'algèbre & est une in- 


tersection de la colléctiof (I) des sous-algèbres 4, de l’algèbre 4. 

Bref, si (1) est une collection quelconque des sous-algèbres de 

l'algèbre A = (À,f1, ..., fs) telle que N|£4:1- ©, l'al- 
EI 


se L' 
= (B, f11B,..., f, | B), 
où B— f | #; |, est alors l'intersection des algèbres de la col- 
il 


lection (D. 

THEOREME 2.10. Si dans l'algèbre 4 parmi les opérations principa- 
les on rencontre au moins une à aucune place, l'intersection d'une col- 
lection quelconque (non vide) des sous-algèbres de l'algèbre 4 est alors 
une sous-algèbre de l'algèbre 4. 

Démonstration. En effet, si {4, | à € 1} est une collec- 
tion quelconque des sous-algèbres de l'algèbre comportant au 
moins une opération principale à aucune place f ,, l'ensemble B — 


= | £: | est alors non vide, car il contient un élément séparé 


- 
par l'opération f 4. Dans ce cas l’ensemble B clos dans 4 définit 
(en vertu du théorème 2.6) de façon unique la sous-algèbre de l’al- 
gèbre # à ensemble de base B. Ü 

I1 s'ensuit de la définition de la sous-algèbre que pour tout en- 
semble non vide M d'éléments de l'algèbre :4 donnée, M € | 4 |, 
il existe une sous-algèbre minimale # incluant M. On constate 
sans peine qu'une telle sous-algèbre est l'intersection de toutes les 
sous-algèbres de l’algèbre #4 comportant l’ensemble M. Cette sous- 
algèbre minimale ® est dénommée sous-algèbre engendrée par l'en- 
semble M, M étant un système de génératrices de l'algèbre Z. 

Algèbre quotient. Soient # une algèbre et À une relation d’équi- 
valence sur l’ensemble | 4 |. 

DEFINITION. La relation R est appelée congruence ou congruence 
dans l'algèbre 4 si R est une congruence relativement à chaque opé- 
ration principale f , de l’algèbre 4, c'est-à-dire que pour tous é!é- 
ments @j, D, . - ., Am» Om de l’ensemble | 4 | 


A) aRb,,..., amRbm 
implique 
(2) PACT ere Am) Rf 4(b1; et Dm), 


où m est le rang de l'opération f ,. 


Soient £ — (A, Q) ure algèbre, À une congruence dans £# et 
A/R un ensemble quotient de l’ensemble À en À. Définissons sur 
l’ensemble A/R une opération m-aire f AIR correspondant à l’opéra- 


6 
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tion f 4 de Q de la façon suivante: 
(3) PT (a,/R, ..., am/R) = f g(@, - - -, am)/R 
pour tous da, .- .., Am de À. 


La définition est correcte, car, en vertu de (2), la valeur du second 
membre de (3) est indépendante du choix des éléments àa,, ..., am 
respectivement dans les classes d'équivalence a,/R, . .., am/R (voir 
démonstration du théorème 1.9). L'opération f Ar St appelée opé- 
ration associée à l'opération j {; par la congruence R. Notons Q* l’en- 
semble de toutes les opérations associées aux opérations principales 
de l'algèbre Z par congruence R, Q* — ET. | 4 € SG}. 

DEFINITION. Soient #4 = (4, @) une algèbre et R une congruence 
dans .4. L'’'algèbre (A/R. Q*) est dénommée algèbre quotient de 
l'algèbre 4 en congruence R et est notée 4/R. 

TH£OREME 2.11. Soit R une congruence dans l'algèbre 4. L'appli- 
cation h de l'ensemble | 4 | dans | .4 |/R est alors telle que 


(1) (a) = a/R pour tout a de | 4 | 
est un homomorphisme de l'algèbre 4 sur l'algèbre quotient .4/R. 
Démonstration. Il s'ensuit de (1) que À est une appli- 
cation de | 4 | sur | # |/R. Il est nécessaire de montrer que h res- 
pecte toutes les opérations principales de l'algèbre #. Soient f ; une 
opération principale quelconque de l'algèbre 4 et f 4,, l'opération 
principale associée de l’algèbre quotient £/R. Alors, en vertu de (1), 
pour tous &, ..., 4m de |.#|, on a 


hk (f (a ET Am)) <= Î (a; ET Am)/R = 
= ET. (a,/R, ..., am/R) = 
== PT. (A (&), ..., À (am)); 
où m est le rang de l'opération f 4. Par conséquent, À est un homo- 
morphisme de l'algèbre ,4 sur l'algèbre quotient £/R. O 
Notons que l’homomorphisme À défini à l’aide de (1) est appelé 
homomorphisme naturel de l’algèbre 4 sur l'algèbre quotient #/R. 
TH£oOREME 2.12. Soient h un homomorphisme de l'algèbre 4 dans 
l'algèbre $ et R une telle relation binaire sur | #4 | que pour tous a, 
b de | #4 |, on ait 


(1)  aRb si et seulement si h (a) = h (b). 


Dans ce cas R est une congruence dans l'algèbre 4. 
Démonstration. La relation R est une équivalence 
d'application » et, en vertu du théorème 2.4.4, c'est une relation 
d'équivalence sur | 4 |. 
Soient f,, une opération principale quelconque (de rang m) de 
l'algèbre .4 et f& l'opération principale correspondante de l'algèbre 
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. En vertu de (1), pour tous a, b,, ..., 4m; Om de l’ensemble 
| # | de 

(2) a Rb,,..., amRbm 

s'ensuivent les égalités 

(3) Ra) = h (b;), . .., k (am) — h (bm). 


Supposons que les éléments a;, b,, . .., 4m, bm Vérifient les condi- 
tions (2) et, partant, les conditions (3). Alors, puisque h est un ho- 
momorphisme de # dans ®, on a 


h (fe (@, -.., am)) = fg (R(&), ..., k (am)) = 
= fg (h (bi), -.., k (bn)) — 
= h (4 (us «+ bm)). 

Donc de (2) s'ensuit l'égalité 

R (fu (aus - - -, Gm)) = R (f 4 (bis - : ., Pm)). 
De là, par définition de RÀ, il vient 
(4) fe (aus - +, Am) Rf 4 (b13 + + +; Om). 


Bref, pour tous éléments a,, b,, ..., am, bm de l’ensemble | #4 | de 
(2) s'ensuit (4). Par conséquent, R est une congruence dans £#. CO 


Exercices 


1. Soient +, - des opérations banales d’addition et de multiplication 
sur l’ensemble N des nombres naturels et k l'application de l’ensemble N dans 
N telle que À (r) = 2* pour tout x de N. Démontrer que k est un homomorphisme 
de l’algèbre (N, +) dans l'algèbre (N, -). 

2. Soient + et - des opérations banales d'addition et de multiplication sur 
l’ensemble R des nombres réels et a un nombre réel positif fixé. Soit À l'appli- 
cation de R dans KR telle que À (r) — a* pour tout z de R. Démontrer que À 
est un homomorphisme de l'algèbre (R, À dans l'algèbre (R, -). 

3. Soit k un homomorphisme de l'algèbre (4, f) sur ‘algèbre (B, g), 
où f et g sont des opérations binaires. Démontrer que: 

(a) si l'opération f est commutative, l'opération g l’est également; 

(b) si l'opération f est associative, l’opération g l'est également ; 

(c) si e est un élément neutre relativement à l'opération f, f (e) est un élé- 
ment neutre relativement à l'opération £; 

(d) si l'élément z est symétrisable relativement à l'opération f, l'élément 
f (x) est symétrisable relativement à l'opération g; si les eléments x et x’ sont 
mutuellement symétriques relativement à l’opération f, les éléments f (r) et 
f (x) sont alors mutuellement symétriques relativement à l’opération g. 

4. Soient N un ensemble des nombres naturels et B — {2*| x € N}. Soit 
h l'application de l’algèbre (N, +) sur l'algèbre (B, -) telle que pour tout 
z de N se vérifie l’égalité h (x) = 2*. Montrer que À est un isomorphisme. 

5. Soient R un ensemble des nombres réels, R* un ensemble des nombres 
réels positifs, a un nombre réel positif autre que un. Soit h l'application de 
l’algèbre (R, +) dans l'algèbre (R%, -) telle que hk (x) = a* pour chaque z 
de R. Démontrer que h est un isomorphisme. 
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6. Soient f un monomorphisme de l'algèbre .# dans 8 et g un monomor- 
phisme de l'algèbre 8 dans l'algèbre €. Démontrer que la composition go f 
est un monomorphisme de l'algèbre .# dans l'algèbre €. 

7. Fournir un exemple d'’algèbre .# et de relation d'équivalence R sur 
| #Æ# | qui ne soit pas une congruence dans l'alrèbre .#. 

8. Soit k un homomorphisme de l'algèbre .# dans l’algèbre 8. Démontrer 
que l’ensemble Im | .# | (image homomorphe de l'ensemble de base de l'algèbre 
Æ) est clos dans l'algèbre .8 


9. Soit À un homomorphisme de l'algèbre .# dans l'algèbre 8. Démontrer 
que l’alzèbre 
(Cr tal En ._. fe | €), 


où € — Iml.#|, est une sous-algèbre de l'algèbre 8 = (8, fi, . .., fs). 
Cette algèbre est appelée image homomorphe de l'algèbre .# avec homomorphisme 
h. 


10. Soit k un homomorphisme de l’algèbre .# dans l’algèbre 8. Démontrer 
que + HHAGe homomorphe de l'algèbre .# avec cet homomorphisme est iso- 


morphe à l’algèbre quotient #/R, où R est une congruence engendrée par l’ho- 
momorphisme h 


11. Démontrer que tout homomorphisme h de Un et # sur l'algèbre 8 
est une composition de l'homomorphisme naturel de l'algèbre .# sur son algèbre 
quotient et de l’isomorphisme de cette algèbre quotient sur l'algèbre .#. 


$ 3. Groupes 


Notion de groupe. Cette notion est un cas particulier d’algèbres 
qui joue un rôle important en mathématiques théoriques et appli- 
quées. 

DEriNiTION. L'algèbre & — (G, +, ‘) du type (2, 1) est appelée 
groupe si ses opérations principales vérifient les conditions (axio- 
mes) : 

(1) l'opération binaire + est associative, c’est-à-dire pour tous 
éléments a, b,cde Gas(bsc) =(asb).c; 

(2) il y a dans G un élément neutre à droite relativement à l’opé- 
ration », c’est-à-dire un tel élément e pour lequel a « e = a quel que 
soit a de G; 

(3) pour tout élément a de G on a l'égalité as a’ = e. 

Ainsi, le groupe est un ensemble non vide muni de deux opéra- 
tions : une opération binaire + et une opération singulaire ”. L’opé- 
ration binaire est associative et comporte un élément neutre à droi- 
te, tandis que l'opération singulaire est une opération de passage à 
l'élément symétrique à droite relativement à l’opération binaire et, 
par suite, chaque élément du groupe comporte un élément symétri- 
que à droite relativement à l'opération binaire du groupe s. 

DEFINITION. Un groupe % = (G,e, ‘’) est dit abélien ou commuta- 
tif si l'opération binaire du groupe « est commutative, c’est-à-dire 
si pour tous a, bde Gasb=bs a. 

DEFINITION. On appelle ordre du groupe $ = (G, +, ‘) le nombre 
d'éléments de l’ensemble de base G du groupe lorsque G est fini. Si G 
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est un ensemble infini, le groupe & est dénommé groupe d'ordre 
infini. 

En étudiant les groupes on utilise habituellement pour les opé- 
rations principales du groupe des notations additive ou multipli- 
cative. Avec l'utilisation de la notation multiplicative l'opération 
binaire du groupe est appelée multiplication et l'on écrit a-b (ou 
ab) au lieu de a » b en appelant l'élément a-b produit des éléments 
a et b. L'élément symétrique de a noté a”! est appelé inverse de l'élé- 
ment a. L'élément neutre par rapport à la multiplication est notée, 
1 ou 14 et on l'appelle élément unitaire ou unité du groupe. Dans la 
notation multiplicative la définition susmentionnée du groupe s’énon- 
ce de la façon suivante. 

L'algèbre % — (G, -, -!) du type (2, 1) est appelée groupe si 
ses opérations principales vérifient les conditions: 

(1) l'opération binaire - est associative, c’est-à-dire pour tous 
éléments a, b, c de G se vérifie l'égalité a-(b-c) — (a-b)-c; 

(2) il y a dans G une unité droite, c'est-à-dire un élément e tel 
que a-e = a pour tout élément a de G; 

(3) pour tout élément a de G on a l'égalité a-a”! = e. 

La notion de puissance naturelle a" de l’élément a d’un groupe 
multiplicatif (G, -, -!) se définit de la façon suivante: 


d=e, a"=a.a... a pour nr € N\X{0}. 

Dans une notation additive l’opération binaire du groupe est 
appelée addition et l’on écrit a + b au lieu de axb en appelant 
l'élément a + b somme des éléments a et b. L'élément symétrique de 
l'élément a est noté (—a) et s'appelle élément opposé de a. L'élément 
neutre par rapport à l’addition est désigné par le symbole 0 ou 0 


et est appelé élément zéro ou zéro du groupe. En écriture additive la 
définition du groupe est formulée de la façon suivante. 

L'algèbre  —= (G, +, —) du type (2, 1) est dénommée groupe 
si ses opérations principales vérifient les conditions: 

(1) l'opération binaire + est associative, c'est-à-dire que pour 
tous éléments a, b, cd Gonaa+(b+c)={(a+b)+c; 

(2) il y a dans G un zéro à droite, c’est-à-dire un élément 0 tel 
que a + 0 = a pour tout élément a de G; 

(3) pour tout élément a de G a + (—a) = 0. 

Exemples de groupes. 1. Soit Q l’ensemble de tous les nombres 
rationnels avec une addition banale et une opération singulaire —, 
opération de passage du nombre a au nombre opposé (—a). L'al- 
gèbre @& = (Q, +, —) du type (2, 1) est un groupe. Il est dit groupe 
additif des nombres rationnels. 

2. Soit Q* l’ensemble de tous les nombres rationnels autres 
que zéro avec multiplication banale et opération singulaire “!, 
opération de passage du nombre a au nombre inverse a-!. L’algèbre 


88 ALGEBRES ET SYSTÊMES ALGÉBRIQUES [CH. III 


G@* = (Q*, -, !) est un groupe. Ce groupe est appelé groupe 
multiplicatif 4e nombres rationnels. 

3. Soient R l’ensemble de tous les nombres réels avec addition 
banale et opération singulaire associant à chaque nombre réel r le 
nombre opposé —r. L'’algèbre #4 — (R, +, —) est un groupe. Il 
s'appelle groupe additif des nombres réels. 

4. Soient R* l’ensemble de tous les nombres réels autres que zéro 
avec multiplication banale et opération singulaire -! qui associe à 
chaque nombre r différent de zéro son inverse r-!. L’algèbre #* — 
— (R*, :, -l) est un groupe. Ce groupe est appelé groupe multipli- 
catif des nombres réels. 

5. Soit S, une collection de toutes les permutations de l’ensemble 
M = {1,..., n}, c'est-à-dire une collection d'applications injecti- 
ves de cet ensemble sur lui-même. Soient #,— (S,, +, “!) une al- 
gèbre avec une opération binaire + (composition d'applications) 
et une opération singulaire -! associant la fonction f de S, à sa fonc- 
tion inverse f-!. Cette algèbre est un groupe. En effet, suivant le 
théorème 2.3.10 une composition de deux permutations quelconques 
de l’ensemble M est une permutation de cet ensemble. Selon le théo- 
rème 2.3.5 une composition de permutations est associative. Une 
permutation identique ix est un élément neutre relativement à une 
composition de permutations. Pour toute permutation ÿ de l’en- 
semble M fof-! — iy. Ce groupe est dénommé groupe symétrique 
des permutations d'indice n; il possède l’ordre n! et n’est pas commu- 
tatif pour n > 2. 

6. Soit G l’ensemble de tous les vecteurs d’un plan donné avec 
l'opération banale + d’addition des vecteurs et l’opération singu- 
laire — associant chaque vecteur v à son opposé (—v). L'algèbre 
(G, +, —) est un groupe. Ce groupe est appelé groupe additif des 
da a du plan. 

Considérons l’ensemble G de toutes les rotations du plan au- 
— d'un point donné ©. Une rotation du plan est assimilée à une 
transformation du plan, c’est-à-dire à une application injective du 
plan sur lui-même. Deux rotations d’angles & et B sont dites coïnci- 
dentes si & — B — 2n1x, où r est un entier. La composition œ ° Ÿ 
de deux rotations 1 et respectivement d'’angles & et B est une rota- 
tion d'angle &« + f. Si est une rotation d'angle &, 1”! est une rota- 
tion d'angle (—«). L’algèbre (G, +, -!)est un groupe. Il est dénomme 
groupe de rotations du plan autour du point donné. 

8. Soit À, un ensemble composé de n rotations d’un plan donné 
d’angles 2kn/n, k — 0, 1, ..., n — 1, autour d’un point © fixe, 
constituant une application d’un polygone régulier à r angles de 
centre au point O sur lui-même. L'algèbre (H,, +, -!) est un groupe. 
Il est appelé groupe de rotation. d’un polygone régulier à n angles. 

9. Considérons un ensemble G de toutes les rotations d'un espace 
autour du point O. constituant une application d’un corps régulier 
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donné (tétraèdre, cube, icosaèdre, dodécaëèdre) de centre au point O 
sur lui même. L’algèbre (G, +, !) est un groupe. Il est appelé grou- 
pe de rotations (autocoïncidences) du corps régulier donné. 

Propriétés élémentaires du groupe. On utilisera plus loin la no- 
tation multiplicative pour les opérations du groupe. 

PROPRIETE 3.1. Pour tout élément a du groupe a”'a = e, c'est-à- 
dire l'inverse à droite de a est également un inverse à gauche. 

Démonstration. Du deuxième et du troisième axiomes 
du groupe il s'ensuit que 


al = ale = a”! (aa!) = (a”!a) a”. 
En vertu des axiomes du groupe on en déduit les égalités 
a-ta = (a-ta) e = (a-ta) (at (a-1)-1) = ((a-ta) a”) (at)? = 
= a"l(a-!)-l — e, c'est-à-dire a7la = e. [ 


Prorrisre 3.2. Pour chaque élément a du groupe l'élément a”! est 
l'unique élément inverse. Chaque élément a du groupe possède un élé- 
ment inverse unique à droite et un élément inverse unique à gauche, les 
deux coïncidant avec a”. 

Cette propriété découle directement de la définition de l’élé- 
ment inverse, de la propriété 3.1, du théorème 1.4 et du corollaire 1.5 
de ce dernier. 

PropPri£Te 3.3. Pour tout élément a du groupe ea = a, c'est-à-dire 
que l'unité droite est également une unité gauche. 

Démonstration. À partir des axiomes du groupe et de 
la propriété 3.1. il s'ensuit que 


ea — (aa!) a = a (a”!a) = ae = a, c'est-à-dire ea = a. [ 


ProPRI£TE 3.4. L'élément e du groupe est l'unique élément unité 
du groupe. C’est également l'unique élément unité droite et unité gau- 
che du groupe. 

Cette propriété découle directement de la définition des éléments 
unités, de la propriété 3.3, du théorème 1.1 et du corollaire 1.2 de 
ce dernier. 

ProrrigrTe 3.5. Pour tous éléments a, b du groupe chacune des 
équations ax = b et ya = b relativement aux variables x et y possède 
dans le groupe une solution unique. 

Démonstration. L'élément a-'b est la solution de l'équa- 
tion ax = b, car a (a-!b) — (aa!) b = eb = b. D'autre part, si c 
est une solution arbitraire de l'équation ax — bd, on a © == ec = 
— (a-la) c — a”! (ac) — ab. Par conséquent, l'élément a7!b est 
l'unique solution de la première équation. On démontre de façon 
analogue que l'élément ba”! est l'unique solution de la seconde équa- 
tion. ( 
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ProPrI£TE 3.6 (règle de simplification). Pour tous éléments a, b, c 
du groupe de ac = bc s'ensuit a = b et de ca = cb a = b. 

Démonstration. Si ac = bc, a et b sont les solutions de 
l'équation yc — bc. De la propriété 3.3 on déduit que a = b. On 
démontre de façon analogue que de ca = cb s'ensuit a = b. [] 

ProPRIeTE 3.7. Pour tous éléments a, b, c du groupe il s'ensuit de 
ab = a que b=ee dd ca=aquec—=e. 

Démonstration. Si ab = a, on a ab = ae. Selon la règle 
de simplification de ab = ae s'ensuit b = e. De façon analogue de 
ca = a on déduit que ca = eaetc=e. [] 

ProPrietTe 3.8. L'élément a est dans le groupe l'inverse de a”, 
c'est-à-dire que (a!) = a. 

Démonstration. D'après le troisième axiome du groupe 
(a”1) (a-1)-1 = e. Selon la propriété 3.1 a-la = e. Donc, a”! (a-!)-1 = 
— a”la. Selon la règle de simplification il s'ensuit l'égalité (a?) = 
= 4. 

PROPRIETE 3.9. Pour tous éléments a, b du groupe de ab = e s'en- 
suit b = a”tet a = b”1. 

Cette propriété découle directement de la définition de l’élément 
inverse et de la propriété 3.2. 

Homomorphismes des groupes. En accord avec la définition de 
l'homomorphisme des algèbres ainsi qu'avec le fait que les groupes 
sont un cas particulier des algèbres formulons les définitions sui- 
vantes. 

Soient & — (G, -, “!) et %£ — (H, +, “!) des groupes multipli- 
catifs. 

On dit que l'application k de l’ensemble G dans H respecte les 
opérations principales du groupe & si sont satisfaites les conditions: 


(1) (ab) = h(a)ohk(b) pour tous a, b de G; 
(2) ka! = (h (a)! pour tout a de G. 


DEriNiTION. On appelle komomorphisme du groupe $ dans (sur) le 
groupe <£ toute application de l’ensemble G dans (sur) À respectant 
les opérations principales du groupe &. L’homomorphisme du grou- 
pe & sur £ est appelé épimorphisme. 

DeriniTion. On appelle isomorphisme tout homomorphisme À du 
groupe & sur le groupe -£ si h est une application injective de l’en- 
semble G sur H. Les groupes & et £ sont dits isomorphes s’il y a 
isomorphisme du groupe & sur -<Z. 

La notation & æ £ signifie que les groupes & et 4£ sont iso- 
morphes. 

DeriniTion. On appelle monomorphisme ou injection l'homomor- 
phisme k du groupe & dans le groupe 5£ si h est une application i injec- 
tive de l’ensemble G dans #7. 
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DeriNiTIox. On appelle endomorphisme du groupe & l’homomor- 
phisme de & dans lui-même. L’isomorphisme de & sur lui-même est 
appelé automorphisme du groupe %. 

Ainsi, par exemple, est un automorphisme une application iden- 
tique du groupe sur lui-même. 

TH£OREME 3.1. Si l'application h du groupe % = (G, -, “}) dans 
le groupe ÿ£ = (H,°o, “!) respecte l'opération binaire du groupe $%, 
c'est-à-dire si 


(4) hab) = hk(a)oh (b) pour tous a, b de G, 


alors h transforme l'unité du groupe Ÿ en l'unité du groupe S£ et 
constitue un homomorphisme. 

Démonstration. Soient e l'unité du groupe & et e” = 
= h (e). En vertu de (1), k(e-e) = h(e)oh (e) = h (e), c'est-à-dire 
que e’ce’ = e’. De là, en raison de la propriété 3.7, il s'ensuit que 
e” est une unité du groupe SZ. 

Soit a un élément quelconque du groupe &. En vertu de (1), de 
a-a”!t = e s'ensuit hk (a)ohk (a-!) —e’. Selon la propriété 3.9 on 
obtient 


(2) hk(a-!) = (h (a))-! pour tout a de G. 


Sur la base de (1) et (2) on conclut que À est un homomorphisme du 
groupe & dans &. OC 

THÉOREME 3.2. Sur un ensemble de groupes quelconque la relation 
d'isomorphisme est réflexive, transitive et symétrique, c'est-à-dire est 
une relation d'équivalence. 

Ce théorème découle directement du théorème 2.5. 

Exemples. 1. Considérons un ensemble Q* de tous les 
nombres rationnels autres que zéro et G* — (Q*, -, -!) constituant 
un groupe multiplicatif des nombres rationnels. Soient Q+ l’ensemble 
de tous les nombres rationnels positifs et @+ = (Q+, :, !) un grou- 
pe multiplicatif des nombres rationnels positifs. L'application À 
de l’ensemble Q* sur Q+ définie par la formule k (a) = | a | pour 
chaque a de Q*, où | a | est la valeur absolue du nombre a, respecte 
les opérations principales du groupe G*. En effet, pour tous a, b 
de Q* se vérifient les égalités | ab | = [a ||blet [a-!| = |a |”. 
Par conséquent, l’application À est un homomorphisme du groupe 
G* sur (£+. 

2. Considérons un ensemble KR, de tous les nombres réels positifs 
et + —= (R+,:, "!) constituant un groupe multiplicatif des nombres 
réels positifs. Soient R l’ensemble de tous les nombres réels et % — 
— (R, +, —) le groupe additif des nombres réels. Voyons l’appli- 
cation /: R; — KR définie par la formule f (x) = log x. La fonction f 
est une application injective de l’ensemble R;, sur R qui respecte les 
opérations principales du groupe .Æ+. En effet, pour tous z, y de R+ 


log (xy) = log zx + logy, log (x!) = —log x. 
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Par conséquent, f est un isomorphisme du groupe #, sur le grou- 
pe .#. 

3. Considérons l’application g de l’ensemble R sur KR} définie 
par la formule g (x) = 2*. L'application g est une application injec- 
tive de R sur R. et elle respecte les opérations principales du groupe 
additif # — (R, +, —), car 2*+ = 272 et 2* = (2*)-1, Donc, £g 
est un isomorphisme du groupe additif .Z sur le groupe multiplicatif 
À + = (R, ° : ). 

Sous-groupes. Considérons le groupe & = (G, -, “!). 

DEFINITION. On appelle sous-groupe du groupe toute sous-al- 
gèbre de ce groupe. 

De manière plus détaillée, en fonction de la définition de la sous- 
algèbre, la définition du sous-groupe peut être énoncée de la façon 
suivante. 

L'algèbre  — (H, ©, “!) du type (2, 1) est appelée sous-groupe 
du groupe # — (G, -, “!) si H &G et si l'application identique de 
l'ensemble H dans G est un monomorphisme de l’algèbre $£ dans Y, 
c'est-à-dire si sont satisfaites les conditions: 


(1) aO©b = a-b pour tous a, b de W; 
(2) a-! = a”! pour tout a de H. 


La notation 4 -3 & signifie que l'algèbre S£ est un sous-groupe 
du groupe & 

Si S£ 3 Y, alors de la définition du sous-groupe il s'ensuit que 
l’ensemble À est clos dans le groupe # et, par suite, l'application 
de toute opération principale du groupe & aux éléments de X aboutit 
de nouveau à l’élément de Æ. En outre, en vertu des conditions (1) 
et (2) chacune des opérations principales de l'algèbre $£ est une res- 
triction de l'opération principale correspondante du groupe & à 
l'ensemble A. 

TH£OREME 3.3. Tout sous-groupe du groupe est un groupe. L'élé- 
ment neutre du groupe est l'élément neutre de son sous-groupe quelconque. 

Démonstration. Soient 4 — (H, ©, “!) un sous-groupe 
du groupe multiplicatif # — (G, -, -!) et e l'élément neutre du 
groupe #. 

L'opération binaire © de l'algèbre ;£ est associative, car, en 
vertu de (1), pour tous a, b, cde H,ona 

a O(bOc) = a-(b-c) = (a-b)-c = (a © b) O c. 

L'élément e appartient à À}, car, en vertu de (1) et (2), pour tout 
adeH,onae—=a-a"! = a © a”!'€ H. En vertu de (1), pour tout a 
de À se vérifient les égalités a © e = a-e = a, c'est-à-dire que e 
est un élément neutre à droite relativement à l'opération ©. 

En vertu de (2), pour tout a de H on obtient a © a"! = a-a-'=e, 
c'est-à-dire que a © a”! = e. Par conséquent, l'algèbre &£ est un 
groupe et e est son élément neutre. [ 
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Soient & — (G, -, “!) un groupe multiplicatif et À un sous- 
ensemble non vide de l’ensemble G fermé relativement aux opérations 
principales du groupe &. Soient © et “! les restrictions des opéra- 
tions principales du groupe & à l’ensemble À, autrement dit 


a © b = a-b pour tous a, b de À; 
a”! — a”! pour tout a de À. 


Alors, suivant le théorème 2.6 et 3.3 l’algèbre 
(3) 4 — (4, ©, ) 


est un sous-groupe du groupe &. Donc, le sous-groupe #4 du grou- 
pe # est défini de façon univoque par le sous-ensemble non vide À 
clos dans &. Aussi au lieu de la notation (3) écrit-on: « sous-grou- 
pe # — (A, +, “')»et lit-on: « l’ensemble À est un sous-groupe du 
groupe £& par rapport aux opérations - et “!l». 

TH£ÉOREME 3.4. La relation binaire -3 (« appartenir à un sous- 
groupe ») sur l’ensemble des sous-groupes du groupe donné est réflexive, 
transitive et antisymétrique et, partant. c'est une relation d'ordre non 
strict. 

Ce théorème est un cas particulier du théorème 2.8. 

TH£OREME 3.5. Une intersection d'une collection arbitraire (non 
vide) de sous-groupes du groupe Ÿ est un sous-groupe du groupe #. 

Ce théorème découle directement du théorème 3.3. 

I1 s'ensuit du théorème 3.6 que pour tout ensemble Af d'éléments 
du groupe # il existe un sous-groupe minimal £ contenant M. Il 
est facile de voir que “# est une intersection de tous les sous-groupes 
du groupe & contenant M. Ce sous-groupe minimal 5? est dénommé 
sous-groupe engendré par l'ensemble M, tandis que M est appelé 
ensemble de génératrices ou système de génératrices du groupe 4. 

DEFINITION. Un groupe est dit cyclique s’il est engendré par un 
seul élément (ensemble à un élément). 

Exemples. 1. Considérons un groupe additif .#+ — 
= (R, +, —) des nombres réels. L'ensemble Q des nombres ration- 
nels est un sous-ensemble de l’ensemble KR qui est fermé aux 
opérations principales du groupe .#+. Donc, l’algèbre (@ = 
= (Q, +, —), groupe additif des nombres rationnels, est un sous- 
groupe du groupe # +. 

2. Considérons un groupe multiplicatif #* — (R*, +, -!) des 
nombres réels. L'ensemble Q* des nombres rationnels différents de 
zéro est un sous-ensemble de l’ensemble R* fermé aux opérations 
principales du groupe Æ*. Donc, l'algèbre @* = (Q*, :, -!), 
groupe multiplicatif des nombres rationnels, est un sous-groupe 
du groupe Z*. 

3. Soient & — (G, -, -!) un groupe de rotations du plan autour 
du point donné O et H, un ensemble composé de n rotations du plan 
autour du point © constituant une application d’un polygone régu- 
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lier à nr angles de centre O sur lui-même. L’ensemble Æ, est clos 
par rapport aux opérations principales du groupe #. Donc, l’al- 
gèbre 1 = (Hh,°, “1}), groupe de rotations d’un polygone régulier 


» 


à n angles, est un sous-groupe du groupe &. 


Exercices 


1. Elucider si les' ensembles des nombres rationnels suivants sont clos 
Fun aux opérations principales du groupe additif des nombres ration- 
nels: 

(a) l’ensemble de tous les entiers; 

(b) l’ensemble de tous les nombres naturels; 

tc) l'ensemble de tous les entiers pairs; 

(d) l’ensemble de tous les entiers multiples de l’entier donné »: 

(e) l’ensemble de tous les entiers impairs; 

(P) l’ensemble de tous les nombres rationnels à dénominateurs impairs; 

(g) l’ensemble de tous les nombres rationnels à dénominateurs pairs. 

2. Elucider si les ensembles des nombres rationnels suivants sont clos par 
rapport aux opérations principales du groupe multiplicatif des nombres ration- 
nels: 

(a) l’ensemble {1, —1}; 

(b) l’ensemble de tous les nombres autres que zéro à dénominateurs pairs; 

(c) l'ensemble de tous les nombres rationnels autres que zéro à dénomi-. 
nateurs impairs ; 

(d) l'ensemble de toutes les puissances entières du nombre 2: 

(e) l'ensemble {p7 | nr entier}, où p est un nombre premier. 

3. Former la table de multiplication pour les éléments des groupes sui- 
vants: 

(a) le groupe de rotations d’un triangle équilatéral; 

(b) le groupe de rotations d'un carré; 

(c) le groupe de rotations d’un pentagone régulier; 

(d) le groupe additif des classes résiduelles modulo 5; 

(e) le groupe multiplicatif des classes résiduelles modulo 5, constituant 
des nombres premiers avec 5; 

(f) le groupe de toutes les symétries du losange : 

(g) le groupe de toutes les symétries d’un triangle équilatéral ; 

(h) le groupe symétrique des permutations de troisième degré; 

(i) le groupe des symétries d'un rectangle qui ne soit pas un carré; 

(j) le groupe de toutes les symétries d'un carré. 

4. Démontrer par récurrence que l’ordre du groupe symétrique des per- 
mutations de degré n et n! 

5. Démontrer que si a° = e (e étant l'élément unité du groupe) pour tout 
élément à du groupe multiplicatif, alors le groupe est abélien. 

6. Soient g et k les éléments du groupe multiplicatif 4. Déterminons la 
puissance à exposant négatif: a = (a-!}n. Démontrer que pour tous nombres 
m et n: 


(a) Gr = (g9)7; 
D) ere = 7, 
(c) (en) = gr; 
(d) (g-h}M = gM.hM si $ est un groupe abélien. 
ve Démontrer que tout groupe à quatre ou moins d'éléments est un groupe 
abélien. 


8. Montrer que tout groupe à trois éléments est cyclique. Démontrer que 
tous deux groupes comportant trois éléments chacun sont isomorphes. 
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9. Soient $ un Éroupe abélien additif et r un entier. Montrer que l'appli- 
cation x > nr est un endomorphisme du groupe %. 

10. Montrer que l'application z+-+ 3% est un isomorphisme du groupe addi- 
tif des nombres réels sur un groupe multiplicatif des nombres réels positifs. 

11. Démontrer que le groupe nie des permutations à trois éléments 
est isomorphe au groupe des symétries du triangle équilatéral. 

12. Démontrer que le groupe des rotations du carré n'est pas isomorphe 
au groupe des symétries du losange. 

13. Considérer un groupe abélien multiplicatif %. Montrer que l’appli- 
cation x->zx-l est un automorphisme du groupe %. 

14. Démontrer que le groupe des symétries d’un tétraèdre régulier est iso- 
morphe au groupe symétrique des permutations à quatre éléments. 

15. Démontrer qu'une algèbre isomorphe au groupe est un groupe. 


$ 4. Anneaux 


Notion d’anneau. Les anneaux comme les groupes sont un cas 
particulier fort important des algèbres. 

Deriniriox. On appelle anneau une algèbre Æ# — (K, +, —, -,1) 
du type (2, 1, 2, 0) dont les opérations principales vérifient les 
conditions suivantes: 

(4) l’algèbre (X, +, —) est un groupe abélien; 

(2) l’algébre (X, -, 1) est un monoïde; 

(3) la multiplication est distributive par rapport à l'addition, 
c'est-à-dire pour tous éléments a, b, c de K 


(a + bj-c = acc + b-c, c:(a + b) = c-a + c'b. 


L'ensemble de base À de l’anneau # est également noté | # |. 
Les éléments de l’ensemble Æ sont appelés éléments de l'anneau &#. 
DeriniTioN. Le groupe (À, +, —) est appelé groupe additi} de 
l'anneau ‘#". Le zéro de ce groupe. c'est-à-dire l'élément neutre par 
apport à l’addition, est dénommé :éro de l'anneau et est noté 0 ou 
À 
DEFINITION. Un monoïde (Æ, -. 1) est appelé monoïde multipli- 
catif de l'anneau . L'élément 1 noté également 14: constituant un 
élément neutre par rapport à la multiplication est appelé unité de 
l'anneau &. 
L'anneau “# est dit commutatif si a-b — b-a pour tous éléments 
a, b de l'anneau. L'’anneau # est dit nul si | # | = {0%}. 
DeriNiTiox. Un anneau ‘# est appelé domaine d'intégrité s'il est 
commutatif, 0 1% et pour tous a, b € K de a-b — 0 s'ensuit 
= 0 ou b = 0. 
DeriniTiox. Les éléments a et b de l’anneau ## sont appelés 
diviseurs de zéro, si a Æ 0, b 0 et ab = 0 ou ba = 0. 
Remarquons que tout domaine d'intégrité ne comporte pas de 
diviseurs de zéro. 
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Exemples. 1. Soit Q un ensemble de tous les nombres ra- 
tionnels et 


QIV 21:={a+bV2la, EE Q}. 
L'algèbre 
G [Y 21 = (Q IV 21, +) Ts ‘5 1) 


du type (2, 1, 2, 0), où +, - sont des opérations banales d'addition 
et de multiplication des nombres réels et — une opération singulaire 
de passage du nombre donné à son opposé, est un anneau commutatif. 
2. Considérons un ensemble Æ de toutes les fonctions réelles dé- 
finies sur l’ensemble R des nombres réels. La somme f + £g, le pro- 
duit f-g. la fonction (—f) et la fonction unitaire 1 se définissent com- 
me habituellement, à savoir: 
+ 8) (x) = f(x) + &g (x); 
G-8) (2) = f ()-8 (x); 
(—f) () = —f (à); 
1 (x) = 1. 
Une vérification directe montre que l'algèbre (A, +, —, -, 1) est 
un anneau commutatif. 


3. Considérons un anneau quelconque &# — (K, +, —, +, 1). 
Le tableau de la forme 


a db 

c d|' 
où a, b, c, d sont des éléments de X, est appelé matrice carrée d'ordre 
deux sur :# ou matrice 2 X 2 sur #. L'ensemble de toutes les 


matrices 2 X 2 sur # sera noté Æ°*°. Introduisons sur cet ensemble 
la relation d'égalité. Les matrices 


a b e f 
et 
c d g À 
sont dites égales et l’on écrit 
k b e 
c di |g k 
si a—e, b=$f, c—g, d=h. 


Les matrices 


oi] lool 
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sont dites matrice unité et matrice nulle respectivement. Sur l’en- 
semble des matrices 2 X 2 sur &Æ£ les opérations d'addition, de mul- 
tiplication et l'opération singulaire sont définies de la façon sui- 
vante : 


a b k : a+a, b+ #4 
c d Lo C£ d, Si c+cC: d+d: . 
a b — a 4 
le di |[—ce —d\' 
a A ke b, aa; + bc: ab, + bd, 
c d|'Îcy dl |lcatdc, cb+dd,| 
On vérifie directement que l’algèbre (K?*°, +, —) est un groupe 
abélien, l’algèbre (K?*?, -, 7) un monoïde et le produit des matrices 
est distributif par rapport à l’addition. Par conséquent, l'algèbre 
(K°*°, +, —, -, I) est un anneau qui de plus n’est pas commutatif. 
Cet anneau est appelé anneau des matrices 2 X 2 sur # et l'on le 
désigne par le symbole #?**. 
Propriétés élémentaires de l’anneau. Soit Æ un anneau. Vu que 
l'algèbre (K, +, —) est un groupe abélien, en vertu de la propriété 
3.5 pour tous éléments a, b de Æ l'équation b + x = a possède une 


solution unique a + (—b) notée également a — b. 


TH£oReuE 4.1. Soit # — (K, +, —, +, 1) un anneau. Alors pour 
tous éléments a, b, c de l'anneau: 


M) siatb=a, on a b=0; 

(2) sia+b=0, on a b = —a; 

(3) —(—a) =; 

(4) O-a=a-0 =0; 

(5) (—a)b = a(—b) = —(ab); 

(6) (—a) (—b) = ab; 

(7) (a—b)c = ac — bcet c(a — b) = ca — cb. 

Démonstration. ({) Si a+b=a, on a 

b=0+b=(—-a+a)+b=-a+(a+b)=—-a+a=0. 

(2) Si a+ b = 0, il vient 

b=0+b=(—-a+a)+b=—-a+(a+b) = —a + 0 — 
= —(. 


(3) Dans le groupe additif d'un anneau (—a) + (— (—a)) = 
= —a + a. D'où, en vertu de la règle de simplification, s'ensuit 
l'égalité — (—a) = a. 

7—01762 
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(4) En vertu de la distributivité de la multiplication par rap- 
port à l’addition O-a + O-a = (0 + 0)-a = 0-a, c'est-à-dire O-a + 
+ 0-a = 0-a. En vertu de (1) de la dernière égalité on déduit O-a — 

(5) En vertu de (4) et de la distributivité de la multiplication 
par rapport à l'addition ab + (—a) b = (a + (—a)) b = 0-b = 0, 
c'est-à-dire ab + (—a) b = 0. D'où, en vertu de (2), il s'ensuit que 


(—a) b — — (ab). De façon analogue on démontre que a (—b) = 
= — (ab). 

(6) En vertu de (5) et (3) (—a):(—b) = —((—a)-b) = 
= — (— (ab)) = ab 


(7) En vertu de (5) et de la distributivité de la multiplication 
par rapport à l'addition (a — b)-c = (a + (—b))-c = a-c + (—b)X 
X c = acc + (—b-c) = a-c — b-c. De façon analogue on démontre 
que c-(a— b)=c-.a— c:b. OC 

Homomorphismes des anneaux. En accord avec la définition de 
l’homomorphisme des algèbres et en rapport avec le fait que les 
anneaux sont un cas particulier des algèbres énonçons les définitions 
suivantes. 

Soient Æ — (K, +, —,0, 1) et Æ” — (K°, +, —, -, 1°) des 
anneaux. On dit que l'application À de l’ensemble X dans Æ” res- 
pecte les opérations principales de l’anneau ## si sont remplies les 
conditions : 


(4) hk(a+b) = hk(a) + h(b) pour tous a, b de K; 
(2) hk(—a) = —h (a) pour tout a de K; 

(3) hk(a-b) = h (a)oh (b) pour tous a, b de K; 

(4) hk(1) = 1”. 


DEFINITION. On appelle komomorphisme de l'anneau # dans (sur) 
l'anneau €” l'application de l’ensemble X dans (sur) À” qui respecte 
toutes les opérations principales de l’anneau &#. Un homomorphis- 
me de l’anneau <# sur #” est nommé épimorphisme. 

DeriNiTIoN. On appelle isomorphisme l'homomorphisme de 
l’anneau € sur l'anneau °° si k est une application injective de 
l'ensemble X sur Æ”. Les anneaux ‘# et #” sont dits isomorphes 
s’il existe un isomorphisme de l'anneau &# sur #”. 

La notation Æ# = €” signifie que les anneaux # et Æ#” sont iso- 
morphes. 

DeriNiTioN. On appelle monomorphisme ou injection l’homomorhis- 
me h de l’anneau # dans l'anneau &” si h est une application injec- 
tive de l’ensemble X dans X’. 

DerinITIioN. On appelle endomorphisme de l'anneau £&# l’homomor- 
phisme de l’anneau &# en lui-même. Un isomorphisme de l’ anneau a 
en lui-même est nommé automorphisme de l'anneau #. 
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Ainsi, par exemple, on considère comme automorphisme l’appli- 
cation identique de l'anneau sur lui-même. 

TH£EOREME 4.2. Si une application h de l'anneau :# dans l'anneau 
%" fait passer l'unité de l'anneau & en l'unité de l'anneau &#" tout en 
respectant les opérations d'addition et de multiplication, c'est-à-dire 
que 


h(z+y)=h(z) + h(y) pour tous x, y de K, 
h (xy) = h(z)oh (y) pour tous x, y de K, 


alors h fait passer le zéro de l'anneau &# en zéro de l'anneau :X' et 
est un homomorphisme. 
Démonstration. Considérons des groupes additifs 


(K, Due —) et (K”, +, —) 


d’anneaux &# et # ’. Par hypothèse, h respecte l'opération d'addition. 
D'où, en vertu du théorème 3.1, il s'ensuit que h fait passer le zéro 
de l’anneau # en zéro de l'anneau &#” et est un homomorphisme du 
groupe (Æ, +, —) dans le groupe (Æ’, +. —). En particulier, 
hk (—zx) = —h (x) pour tout x de X. Par conséquent, l'application k 
respecte toutes les opérations principales de l'anneau € et est un 
homomorphisme. [] 

TH£OREME 4.3. Une relation d'isomorphisme sur un ensemble quel- 
conque d’anneaux est réflexive, transitive et symétrique et, par suite, 
est une relation d'équivalence. 

Ce théorème découle directement du théorème 2.5. 

Exemples. 1. Considérons un ensemble Q des nombres ration- 
nels, QIV 21 = {a + b V2 | a, b € Q}. L'algèbre @ [V 21 = (QU 2}, 

» — *, 1) est un anneau. L'application f: QIV 2]—+ Q 1 21 
définie par la formule f (a + b V2) = a — b V 2 est une application 
injective de l’ensemble Q[V 2] sur lui-même. L'application f 
respecte les opérations principales de l’anneau Q{V/21. En effet, 
pour tous z=a+bV2 et y=c+dy2 


f (xy) = f (ac + 2bd + (ad + bc) V 2) = (ac + 2bd) — (ad + bc) V 2 = 
=(a—bV2)(c—dV2)= f(x f(y); 
f(z+y)=f(a+bV2+c+dV2)=a-by2+b—-dVy2= 


= f(x) + f (y) ; 
Fe) =1= gi vs] 


Par conséquent, l'application f est un automorphisme de Lauuuam 
@ IV 21. | 


1% 
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2. Soient À un ensemble de toutes les matrices de la forme 


a b 
Le à ; LL ë rationnels et = (K, +, Ts ‘9 1), anneau de 


telles matrices. L'application k: Q[IV2]—> X définie par la 
formule 


h(a+bV2)= je L 


constitue une application injective de l’ensemble Q [V 2] sur X. 
On vérifie sans peine que l'application À respecte les opérations 


principales de l'anneau G [V 2]. k est donc un isomorphisme de 


l'anneau G {V 2] sur l'anneau &. 
3. Soit L l’ensemble de toutes les matrices de la forme 


a 
k À nommées diagonales avec a et b rationnels. L'’algéebre 


1 
L=(L,+, 3 +, À), où 1=|0 4 


f: L—Q définie par la formule 


a 0 
j ( 0 ,|)=e pour tous a, b de Q 


est une application respectant les opérations principales de l'anneau 
Æ£. Par conséquent, f est un homomorphisme de l’anneau £ sur 
l'anneau ( des nombres rationnels. 

Sous-anneaux. Soit &Æ — (K, +, —, -, 1) un anneau. 

DEFINITION. On appelle sous-anneau de l'anneau “# toute sous- 
algèbre de cet anneau. 

En accord avec la définition de la sous-algèbre on est en mesure 
de définir un sous-anneau en plus de détails de la façon suivante. 

L'algèbre £ = (L, ®, ©, ©, 14) du type (2, 1, 2, 0) se nomme 
sous-anneau de l'anneau # si L € K et si l'application identique de 
l’ensemble L dans Æ est un monomorphisme de l'algèbre Z dans #, 
c'est-à-dire si sont remplies les conditions: 


(1) a @ b = a + b pour tous a, b de L; 
(2) @a = —a pour tout a de LZ;; 

(3) a © b = a-b pour tous a, b de L;: 
(4) 1 = 1%. 


La notation £ -3 Æ# signifie que l’algèbre £ est un sous-anneau 
de l’anneau #. | 

Si £ 3 &# il s'ensuit de la définition du sous-anneau que l’en- 
semble ZL est clos par rapport à chaque opération principale de l’an- 


| est un anneau. L'application 
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neau ##, autrement dit, l'application de toute opération principale 
de l’anneau & aux éléments de Z aboutit de nouveau aux éléments 
de l’ensemble Z. En outre, en vertu des conditions (1)-(4) chaque opé- 
ration principale de l'algèbre Z est une restriction de l’opération 
principale appropriée de l’anneau &# par l’ensemble LZ. 

THÉOREME 4.4. Tout sous-anneau d'un anneau est un anneau. Le 
zéro et l'unité de l'anneau constituent le zéro et l'unité de tout son sous- 
anneau. 

Démonstration. Soient £ = (L, ®, ©, ©,1ÿ) un 
sous-anneau de l’anneau &# — {ÆK, +, —, -, 4) et O0 le zéro de l’an- 
neau . En vertu des conditions (1) et (2) l’algèbre (ZL, ®, ©) est 
un sous-groupe du groupe additif (K, +, —) de l’anneau &. Donc 
l'algèbre (L, ®, ©) est un groupe abélien et 0 son élément zéro. 

Dans Z la multiplication est associative. En effet, en vertu de 
(3), il vient 


a O(bOc) = a:(b-c) = (a-b):c = (a Ob)Oc 
pour tous a, b, c de L. En vertu de (3) et (4) 14 = 1 et a © 1,4 = 
= a QOAÂ = ai = a pour tout a de L. Par conséquent, l'algèbre 
(L, ©, 1g) est un monoïde. 


Dans Z la multiplication est distributive par rapport à l'addi- 
tion. En effet, en vertu de (1) et (3), pour tous a, b, c de L 


(a PB b)Oc=(a+b}:c=a-c+b-c=aoObBbOc 


et, de façon analogue, on a c © (a ® b) = -cO a ® c © b. Donc, 
l'algèbre £ est un anneau. [ 

Considérons un anneau # — (K, +, —, -, 1) et À un sous-en- 
semble quelconque non vide de l’ensemble ÆX fermé aux opérations 
principales de l'anneau &. Soient ®, ©), © une restriction des 
opérations principales de l’anneau é# à l'ensemble 4, c'est-à-dire 


a®b=a<+b pour tous a, b de À; 
© a = —a pour tout a de À; 
a © b = ab pour tous a, b de À. 


Alors, suivant les théorèmes 2.6 et 4.4 l'algèbre 4 
(5) Z4= (4, 8, ©, ©, 1), 


est un sous-anneau de l'anneau é#. Ainsi le sous-anneau Z de 
l'anneau €Æ se définit de façon univoque par un sous-ensemble non 
vide À de l’ensemble X clos dans &#. Aussi au lieu de (5) écrit-on: 
« le sous-anneau # — (A, +, —, -, 1)» et lit-on « l'ensemble A 
est un sous-anneau de l'anneau é# par rapport aux opérations +, 


_—, -, 1». 
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TH£OREME 4.5. La relation binaire -3 («constituer un sous-an- 
neau ») sur un ensemble de sous-anneaux de l'anneau donné est réflexive, 
transitive et antisymétrique, c'est-à-dire est une relation d'ordre non 
strict. 

Ce théorème est un cas particulier du théorème 2.8. 

THÉOREME 4.6. L'intersection d'une collection quelconque (non vi- 
de) de sous-anneaux de l'anneau :# est un sous-anneau de l'anneau &#. 

Ce théorème est un cas particulier du théorème 2.10. 

I1 s'ensuit du théorème 4.4 que pour tout ensemble M d'’élé- 
ments de l’anneau :£' il y a un sous-anneau Z minimal incluant l’en- 
semble M. On voit sans peine que Z est l'intersection de tous les 
sous-anneaux de l'anneau :# comprenant l'ensemble 7. Ce sous- 
anneau minimal Z est nommé sous-anneau engendré par l’ensemble 
M, M étant le système de génératrices pour l'anneau Z. 

Exemples.1. Soit D l’ensemble de toutes les matrices 2 X 2 


diagonales de la forme Es , | associées à l’anneau -#. L'ensemble D 


est férme aux opérations principales de l'anneau de toutes les matrices 
2 X 2 associées à l'anneau ÆX, &#°?*®— (K°*?, +, —, -, 1). L'algèbre 
(D, +, —, -, 4) est donc un sous-anneau de l’anneau &#°**. 


2. Les matrices de la forme | ‘ è 


gulaires supérieures. Soit L l'ensemble de toutes les matrices triangu- 
laires supérieures associées à l'anneau #4 — (Æ, +, —, -, 1). L’en- 
semble Z est fermé aux opérations principales de l’anneau &#°**? — 
— (K°X°, +, —, -, J) des matrices 2 X 2 sur :#. Par conséquent, 
l'algèbre (L, +, —, +, I) est un sous-anneau de l'anneau &#°**. 

3. Soient # un anneau quelconque non nul et S l’ensemble de 


sont nommées matrices trian- 


toutes les matrices de la forme E- | aux éléments a, b de X. En 


vérifiant directement on voit que l’ensemble S est fermé aux 
opérations principales de l’anneau 6#*** = (K°X*, +, —, -, I). 
L'algèbre (S, +, —, -, Z)est donc un sous-anneau de l'anneau &#°**,. 

4. Soit Æ —= (K, +, —, -, 1) un anneau de toutes les fonctions 
réelles définies et continues sur l’ensemble R des nombres réels. Soit 
D l’ensemble de toutes les fonctions réelles définies et dérivables sur 
l'ensemble KR. L'ensemble D est fermé aux opérations principales 
de l’anneau &#. Donc, l’algèbre (D, +, —, -, 1) est un sous- 
anneau de l’anneau %#. 
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Exercices 


1. Elucider si les ensembles suivants des nombres rationnels sont clos 
relativement aux opérations principales de l'anneau des nombres rationnels: 

(a) l’ensemble de tous les entiers pairs; 

(b) l’ensemble de tous les nombres naturels: 

(c) l’ensemble de tous les nombres rationnels dont les dénominateurs sont 
l'unité ou des nombres pairs; 

(d) l'ensemble de tous les nombres rationnels aux dénominateurs impairs. 

2. Elucider si les ensembles suivants des nombres réels sont clos relative- 
ment aux opérations principales de l'anneau de tous les nombres réels : 


(a) l'ensemble de tous les nombres de la forme a + b V 2. à aet b entiers; 
(b) l'ensemble de tous les nombres de la forme a + b V3 à a et b entiers; 


. (c) l'ensemble de tous les nombres de la forme a + b J/5 à a et. b ration- 
nels. 

3. Considérer un anneau non nul Æ. Démontrer que l'anneau des matri- 
ces 2 x 2 sur c est un anneau non commutatif avec diviseurs de zéro. 

4. Démontrer que dans l’anneau composé de #7 éléments pour chaque élé- 
ment a de l’anneau na = 0. 

5. Démontrer que si l'élément a de l'anneau est permutable avec l'élé- 
ment b, c'est-à-dire que ab — ba, il est également permutable avec les élé- 
ments (—b), b-! et nb, où n est un entier; si l'élément a est permutable avec 
les éléments b et c il est également permutable avec les éléments b + c et bc. 

6. Soit a° = a pour chaque élément a de l’anneau #’. Montrer que l'anneau 
est commutatif. 

7. Soit f un homomorphisme de l'anneau c# dans l'anneau °° — 
= ({K', +, —, +, 1). Montrer que l'algèbre (Im, +, —, -, 1) est un 
sous-anneau de l'anneau ”. 

8. Démontrer qu pour tous éléments x, y d'un anneau commutatif et des 
entiers positifs quelconques m et n 

(A): mean = 7m n: (b) (zm)r = 23m; (c)  (zy) = znyn, 

9. Démontrer que l'algèbre isomorphe à l'anneau est elle-même un anneau. 

10. Démontrer pour un anneau quelconque en recourant à la récurrence 
par n le théorème binomial 


(a+ b}n= an+Chan-1b+ Chan-2b3+ bn, 


n! 


où #7 est un entier positif et = = T* 


$ o. Systèmes algébriques 


Notion de système algébrique. Soit À un ensemble non vide 
quelconque. 
DEFINITION. On appelle système algébrique un triplet ordonné 


# == (À, Q, Go), 


où À est un ensemble non vide, ( l’ensemble d'opérations sur À et 
(, l’ensemble de relations sur À. 
Un système algébrique 4 est donc défini par trois ensembles : 
(a) un ensemble non vide À noté également 4 |; cet ensemble 
est nommé ensemble de base du système 4 et ses éléments éléments du 
système Æ; 
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(b) un ensemble d'opérations Q@ définies sur À et appelées opé- 
rations principales du système 4 ; 

(c) un ensemble de relations Q, données sur À et nommées rela- 
tions principales du système 4. 

Si (4, Q, ,) est un système algébrique on dit aussi que l’ensem- 
ble À est un système algébrique par rapport aux opérations Q et aux 
relations Q,. 

On comprend parfois par système algébrique le couple (4, Q*), 
où Q* = Q U Q,, Q@ étant l’ensemble des opérations sur À, et Q, 
l'ensemble des relations sur À. Dans ce cas si Q, — ©, le système 
(A, Q%) = (4, Q) est alors une algèbre. On peut donc ainsi consi- 
dérer l'algèbre comme un cas particulier du système algébrique. 

DEriniTIoON. Les systèmes algébriques #4 — (4, Q, Q,) et æ — 
— (B, Q’, Q,) sont dits du même type si les algèbres (4, Q) et 
(B, Q°') sont du même type et qu'il existe une application injective 
de l’ensemble Q, sur Q@, pour laquelle toute relation R , de Q, ainsi 
que la relation R 4 de Q, qui lui correspond dans l'application sont 
du même rang. 

Le cas rencontré le plus souvent est celui d’ensembles Q et Q, 
finis: Q = {f1, ..., fs}, Qo = {R;, ..., R;}. Au lieu de la no- 
tation 


æ = (4, {fa ... fs} {Ru .... R;}) 
on utilise habituellement la notation 
# —= (A, a 1 5 R: ... R:). 


En outre la suite (r (f1), . .., r (fs); r (Ri), . - ., r (R:)), où r (fi) 
est le rang de l'opération f;, et r (R;) le rang de la relation R,, est 
nommée {ype du système 4. Les systèmes algébriques 4 et , 


3 — (B, 1 RS 1: R,, UNS R), 


sont du même type si leurs types coïncident, c'est-à-dire si r (f;) = 
= rfi) pour i=1,...,s, r(R;)=r(R;) pour À =1,...,1t 
En outre, l’opération jf; du système Æ est dite opération associée à 
l'opération f, du système 4, tandis que la relation R; du système & 
est nommée relation associée à la relation R, du système 4. 
Exemple. Un ensemble de nombres naturels N avec des opé- 
rations banales d’addition +, de multiplication - et la relation 
d'ordre < est un système algébrique {N, +, -, <) du type (2, 2; 2). 
Isomorphismes des systèmes algébriques. Soient #4 et æ des sys- 
tèmes algébriques du même type, R , une relation principale arbi- 
traire du système 4 et R & la relation principale appropriée du sys- 
tème Æ. On dit que l’application À de l’ensemble | 4 | dans | & | 
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respecte la relation R 4 si 


(ma, ..., G@)ER 4 hu), ...,. h(m) ERg 
pour tous a;, ..., än de | # |, 


où n est le rang de la relation R ;. 


DeriNiTioN. On appelle isomorphisme du système algébrique Æ sur 
un système du même type # l'application injective de l’ensemble 
| £ | sur | P | respectant toutes les opérations et relations princi- 
pales du système 4. Les systèmes 4 et # sont dits isomorphes s'il y 
a isomorphisme du système 4 sur #. 

La notation 4 = ®# signifie que les systèmes #4 et & sont iso- 
morphes. 

DeriNitiox. On appelle monomorphisme ou injection du système 
algébrique # dans un système & du même type l'application injec- 
tive de l’ensemble | # | dans | & | qui respecte toutes les opéra- 
tions et relations principales du système 4. 

DeriNiTion. On appelle hkomomorphisme du système algébrique 4 
dans le système & du même type l'application k de l’ensemble | .# | 
dans | # | qui respecte toutes les opérations principales du système 
Æ et qui satisfait à la condition 


(as +. 01) ER 4 (a)... R(a) ERS 
pour tous a, ..., a de | # |, 


où R , est une relation principale quelconque du système #, r son 
rang, tandis que R 3 est la relation principale du système & asso- 
ciée à la relation R +. 

Sous-systèmes. Soient # et & des systèmes algébriques du même 
type, f 4 l'opération principale du système 4 et f 3 l'opération prin- 
cipale appropriée du système #, R , la relation principale du syste- 
me # et Ræ& la relation principale appropriée du système Z. 

DeriniTiox. Le système #4 est nommé sous-système du système & 
si | Æ4|CI8 ]|et pour chaque opération principale f , et chaque 
relation principale R , sont remplies les conditions: 


(A) fe (Gus +. Gm) = fg (@ - - +; Am) 
pour tous @, ..., äm de | # |: 


(2) (is an) ER 47 (au -.., a)ERZg 


pour tous &, . + ., En de | # |, 
où m est le rang de l'opération f , et n le rang de la relation R Li 
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Autrement dit, le système 4 est appelé sous-système du système 
8 si | LZ4IC|IF let l’application identique de | £ | dans | & | 
est un monomorphisme du système 4 dans le système &. La nota- 
tion #4 3 $ signifie que le système 4 est un sous-système du sys- 
tème #. 

I1 s'ensuit de la définition que si #4 3 ®, l'ensemble | 4 | est 
clos dans le système # et, par suite, que l'application de toute opé- 
ration principale fg aux éléments de l’ensemble | 4 | aboutit de 


nouveau aux éléments de l’ensemble | 4 |. En vertu de (1), chaque 
opération principale f ; de l'algèbre # est une restriction de l’opé- 
ration appropriée fæg par l’ensemble | 4 |, c'est-à-dire qu'on a 
Î4 = Îæ ll # |. 

Soient À une relation de rang n sur l’ensemble B et 4 &B. 

Dériniriox. La relation $ de rang n sur l’ensemble À est appelée 
restriction de la relation R par l'ensemble À si S = R f\ 4", ce qui 
est équivalent à la condition 


(a, .. .) An) ES + (a, RE an) ER 
pour tous a;, ..., an de À. 


[1 s'ensuit de cette définition en vertu de (2), que chaque relation 
principale d'une sous-algèbre est une restriction de sa relation appro- 
priée par l'algèbre même. 

Soient & = (B, f1, - . ., fes R1, . . ., R,) un système algébri- 
que et C un sous-ensemble quelconque non vide de l’ensemble | Z | 
clos relativement aux opérations principales du système . Notons 
f:1C et R, |C les restrictions par l’ensemble C de l'opération f; 
et de la relation R, respectivement (i = 1, ...,s; k = 1,...,t). 
Le système | 


(3) TC, LICE 2 RélO 


est un sous-système du système ®. Donc, le sous-système € du sys- 
tème ® est défini de façon univoque par le sous-ensemble non vide 
C clos dans le système ®. Aussi au lieu de (3) écrit-on: « le sous- 
système € = (C, f1, - . ., fs R1, . . ., R,)» ou bien « l’ensemble 
C est un sous-système relativement aux opérations f,, . .., f, et 
aux relations R;,, ..., R,». 


Exercices 


1. Soit k un isomorphisme d’un système algébrique (4, R) sur le système 
PC La (B, S), où R et S sont des relations binaires. Démontrer qu'on 
a alors: 

(a) si À est réflexif (sur À), S est aussi réflexif (sur B); 

(b) si R n’est pas réflexif (sur À), S n'est également pas réflexif (sur B); 

(c) si la relation R est symétrique, S l’est également ; 

(d) si R est transitif, S l’est également: 
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(e) si R est antisymétrique, S l’est également ; 

(f) si R est lié, S l'est également; 

(g) si R est une relation d'ordre strict (non strict) (sur À), S est aussi une 
relation d'ordre strict (non strict) (sur B); 

(h) si R est une relation d'ordre total (sur À), S est aussi une relation d'ordre 
total (sur B). 

2. Montrer sur l'exemple des systèmes (N, o) et (N, =>), où © est une 
relation binaire vide sur N, quant à N, c’est l’ensemble des nombres naturels, 
que chaque homomorphisme mutuellement univoque n'est pas un isomorphisme. 

3. Donner des exemples d’isomorphismes et d'homomorphismes de syste- 
mes alsébriques. 


CHAPITRE IV 


PRINCIPAUX SYSTÈMES NUMÉRIQUES 


$ 1. Système des nombres naturels 


Alphabet et mots. On appelle alphabet une collection arbitraire 
de symboles nommés lettres. On admet aussi que les lettres peuvent 
être répétées un nombre infini de fois comme des caractères d’impri- 
merie. La série des lettres de l’alphabet peut être énoncée sous forme 
d’une liste concrète de lettres enserrées entre des accolades. Il est 
admis que dans une telle liste il ne peut y avoir de répétitions : tou- 
tes deux lettres de l’alphabet sont différentes. Posons que chaque 
alphabet possède au moins une lettre. 

Les lettres composant l'alphabet % sont nommées lettres de 
l'alphabet A. On dit aussi des lettres de l’alphabet A qu'elles appar- 
tiennent à %. 

Toute suite finie de lettres est appelée mot. Dans l'alphabet % 
donné on dénomme mot chaque lettre appartenant à cet alphabet. 
Par exemple, les mots a, ba, baab, baaacb sont des mots de l’alpha- 
bet {a, b, c}. Les mots O, 00, 0 |, [,0 | O |, || 00 peuvent être considé- 
rés comme des mots de l'alphabet {0, |}. Vu que chaque suite de let- 
tres d’un alphabet écrites l’une à la suite de l’autre est un mot, dans 
tout alphabet considéré il peut y avoir des mots de longueur aussi 
grande que l’on veut. Il est commode d'introduire dans l’étude un 
mot ne contenant aucune lettre; un tel mot est nommé mot vide. 

Deux mots sont dits égaux (égaux graphiquement) si leur écriture 
coïncide, c'est-à-dire s'ils sont composés des mêmes lettres se dis- 
posant identiquement. 

Supposons que les symboles À et B désignent des mots dans un 
alphabet quelconque. Associons au couple À, B le mot AB qu'on 
obtient en écrivant à la suite du mot À (à droite) le mot B. Le mot AB 
est dit composition (concaténation) ou assemblage des mots À et B. 
Par exemple, si À désigne le mot bac, et B le mot aba, AB désignera 
le mot bacaba. La composition de tout mot À avec un mot vide, par 
définition, est considérée égale au mot À. 

On se convainc sans peine que la concaténation (composition) de 
mots est associative : pour trois mots quelconques À, B, C la compo- 
sition des mots AB et C est égale à la composition des mots À et BC. 
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Aussi les deux compositions peuvent-elles être notées de la même 
façon: ABC. 

Le mot B est dit inversion (par miroir) du mot À si B est composé 
des mêmes occurrences de lettres que À, mais écrites dans un ordre 
inverse. Par exemple, le mot bac est une inversion du mot cab, et 
réciproquement. Un mot est dit symétrique s'il coïncide avec son in- 
version, par exemple, les mots sis, bab, 0 | O0 sont des mots symé- 
triques. 

Le mot À est dit sous-mot du mot B s'il existe des mots Cet E 
(probablement vides) tels que B = CAE. Si À est un sous-mot de B, 
on dit que À apparaît dans B. Pour des mots À et B donnés le mot À 
peut posséder plusieurs occurrences dans le mot B. Il est clair qu'un 
mot vide est sous-mot de tout mot. 

Mots d’un alphabet à lettre unique. Considérons un alphabet 
r = { ou d’une seule lettre « |» nommée bâton vertical. 
Notons N* l’ensemble de tous les mots de l'alphabet r à une lettre. 
À l’ensemble N* appartiennent le mot vide noté 0*, les mots |, ||, 
Il, 1111, etc. Si x est un mot de l’alphabet r, r | est également un mot 
de cet alphabet. 

Deux éléments m et n de N* sont dits égaux et l’on écritm=n 
s'ils sont égaux comme des mots (égaux graphiquement). Si les 
mots m et n ne sont pas égaux, on écrit m # n. 

DeriNiTioN. Soient m et r des mots quelconques de l’alphabet r. 
La composition des mots m et n porte le nom de somme de met n 
et est notée m ® n. L'opération ® est nommée opération d'addition. 

Par exemple, la composition des mots || et ||| est le mot |||||. 
Donc, || ® [|| = {[{||- 

La composition d’un mot quelconque »r de N* et d’un mot vide 
O* est par définition le mot nr. Donc, rR0*=n, 0*+n=n. 

On a mentionné plus haut qu'une composition de mots est asso- 
ciative. En particulier, pour tous éléments m et nr de N* se vérifie 
l'égalité m ® (n ® |) = (m ® n) ® | ou, puisque nr |—=n |, 
m®n|—=(mn)|. L’associativité de la composition des mots 
permet de déterminer la somme de trois termes et plus: 


k®mn=(k®m nn, kœmBndI- 
= (48 m© nr) ® L, etc. 


DEFINITION. On appelle produit de deux mots m et n (n #0) le 
mot égal à la somme de nr termes, dont chacun est égal à m. De 
plus, on pose que m © 0* = 0*. 

Le produit des mots m et n se note par m © n. L'opération © est 
nommée multiplication des mots. On a ainsi 


mOn=mOme... Em. 
nn, ee em” 


n fois 
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Par exemple, pour tout m de N*, il vient: 
mO|=m, mOlII= m@® m, 
mOlll= mm © m, etc. 


Système des nombres naturels. Voyons l’approche axiomatique 
de l'introduction des nombres naturels. 

DEFINITION. On appelle système des nombres naturels l'algèbre 
(N, +, +, 0, 1) composée d’un certain ensemble N, d'éléments 0 et 1 
séparés de N, d'opérations binaires + et - (nommées addition et mul- 
tiplication) satisfaisant aux conditions suivantes (axiomes): 

I. Pour tout nr dd Nrn<+1-0. 

II. Re n+i,;onam= nn. 

III. Pour tout m de N m + 0 — 

IV. Pour tous m et nr m<+i(n 14 1)=(m+ n) +1. 

V. Pour tout m de N m:0 = ©. 

VI. Pour tous m et nr de N m-(n + 4) = m-n + m. 

VII. Si À est un sous-ensemble de l’ensemble N tel que (a)0€ À, 
(b) pour tout n, si n € À, on a aussi r + 1 € À, alors on a de même 
A = N. 

Le système d’axiomes sus-mentionné est nommé système d'axiomes 
de Peano vu que c’est une variante insensible de l’axiomatique pro- 
posée par le mathématicien italien Peano. 

La condition Î signifie que l’élément O0 ne peut être représenté 
sous forme de somme d’un élément quelconque de N et de l’élément 1. 
La condition II veut dire que l’élément 1 est régulier à gauche par 
rapport à l'addition. La condition IIT indique que 0 est l'élément 
neutre à droite par rapport à l’addition. La condition IV traduit la 
forme faible de l’associativité de l’addition. La condition VI est une 
forme faible de la distributivité de la multiplication par rapport 
à l'addition. La condition VII est nommée axiome de l'induction 
mathématique. À partir de cet axiome s'ensuit le fait que tout sous- 
ensemble de l’ensemble N contenant 0, 1 et clos par rapport à l’addi- 
tion coïncide avec l’ensemble N. C’est ainsi que de l’axiome d’induc- 
tion mathématique il découle que l'unique sous-algèbre de l’alge- 
bre .f° — (N, +, -, O0, 1) est l'algèbre .f’ elle-même. 

Les éléments de l’ensemble N sont appelés nombres naturels. 
Les éléments 0 et 1 sont nommés respectivement zéro et unité du 
système .f'. 

Pour la notation des nombres 1 + 1,(1 + 1) + 1,((14 + 1) + 1)+ 
+1, (4 +1)+1) +1) +1,... on se sert de la symbolique 
décimale banale : 2, 3, 4, 5, 

Il se pose une question : existe-t-il au moins un système des nom- 
bres naturels, c'est-à-dire une algèbre du type (2, 2, 0, O) satisfaisant 
aux axiomes I-VIT? L’ exemple suivant fournit une réponse affir- 
mative à la question posée. 
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Considérons l’ensemble N* d’un alphabet r à une lettre. On 
a déjà défini les opérations ® et © sur les mots de l'alphabet r. 
Supposons que le mot vide 0* et le mot | jouent respectivement le 
rôle de zéro et de l’unité dans l'algèbre: 


JS'* 7 (N*, ®, ©, 0*, 1). 


Cette algèbre satisfait au système d’axiomes I-VII. En effet, pour 
tout x de N* le mot » | n’est pas vide; donc, n ®|= 0* et, partant, 
la condition I est satisfaite. Puisque pour tous m, n € N* de l’ égalité 
graphique des mots m | et x | s'ensuit l'égalité graphique des mots » 
et n, la condition II est remplie. La composition de tout mot m de N* 
et du mot vide 0* est le mot m, m ® O* — m, c'est-à-dire que la 
condition III est satisfaite. De l'associativité de la composition des 
mots on déduit que la condition IV est remplie: La satisfaction de 
la condition V s’ensuit directement de la définition de l’opération de 
multiplication des mots. De l'égalité graphique des mots 


mm ... Mm et mm... mm 


n+1 fois n fois 


s'ensuit l'égalité m © (nr ® |) = (m © nr) ® m, donc la condition VI 
est également remplie. Enfin, il est intuitivement évident que pour 
l'algèbre ./'* l’axiome d'induction est satisfaite: si l’ensemble 
À «& N*est tel que (a) O* € À et (b) pour chaque n,sin € A, n|€ A 
et, par suite, À — N*. En effet, désignons par À (n) le prédicat 
« nE A»; écrivons pour tout n la suite d’implications vraies en 
vertu de (b): 


A (0*)— 4 (), A4 ()D— 4 (1), -.., 4 (n) —+ À (n 1). 


Puisque À (0*) est vrai, il s'ensuit de la première implication la 
vérité de À (|); de la vérité de À (|) et de la seconde implication 
découle la vérité de À (||), etc. Après n + 1 étapes on aboutit à la 
vérité de À (n |) pour tout n de N*. 

Principe de l’induction mathématique (ou de récurrence). L'axiome 
de l'induction mathématique est la base de la méthode de démonstra- 
tion par récurrence. La démonstration par récurrence est applicable 
quand il s’agit de démontrer qu'un prédicat singulaire (à une place} 
à une variable naturelle libre (condition singulaire) est vrai pour 
tous les nombres naturels. 

THEOREME 1.1. Soi. À (n) un prédicat singulaire quelconque sur 
l’ensemble N des nombres naturels satisfaisant aux conditions : (x) À (0} 
est vrai (0 satisfait au prédicat À (n)); (B) pour chaque n de N, si À (n} 
est vrai, À (n + 1) l'est aussi. Alors À (n) est vrai pour tout n naturel. 

Démonstration. Soit 4 = {RnEN |A (n)}. En vertu de 
(a) et (B) les conditions suivantes se vérifient : (a) 0 € À, (b) pour 
tout r de N si n € À on a aussi n + 1 € A. Selon l'axiome VIT il 
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s'ensuit que À — N. Cette dernière égalité signifie que tout nombre 
aaturel nr satisfait à la condition À (nr). 

Le théorème 1.1 n’est en fait qu’un autre énoncé de l’axiome de 
l'induction mathématique et on l’appellera principe de la récurrence 
mathématique. Le principe de la récurrence mathématique peut être 
écrit sous la forme 


A (0) À Vr (A (n) + À (n + 1)) = VnA (n) 
ou bien sous l'aspect 


À (0) À Vn(4(n) + 4 (n+1)) 
VnA (n) 


Principales phases de la démonstration par récurrence: 1) on 
démontre que 0 satisfait à la condition À ; 2) on démontre que pour 
tout n de À (n) s'ensuit À (n + 1). La variable nr est nommée varia- 
dle sur laquelle s'effectue la récurrence. La partie de la démonstration 
qui se lit : « il est vrai que À (0) » est dénommée départ de la récurren- 
ce ou base de la récurrence. La seconde partie de la démonstration qui 
se lit: « pour tout rx de À (n) s'ensuit À (n + 1) » est appelée pas 
récurrent. La prémisse « À (n) » est nommée hypothèse de récurrence. 

Pour démontrer l'affirmation 


Vn (A (n) = À (n + 1)) 


on prend un entier naturel quelconque en le notant par une lettre 
arbitraire, par exemple x, et l’on démontre l'implication À (4) — 
— À (k + 1) suivant la voie habituelle: on suppose que À (4) est 
vrai (hypothèse de récurrence) et l’on montre qu'alors À (k + 1) 
est vrai. 


Exercices 


1. Démontrer par récurrence sur n que 1+2+...<+n—=n(n + 1)/2. 

2. Démontrer par récurrence sur nr que l’ensemble de nr éléments possède 2? 
sous-ensembles. 

3. Soient À et B des ensembles finis composés de m et n éléments respec- 
tivement. Démontrer par récurrence sur n que: 

(a) le nombre d'applications par récurrence de l’ensemble À dans B est 
égal à n(n—1)...(n—m+ti): 

(b) le nombre de toutes les applications possibles de l’ensemble À dans B 
est égal à n. 

4. Démontrer que si À est un sous-ensemble de l’ensemble des nombres 
naturels et que pour un certain n, de À est satisfaite la condition : si pour chaque 
nombre naturel #7 pour nr > nr, de n € À il s'ensuit que n + 1 € À, alors chaque 
nombre naturel nr > »#, appartient à l’ensemble A. 

5. Démontrer par récurrence sur nr que la composition des fonctions injec- 
tives fn °fn-1°--.°f, est une fonction injective. 

6. Démontrer l'affirmation suivante (principe de Dirichlet) : s’il faut répar- 
pis ee n objets entre nr places une au moins de ces dernières contiendra plus 

"un objet. 


$ 2] L'ADDITION ET LA MULTIPLICATION DES NOMBRES NATURELS 1413 


7. Ecrire les axiomes I-VII du système des nombres naturels en se confor- 
mant au langage de la logique des prédicats (en remplaçant l'axiome VII par 
le principe de récurrence qui lui est équivalent). 

8. Donner un exemple d'algèbre du type (2, 2, O0, O0) qui 


(a) satisfait aux axiomes II, VII et ne satisfait pas à l’axiome 1 (du systè- 
me : 


(b) satisfait aux axiomes I, VII et ne satisfait pas à l’axiome II (du systè- 
me S#) 


(c) satisfait aux axiomes 1, Il et ne satisfait pas à l’axiome VII (du systè- 
me #). 


$ 2. Propriétés de l’addition et de la multiplication 
des nombres naturels 


Propriétés de l’addition. L’addition des nombres naturels vérifie 
les propriétés suivantes (axiomes): 

IV. Pour chaque m de N m + 0 = m. 

V. Pour tous m et nr de Nm<+(n +1) = (m + n) + 1. 

Ces propriétés permettent pour tout nombre naturel fixé m de 
calculer la somme m + n successivement pour les valeurs de n égales 
à 0, 1, 2, ... Par conséquent, ces propriétés permettent d'obtenir la 
somme m + n pour tous nombres naturels m et n. 

Soient, par exemple, m = 5 et nr = 3. En se servant des condi- 
tions III, IV et V on est en mesure d'écrire la suite suivante d’éga- 
lités : 

o+0=5;, 5+1=6;, 5+2=5+1+1) = (5 +1) + 
+1=6+1—=7; 


o+3=9+(2+1)=(5+2)+1=7+1—=8; donc, 5 + 
+ 3 = 8. 


THÉEOREME 2.1. L'addition des nombres naturels est associative, 
c'est-à-dire pour tous a, b, c naturels, on a 


) a+(b+c)=(a+b)+c. 


Démonstration. Fixons des nombres naturels quel- 
conques a et b. La formule (1) définit alors un prédicat à une variable 
libre c noté À (c). La démonstration est conduite par récurrence sur 
la variable naturelle c. 


Base de récurrence: À (0) est vrai vu qu'est vraie l'égalité 
a + (b + 0) = (a + b) + 0. 


Pas récurrent. Supposons que pour un certain nr naturel À (n) 
est vrai, c'est-à-dire qu'est vraie la formule 


a+(b+n)={(a+b)+n 
et démontrons qu'alors est vrai À (nr + 1), autrement dit, la formule 


a+(b+(n+1) = (a+ b) + (n +1). 


8—01762 
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En effet, 


a+(b+(n+1}) =a+((b+n)+1) (selon l’axiome IV); 
= (a+ (b+n)) +1 (selon l’axiome IV); 
= ((a+ b)+ n) +1 (suivant l'hypothèse 

de récurrence); 
= (a+ b)+ (n +1) (selon l'axiome IV). 


Selon le principe de récurrence, le prédicat À (c) est vrai pour 
tout c naturel. Vu qu'on a fixé lors de la démonstration les valeurs 
arbitraires de a et b, la formule (14) devient vraie pour tous a et b 
naturels. (] 

DeriniTIoN. L'algèbre (N, +, 0) est appelée monoïde additif des 
nombres naturels. 

Lemme 2.2. Pour tous a et b naturels, on a 


A) (a+1)+b=a+(b +1). 


Démonstration. Faisons la démonstration par récurren- 
ce sur b. Fixons le nombre naturel arbitraire a. Notons par B (b) le 
prédicat défini par la formule (1). Convenons que dans ce lemme ainsi 
que plus loin dans des cas analogues B (b) est également la notation 
de la formule correspondante. 

On voit sans peine que la formule 


B (0): (a@+1)+0=a+ (0 +1) 


est vraie. Admettons que pour un certain nombre naturel n est vraie 
également la formule 


B (n): (a+1)+n=a+(n<+t1), 
et montrons que la formule B (nr + 1) est vraie. En effet, 


({a@+1)+(n+1) = ((a+1) + n) +1 (selon l’axiome IV); 
= (a+ (n+1)) +1 (suivant l'hypothèse 

de récurrence) ; 
= a+((n+1) +1) (selon l’axiome IV). 


Selon le principe de récurrence, la formule B (b) est vraie pour 
tout nombre naturel b. Vu que lors de la démonstration on a fixé la 
valeur arbitraire de a, la formule (1) est vraie quels que soient a et b 
naturels. (] 

THeoreME 2.3. L'addition des nombres naturels est commutative, 
c'est-à-dire pour tous a, b naturels, on a 


dd) a+b=b+a. 
Démonstration. Elle est effectuée par récurrence sur b. 
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Démontrons d’abord que la formule 
A (0): a+0=0+a 


est vraie. Raisonnons par récurrence sur a. La formule est apparem- 
ment vraie pour a = 0. Ensuite, si pour un certain nombre naturel nr 


n+0—=0+n, 
il vient alors 

(n+1)+0=n+(0+1) (suivant le lemme 2.2); 

(n + 0) + 1 (suivant l’axiome IV): 
= (0+ nr) +1 (suivant l'hypothèse de récurren- 
ce); 
= 0+(n +1) (suivant l’axiome IV). 
Par conséquent, en vertu du principe de récurrence la formule À (0) 
est vraie pour tout a. 

Fixons le choix de a arbitraire. Notons À (b) le prédicat défini 
par la formule (1). Supposons que pour un certain nombre naturel n 
la formule 
A (n): at+n=n<+a 
est vraie ; alors 

a+(n+1)={(a+ nr) +1 (selon l’axiome IV); 

= (n + a) + 1 (suivant l'hypothèse de récurren- 

ce);. 

= n+ (a+ 1) (selon l’axiome IV); 

= (n +1) + a (selon le lemme 2.2), 
c'est-à-dire que la formule À (n + 1) est vraie. Selon le principe de 
récurrence la formule À (b) est vraie pour tout b. Vu que la valeur de a 
a été fixée de façon quelconque, la formule (1) devient vraie pour 
tous a et b naturels. 


TH£ORSME 2.4 (RÈGLE DE SIMPLIFICATION DE L'ADDITION}, Pour 
tous a, b, c naturels, on a 


({) sa+c—=b<+ce, alors a = b. 
Démonstration (par récurrence sur c avec choix fixé 
des valeurs arbitraires a et b). Considérons la formule 
A (c): (at+c=b+c)— (a = b). 
Vu qu a+0—=aet b + 0 = b, il est vrai que 
(a + 0 = b + 0) —+ (a = b), 
c'est-à-dire qu'est vraie la formule À (0). 
gs 
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Supposons que pour un certain nombre naturel n 
A(n): (a+n=b+n)— (a = b), 
et montrons qu'alors la formule À (n + 1) est vraie. Selon l’axio- 
me IV 
2) a+(in+1)=(a+n)+1, b+(n+1)=(b+n) +1. 
Ensuite, selon l’axiome II 
(3) (a+nr +1=(b+n)+1)—(a+n=b+n). 
A (n) et (3) étant vrais il s’ensuit que la formule 
&@ (a+n+1=(b+n) +1) —+ (a = b) 
est vraie. Sur la base de (2) et (4) on conclut que la formule 
A(n+1): (a+(n+1)=b+{(n + 1))—- (a = b) 


est vraie. 

Selon le principe de récurrence la formule À (cest vraie pour tout c 
naturel. Vu que le choix de a et b était arbitraire l'affirmation (1) 
est vraie pour tous a, b, c naturels. [] 

CoRoLLAIRE 2.5. Pour tous a et b naturels, sib ÆO0onaa= a+ b. 

TH£OREME 2.6. Pour tout nombre naturel a soit a = 0, soit il existe 


un nombre naturel b tel que a = b + 1. 
Démonstration. Considérons la formule 


A (a): (a=0)V 3b(a=b+îi). 


La démonstration de cette formule est faite par récurrence sur a. La 
formule est apparemment vraie pour a — 0. Supposons que pour un 
certain nombre naturel r la formule 


An): Rn=0)V 3b(n=b+1) 
est vraie. Il faut montrer que la formule 
Afn+1): in+1=0)\/ 3b(n+1—=b+1) 


est vraie. Cette formule est effectivement vraie, car le second membre 
de la disjonction est une formule vraie (pour b = n, n + 1 —=b + 1). 
Selon le principe de récurrence la formule À (a) est vraie pour tout a 
naturel. (] 

CuROLLAIRE 2.7. Pour tous a et b naturels si a 0 ou bÆO0 on 
aa+k+bz0. 

Démonstration. Posons b 0. Alors selon le théore- 
me 2.6 il existe un tel c naturel pour lequel b = c + 1. En vertu de 
l’axiome IV 


a+b=a+(c+1)={(a+c) + 1. 
Selon l'axiome I, (a+c)+1%0; donc, at+b=#0. CO 
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CoRoOLLAIRE 2.8. Pour tous a et b naturels si a + b — 0, alors 
a—=0et b=0. 

THROREME 2.9. Pour tous a et b naturels n'est vraie qu'une et 
seulement une des trois conditions: 


(œ)a =b; (B)a+k = b (pour un certain kE NX {0}); 
(y)a = b + m (pour un certain m€N X {0}). 


Démonstration. A partir du corollaire 2.5 il s'ensuit 
que des trois conditions seule une peut être satisfaite. En effet, si les 
conditions (œ) et (B) étaient remplies, on auraita = a+ketk #0, 
ce qui est impossible en vertu du corollaire 2.5. Si ce sont les condi- 
tions («) et (y) qui étaient remplies, on aurait b = b + met m #0, 
ce qui est impossible. Si ce sont les conditions (B) et (y) qui étaient 
satisfaites, on aurait a — a + (k + m) et k + m = 0, ce qui serait 
également contraire au corollaire 2.5. 

Montrons maintenant qu’au moins une des conditions (œ), (B), (y) 
est satisfaite. Fixons le nombre naturel arbitraire a et notons À (b) 
la disjonction des conditions (œ), (B), (y). Démontrons par récur- 
rence sur b la vérité de la formule À (b). La formule À (0) est vraie. 
En effet, si b — 0,ona soit a = 0,soita0.Siaæ0,a = 0 + m, 
où m = a # 0. Donc, pour b = 0 est satisfaite soit la condition (x), 
soit la condition (y). 

Supposons que pour un certain nombre n est vérifiée la formule 


An): (a=nrn) V(a+k=n pour un certain ÆÀE NX {0} \ 
V(a=n+m pour un certain m€ NN {0}), 


et montrons qu'alors la formule À (n + 1) est vraie. En effet, si a — 
— n, alors a + 1 = b + 1 et la condition (B) est remplie. Si a + 
+k=n a+(k +1) = nr +1 et c'est la condition (B) qui est 
remplie. Si, par contre, a=n+m, a+1—={(n+1)+m et 
mENN{0}. Dans ce cas si m = 1, a + 1 = (n + 1) + 1 et selon 
l'axiome II a = nr + 1, la condition (a) est satisfaite. Vu que m 0, 
selon le théorème 2.6 il existe un tel À Æ 0 pour lequel m = k + 1. 
Si m + 1, alors À  0et de l'égalité a + 1 = (n + 1) + (k + 1) — 
= ((n + 1) + k) + 1 selon l’axiome IT il vient a = (n + 1) + k, 
k = 0, la condition (y) est satisfaite. Bref, dans tous les cas la for- 
mule À (n + 1) est vraie. Selon le principe de récurrence la formu- 
le À (b) est vraie pour tout b naturel. Puisque le choix de a est fixé 
arbitrairement l'affirmation du théorème est vraie pour tous a et b 
naturels. 

DEFINITION. On appelle différence de deux nombres naturels a et b 
un tel nombre naturel À pour lequel b + k = a. 

Il s'ensuit du théorème 2.9 que la différence de deux nombrec 
naturels a et b existe au cas où est satisfaite la condition (æ) (aves 
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k = 0) ou la condition (y). Au cas où est satisfaite la condition ($) la 
différence des deux nombres a et b est inexistante. 

On montre sans peine que si la différence des nombres «a et b 
existe, elle est unique. En effet, si b + 4 = a et b + m = a, on 
a alors b + k — b + m, d'où selon la règle de simplification de 
l'addition il s'ensuit k = m. 

Le nombre naturel unique constituant la différence des nombres a 
et b se note a — b. 

Propriétés de la multiplication. Soit N un ensemble de tous les 
nombres naturels. 

La multiplication des nombres naturels est définie par les con- 
ditions suivantes (axiomes) : 

V. m°0 = 0 pour chaque m de N. 

VI. min +1) = men + m pour tous m, n de N. 

T1 s'ensuit de ces conditions que 

mi = m, 

m2=m{<+i)=m+m, 

m3=m(2+1l)=m2+m—=>(m+m)+m=m+m + 

+ m, etc. 
Donc, une multiplication est une addition répétée du nombre avec 
lui-même. 

THÉOREME 2.10. LOI DE DISTRIBUTIVITÉ À DROITE DE LA MULTI- 
PLICATION PAR RAPPORT À L'ADDITION). Pour tous a, bet c naturels, on a 
(4) (a + b)-c = a-c + b-c. 

Démonstration. Fixons arbitrairement les valeurs de a 
et b. Notons À (c) le prédicat défini dans ce cas par la formule (1). 
La démonstration est menée par récurrence sur la variable naturel- 
le c. Selon l’axiome V la formule 
A:(0) (a + b):0 = a-0 + b-0 
est vraie. 

Supposons que pour un nombre naturel quelconque n la formule 
A (n)j: (a+b):n=a-n<+ bn 
est vraie. Il vient alors: 

(a + bj-(n +1) = (a + b)-n + (a + b) (selon l’axiome VI); 

= (an + b:n) + (a + b) (suivantl'hypothèse 
de récurrence) ; 
= (an + a) + (b-n + b) (en vertu de l’asso- 
ciativité et de la 
commutativité de 
l'addition) ; 
a(n+1)+b(n +1) (selon l'axiome VI), 
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c’est-à-dire que la formule À (n + 1) est vraie. Selon le principe de 
récurrence À (c) est vrai pour tout c naturel. Puisqu'on a fixé les 
valeurs arbitraires de a et b, la formule (4) demeure vraie pour tous 
a, b et c naturels. [] 

LEMME 2.11. Pour tout nombre naturel a on a 1-a = a. 

Démonstration (s'effectue par récurrence sur a). Selon 
l'axiome V, on a 1-0 = 0. Supposons que 1-7 — n pour un nombre 
quelconque naturel n. Alors 1-(n + 1) = Â-n + 1 = n + 1, c'est-à- 
dire 1-(r7 + 1) = nr + 1. Selon le principe de récurrence la for- 
mule {-a = a est vraie pour tout nombre naturel a. [ 

THEOREME 2.12. La multiplication des nombres naturels est com- 
mutative, c'est-à-dire que pour tous a et b naturels, il vient 


(1) a°b = b:a. 


Démonstration. En recourant à la récurrence sur a mon- 
trons que pour tout a la formule 


À (0): a-0 = 0:-a 


est vraie. Fixons arbitrairement la valeur de a dans la formule (1). 
Notons À (b) le prédicat défini par l'égalité (1). Supposons que pour 
un certain nombre naturel r se vérifie la formule 


A (n): an =n:a. 
Il vient alors 
a-(Rn+1)=an<+a (selon l'’axiome VI); 
= na+a (suivant l'hypothèse de récurrence); 
= n°a + 1-a (selon le lemme 2.11); 


= (n + 1)-a (en vertu de la distributivité de la mul- 
tiplication par rapport à l'addition), 


c'est-à-dire qu'est vérifiée la formule À (nr + 1). Selon le principe 
de récurrence À (b) est vrai pour tout b naturel. Puisqu'on a fixé la 
valeur arbitraire de a, la formule ({) est vraie pour tous a et b na- 
turels. [ 

Des théorèmes 2.10 et 2.12 on déduit le théorème suivant. 

THEOREME 2.13 (LOI DE DISTRIBUTIVITÉ À GAUCHE DE LA MULTIPLI- 
CATION PAR RAPPORT À L'ADDITION). Pour tous a, b et c naturels se 
vérifie l'égalité c (a + b) = c-a + c-b. 

THEOREME 2.14. La multiplication des nombres naturels est asso- 
ciative, c’est-à-dire que pour tous a, b et c naturels on a 


(1) a (bc) = (ab) c. 
Démonstration (s'effectue par récurrence sur c). No- 


tons À (c) le prédicat défini par la formule (1) avec un choix fixé des 
valeurs de a et de b. Selon l’axiome V, il vient: b-0 = Oet (a-b)-0 = 
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= 0. Donc, la formule 
A (0): a(b-0) = (a-b)-0 


est vraie. Supposons que pour un certain nombre naturel n se vérifie 
la formule 


A (n): a(b-n) = (a-b)-n. 


Il vient alors 


a-(b-(n + 1)) 


a-(b-n + b) (selon l’axiome VI); 

= a-(b-n) + a-b (selon le théorème 2.13); 

(a-b)-n + a-b (suivant l'hypothèse de récur- 
rence) ; 

— (a-b)-:n + (a-b)-1 (selon l’axiome V); 

— (a-b) (n + 1) (selon le théorème 2.13), 


autrement dit, la formule À (n + 1) est vraie. Selon le principe de 
récurrence la formule À (c) est vraie pour tout c naturel. Puisqu’on 
a fixé les valeurs arbitraires de a, b, la formule (1) est vraie pour tous 
nombres naturels a, b et c. 

DeriNiTiox. L'algèbre (N, -, 1) est appelée monoïde multiplicatif 
des nombres naturels. 

TH£OREME 2.15. Pour tous nombres naturels a et b si a b et 
bZÆO0 on a ab #0. 

Démonstration. Supposons que a # 0 et b 0. Selon 
le théorème 2.6 il existe des nombres naturels m et x pour lesquels 
a = m+iAÂet b — n + 1. En vertu des axiomes VI et IV, il vient 


a-b=a(n+1)=an<+a=an<+(m+1)=(an + m) +1. 


Selon l’axiome Ï (an + m) + 120. Donc, a-bÆQ. OO 
THÉOREME 2.16. (RÊGLE DE SIMPLIFICATION DE LA MULTIPLICATION). 

Pour tous a, b, c naturels si ac = bcetcÆ0,onaa= b. 
Démonstration. Par hypothèse, 


A) a=b, c#Æ0. 


Posons a = b. Selon le théorème 2.8 soit il existe un k tel que a + 
+ k = bet k Æ 0, soit il existe un m tel que a = b + met m#0Q. 
Dans le premier cas bc = ac + kc et en vertu de (1) bc = bc + ke, 
ce qui (selon le corollaire 2.5) est impossible, car À=0,c-0 et (selon 
le théorème 2.15) kc 0. Dans le second cas un raisonnement analo- 
gue montre qu'avec l'hypothèse a  b, on aboutit à une contradic- 
tion. (] 
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Exercices 

1. Démontrer les formules: 

(@) 1+3+5+...+ (nr +1) = (nr +1}; 

(bb) ++... +nt = n(n +1) (2n + 1)/6; 

(c) 1:2+23+...+(n—1)n=(Rn—1)n(n+1)/3 pour nr > 1: 

(dd) A+2+...+n*}= +28 EL... +ns; 

(e) A+ 8 +... (2n — 1) = n (2n — 1) (2n + 1)/3. 

2. Démontrer que le nombre CÀ des sous-ensembles comportant k éléments 
de l'ensemble de n éléments (1 < k < n) peut être exprimé par la formule 
n(n—1)... (n—k+1) 

1.2... k 
3. Démontrer que Ce. = C° +- Cet pour n>k> 1. 
4. Démontrer que pour tout n naturel (n > 1) 
(x +1 = 20 + Chan + Cine +... + CR. 
5. Démontrer que 


1+Ci+Ci+...+cr=2n. 


Ci= 


n 
6. Démontrer que > (C*ÿ =C?.. 
k=0Q 


7. Démontrer que pour tous nombres naturels a, b, c et d la somme a + 
+ b + c + d est indépendante de l'ordre des termes. 


$ 3. Relation d’ordre sur un ensemble des nombres naturels 


Relation d’ordre. Considérons la relation d'ordre sur un ensemble 
des nombres naturels. 

DeriniTiox. Si pour des nombres naturels a et b il existe un nombre 
naturel k tel que a + k = b et k 0, on dit alors que « a est infé- 
rieur à b»et l’on écrit a << b. On dit que « a est inférieur ou égal à b » 
et l’on écrit a < b si a << b ou a = b. 

La relation inverse de la relation << est notée par le symbole >. 
Donc, a > b si et seulement si b € a. Si a > b ou a = bon dit que 
« a est supérieur ou égal à b » et l'on écrit a => b. La relation > est 
l'inverse de la relation <<. 

THÉEOREME 3.1. Pour tous nombres naturels a et b, il vient: 


(1) si a < b, alorsa+1<b; 

(2) 0< a; 

(3) si a 0, alors 0 <a; 

(4) a < b si et seulement s'il existe un nombre naturel k tel que 
a + k = b. 


La démonstration du théorème se déduit facilement des défini- 
tions des relations << et <<; on laisse au lecteur le soin de l’esquisser. 
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DeriNiTioN. Le système algébrique (N, +, -, <<) est appelé 
système ordonné des nombres naturels. 

THÉOREME 3.2(LOI DE LA TRICHOTOMIE DE <<). Pour tous nombres 
naturels a et b une et seulement une des trois conditions a << b, 
a = b, a > b est remplie. 

Ce théorème découle directement de la définition de la relation << 
et du théorème 2.9. 

CoRoOLLAIRE 3.3. Pour tous nombres naturels a et b on a: 

({) a <a (réflexivité de <); 

(2) soit a < b, soit b <L a (rapport de connexion de <); 

(3) si a<b et bLa, alors a — b (antisymétrie de <). 

THEOREME 3.4. La relation binaire << sur un ensemble des nombres 
naturels est transitive, c'est-à-dire que pour tous nombres naturels a, b 
etcsia<bet b<c, on a a<c. 

Démonstration. Supposons que a<<b et b<c. Il 
existe alors des nombres naturels k et m satisfaisant aux conditions: 


A) a+k=0b, b+m=ce; 

(2) kZÆ0, m#0. 

En vertu de (1) a + (4 + m) = c, de plus, en vertu de (2) et du 
corollaire 2.7, ktm#0; donc ac. DO 

CoRoLLAIRE 3.5. La relation << sur un ensemble des nombres naturels 
est une relation d'ordre total strict. Le système (N, <<) est un ensemble 
totalement ordonné. 

CoROLLAIRE 3.6. Pour tous nombres naturels a, b et c, on a: 


() si a<bet b<c, alors a <c; 
(2) sa<bet b<c, alors a <c; 
(3) si a<bet b<c, alors a<c. 


CoRoOLLAIRE 3.7. La relation binaire < sur un ensemble des nombres 
naturels est une relation d'ordre total non strict. 

TH£OREME 3.8. La relation << est monotone par rapport à l'addition 
et à la multiplication, c'est-à-dire que pour tous nombres naturels a, b 
etc,on a: 


(1) a << b si et seulement si a+ c<b<+c; 
(2) si a<betc-#0, alors ac < bc. 


Démonstration. La condition a + c << b + c est équi- 
potente à la condition a+c+k—b+ee k=Æ0, k étant un 
certain nombre naturel qui suivant la règle de simplification est 
équipotent à la condition a + k = b et k Æ 0 pour un certain 
naturel, autrement dit, à la condition a € b. 

Supposons que a << b et c 0. Il existe un tel nombre naturel Æ 
pour lequel a + k = b, k 0. En multipliant les deux membres de 
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l'égalité par c, on obtient ac + kc — bc. Selon le théorème 2.15, 
kc 5 0, puisque 4 Æ 0 et cÆ 0; donc, ac < bc. CO 

CoRoLLAIRE 3.9. La relation < est monotone par rapport à l'addition 
et à la multiplication, c'est-à-dire que pour tous a, b et c naturels on a: 


(4) a<b si et seulement si a+c<b+o; 
(2) sia<b, alors ac < bc. 


TasoreME 3.10. Pour tous nombres naturels a, b et c de ac << bc 
s'ensuit a << b. 

Démonstration. Selon le corollaire 3.9 pour tous a, b, c 
naturels 

si ba, alors bc < ac. De la loi de contraposition s'ensuit 
l'affirmation : 

si ac << bc, alors a << b. [ 

Ordre total d’un ensemble des nombres naturels. 

TH£OREME 3.11. Le système (N, <<) est un ensemble bien ordonné. 

Démonstration. Selon le corollaire 3.7 le système 
{(N, <<) est un ensemble totalement ordonné. On doit démontrer que 
tout sous-ensemble non vide de l’ensemble N des nombres naturels 
possède le plus petit élément. Supposons qu’il existe un sous-ensem- 
ble non vide À de l’ensemble N ne possédant pas de plus petit élé- 
ment. Démontrons par récurrence sur la variable naturelle b que 
pour tout b se vérifie la formule 


A (b)j: a A—b<a. 
Apparemment, la formule est vraie pour b = 0, c'est-à-dire que 
A (0): a A—O<a. 


Posons que pour tout a et un certain nombre naturel nr se vérifie la 
formule 


A (n): aEA—n<a. 


Dans ce cas né À, car dans le cas contraire rx serait le plus petit 
élément de l’ensemble À; donc, a € À — n < a. Vu que, selon le 
théorème 3.1, de n << a s'ensuit nr + 1 < a, il vient 


A(n+i): a A—n+1<a. 


Par conséquent, pour tout nr naturel se vérifie l'implication À (nr) — 
— À (n + 1). On a ainsi démontré que la formule À (b) est vraie 
pour tout b naturel. 

Par hypothèse, l’ensemble À n’est pas vide et, par suite, il existe 
un élément m € À. En posant dans la formule À (b) a = m et b — 
— m + 1, on obtient m € À —+ m + 1 < m. De là, puisque m € À, 
il vient que m + 1 < m, c'est-à-dire que l’on aboutit à une contra- 
diction. [] 
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THEOREME 3.12. Soit À un sous-ensemble de l'ensemble N de tous 
les nombres naturels. Si pour chaque nombre naturel n se vérifie la 
condition 


(4) (VWn<n)(mEA)—-nEeA, 


alors À = N. 

Démonstration. Posons que À = N. Dans ce cas l’ensem- 
ble N\ À n'est pas vide et (selon le théorème 3.11) possède un plus 
petit élément ; il existe donc un nombre naturel À satisfaisant aux 
conditions : 


(2) kENNXA; 

(3) (Vm<k)(mE À). 

En vertu de la condition (1) on a l’implication 
(4) (VWn<k)(mEA)—ke A. 


D'après la règle de séparation il s'ensuit de (3) et (4) que k € À, ce 
qui, en vertu de (2), est impossible. O 

TH£OREME 3.13. Soit À (x) un prédicat singulaire quelconque sur 
un ensemble N des nombres naturels. Si pour tout nombre naturel n 


(Vm << n) À (m) — À (n), 


alors on a À (x) pour tout x naturel. 
La démonstration du théorème 3.13 se déduit sans peine du théo- 
rème 3.12; le soin de l’esquisser est laissé au lecteur. 


Exercices 


1. Montrer que pour tous nombres naturels LE b, cet d: 

(a) ssa<betc<d,alosatc<b+d 

(b) sia<bet c < d, alors ac << bd. 

2. Démontrer que pour tous nombres naturels a;, b; si a, << b;, ao << b,, . . - 


+ On << bh , On a d1@s .- - - An -c bib» . n° 
Le Démontrer que pour tous nombres naturels dj, db, 0 <a < by, O0 <K 
<< Ge < b», . , 0 << an < b,;, on a 


(1) aa ...an <'bibe . . . bn, 


de plus, l'égalité dans (1) a lieu si et seulement si a; — b;,, 

4. Montrer que pour tous nombres naturels a, b et c se” Véite. Pinéerlité 
ab + bc + ca < a° + À + 

5. Démontrer que prur tous nombres naturels a, b et n > 1 se vérifie 
l'inégalité (a + b}" & 2-1 (an + ba), 

6. Démontrer les inégalités : 

(a) n° << 27 pour tout n naturel si n > 4; 

(b) 2% < n! pour tout »r naturel si r > 4: 


(c) nl < (= LEA. 


| pour tout » natirel si n > 1. 


7. Démontrer par récurrence sur n l'inégalité de Bernoulli (1 + a)" > 
> 1 + na, où a est un nombre réel quelconque supérieur à (—1). 
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en 


$ 4. Anneau des entiers 


Groupe additif des entiers. Soit .#° = (N, --, -, 0, 1) un système 
des nombres naturels. L'opération de soustraction n’est pas toujours 
possible dans ./”, autrement dit, pour les nombres naturels donnés 
m et n l’équation m + x = n n'a pas toujours de solution dans N 
par rapport à x. C’est seulement quand m < n que l'équation possède 
une solution dans N et de plus unique (selon le théorème 4.2.9); 
cette solution est nommée différence entre les nombres n et m et se 
note n — m. 

Il s'agit de démontrer qu'il existe un groupe additif abélien 3 
satisfaisant aux conditions: 

(1) l’ensemble N est inclus dans | & |et l'addition dans le groupe & 
est un prolongement de l'addition dans .f”; 

(2) l'opération de soustraction dans & est toujours possible et 
tout élément du groupe & peut se représenter sous forme de diffé- 
rence des nombres naturels. 

Un tel groupe sera appelé groupe additif des entiers. 

TH£OREME 4.1. Soit .f* — (N, +, -, O0, 1) un système des nombres 
naturels. Il existe un groupe abélien 5 = (Z, +, —) qui satisfait aux 
conditions : 


(x) N &Zet la somme de deux nombres naturels quelconques met n 
du groupe & coïncide avec la somme de ces éléments de .f”, c'est-à-dire que 
m+n=m+n; 

(B) pour tout élément a de Z il existe des nombres naturels n et m 
tels que n+a = m. 


Démonstration. Considérons l’ensemble N *X N de cou- 


ples des nombres naturels. Définissons sur cet ensemble la relation 
binaire — de la façon suivante: 


1) (m,n) = (r, s) si et seulement si m+s—=r+n. 
Une vérification directe montre que la relation — est une relation 
d'équivalence sur l’ensemble N X N. 


Définissons sur l’ensemble N X N l'opération binaire @ (addi- 
tion) et l'opération singulaire © au moyen des formules 


2) (m n)® (p,qg = (m+p,nr+g); 
(3) Om, n) = (n, m). 

L'addition des couples est commutative et associative. Cela 
découle directement de la commutativité et de l’associativité de 
l'addition des nombres naturels. 


Une vérification directe montre que l’équivalence — est une 
congruence par rapport aux opérations ® et ©, c'est-à-dire que de 


{m, n) = (k, 1) et (p, g) — (r,s) 
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s'ensuit 

{m, n) ® (p, g) = (&k, l'E («r,s) 
et de (m, n) — (k, lL) découle 

O (im, n)- © (k, D). 

Notons {m, n1] la classe d'équivalence comportant le couple (m, nr). 
Selon le théorème 3.1 les opérations ®, © (voir formules (2) et (3)) 
induisent sur l’ensemble quotient Z, = N X N/— les opéra- 
tions +, —: 

(4) [m,nrl+[{p, gd ={Im+p,nr+ al; 
(5) —[m, rl] = In, ml. 

En vertu de (1), il vient 

(6) [m, n] = fr, sl 

si et seulement si m+s=r<+n. 

L'algèbre &, = (Z,, +, —) est.un groupe abélien. En effet, une 
vérification directe à l’aide des formules (4)-(6) montre que l’addi- 
tion dans Z, est commutative et associative. L'élément [0, 0] est un 
élément neutre par rapport à l'addition dans &,, vu qu'en vertu 
de (4) [m, n] + [0, O0] = [m, n]. L'élément — [m, n] est opposé 
à l'élément [m, n], car en vertu de (4)-(6) 

[m, nj+ (— [n, nl) = [m, nl + {n, ml = 

= [m+n, m + nl = 1[0, 0]. 
Ce qui signifie que l’algèbre &, est un groupe abélien. 
Considérons l’ensemble 
N* = {[0, Xl | & € NX{0}}. 
La réunion des ensembles N et N* sera notée Z: 
Z = N LU N*. 


Définissons l'application À de l’ensemble Z, sur Z de la façon 
suivante : 


hk (Im + k, ml) = k pour tout 4 de N: 
k({n, n + k]) = {n, n + k] pour tout k4 de N {0}. 
On constate sans peine que k est une application injective de l’ensem- 


ble Z, sur Z. Il existe donc une application inverse k-!, application 
injective de l’ensemble Z sur Z, qui satisfait aux conditions 


hohi=iy, hioh=ig, 


où iz et iz, sont des applications identiques de Z et Z,; respective- 
ment. 
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Définissons l'addition dans Z pour tous a, b de Z à l’aide de la 
formule 


D) a+b=h(h" (a) + hT (b)), 
quant à l'opération singulaire, on la définira par la formule 
(IT) —a = h(—h"!(a)). 
Des formules (1) et (II) se déduisent les formules 
(IT) RT(a+b) = kT (a) + kT (b), 
(IV) hk-1(—a) = —h"1 (a). 
Considérons l'algèbre & = (Z, +, —). En vertu de (III) et (IV} 


CC 


l'algèbre & est isomorphe au groupe abélien %,. Il s'ensuit que 
l'algèbre & est un groupe abélien. En effet, l’addition dans 3% est 
commutative, car, en vertu de (I) et de la commutativité de l’addi- 


CC 


tion dans %,, il vient 
a+b—=h(h"t(a) + hk1(b)) = hk(h"1(b) + h-1{(a)) = b + a. 


L'’addition dans & est associative, vu qu'en vertu de (I) et (11). 
il vient 


a+(b+c)=h(h"t(a)+hkt(b + c)) = hk(hk"! (a) + 
+ ht (b)+hkt(c)) =h(hkt(a+ b)+ht(c)) = (a + b) + ec. 


Le nombre naturel 0 est un élément neutre par rapport à l’addi- 
tion dans #, car pour tout a de Zona 


a+ 0 = À (h- (a) + h1 (0)) = À (R-1 (a) + [0, 0) = 
= h(Rk"1 (a)) = a. 
Pour tout a de Z se vérifie l'égalité a + (—a) = 0, vu que 
a+ (—a) = hk(RT (a) + hkT (—a)) = 
= h(hk=1 (a) + (—h"1 (a)) = À ([0, 0]) = 0. 
Donc, l’algèbre & est un groupe abélien. 


Montrons que la condition (œ) est vraie. En effet, en vertu de (I} 
pour tous m, n de N,on a 


m+n=h(ht(m)+h1(n)) = k (Im, 0] + [n, 0]) = 
= h(m+n, 0}=m+n, 
autrement dit, l'addition dans % prolonge l'addition dans .f*. 


Montrons que la condition (B) est vraie. Soïent a un élément quel- 
conque de Z et k-! (a) = [m, nl; dans ce cas 


n+a=h(h"(n)+h"t(a)) = 
= h ({n, 0] + [m, nl) = 
= h(În + m, nl) = m, c’est-à-dire que r + a = m. 
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Par conséquent, tout élément de Z peut se représenter sous forme 
d’une différence des nombres naturels: a — m — n. 

Bref, on a établi que l'algèbre & = (Z, +, —) est un groupe 
abélien satisfaisant aux conditions (œ) et (B). [ 

DEFINITION. On appelle groupe additif des entiers le groupe abé- 
lien & = (Z, +, —) qui satisfait aux conditions (x) et (6) du théo- 
rème 4.1. 

Multiplication naturelle dans un groupe additif des entiers. Soit 
&, = (Z, +, —) un groupe additif des entiers. Selon le théorème 4.1, 
N &<Zet tout élément de Z peut être représenté sous forme d'une 
différence des nombres naturels: donc, 


Z={m—n|m, nE€ N). 

Définissons la multiplication dans le groupe &, de la façon sui- 
vante: pour tous éléments m — n et p — q de Z on pose 
(1)  (m—n)-(p — g) = (mp + nq) — (mg + np), 


où m, n, p,gENet mp, nq, mq, np sont des produits des nombres 
naturels dans le système .j"*. 

Représentons tout élément de Z sous forme d'une différence des 
nombres naturels de façon non univoque. Il nous faut donc vérifier 
que le produit des entiers défini par la formule (1) est indépendant de 
leur représentation sous forme d’une différence des nombres naturels. 
Montrons que pour tout élément p — qg de l’ensemble Z de l'égalité 


(2) m—n=m —-n (m,n,m',n EN) 
s'ensuit l'égalité 
(3) (m'—n)(p—g =(m— n)-(p — g). 
En effet, par définition ({), 
(nm —n)(p—g = (mp + na) — (mg + np). 
Selon (1) est (4) il suffit de vérifier que 
(4) (mp + ng) + (mg + n'p) = (mp + n'g) + (mg + np), 
ou 
GO) (m+n)p+(in+m)g={(m+n)p+(n +m)g. 
En raison de (2) m + n° = m’ + n. Donc, les égalités (5), (4) et (3) 
sont vraies. 


Une vérification directe de nature aussi simple montre que pour 
tous éléments m — nr et p — q de l’ensemble Z des égalités 


m—n=m—n et p—g—=p —q 
s'ensuit l'égalité 
(nm —n)-(p—-g)={(m—n)(p — 0). 
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Bref, il a été établi qu'une multiplication dans le groupe & ; définie 
par la formule (1) est indépendante du mode de représentation des 
facteurs sous forme de différence des nombres naturels. 
DeriNtTIoN. La multiplication dans un groupe additif des entiers 
&., définie par la formule (1) est nommée multiplication naturelle. 
Anneau des entiers. Donnons d'abord la définition. 
DEFINITION. L’anneau :# est appelé anneau des entiers si le groupe 
additif de l’anneau -#' est un groupe additif des entiers et la multi- 
plication dans l'anneau # est commutative et prolonge la multipli- 
cation des nombres naturels (dans le système .f* des nombres naturels). 
THÉOREME 4.2. Soient (Z, +, —) un groupe additif des entiers, 
. une multiplication naturelle dans ce groupe et 1 l'unité du système N 
des nombres naturels. Dans ce cas l'algèbre 5 — {Z, +, —, -, 1) est 
un anneau des entiers. 
Démonstration. Montrons que l'algèbre 3 est un anneau 
commutatif. Par hypothèse, l'algèbre (Z, <—, —), groupe additif de 


l'anneau, est un groupe abélien, vu que c’est un groupe additif des 
entiers. : 


Soient a, b, c des éléments arbitraires de l’ensemble Z. Selon le 


théorème 4.1 on peut les représenter sous forme de différence des 
nombres naturels. Posons 


(A) a=m—n, b=p—gqg c=r—s (m,n,p,q,r,s€EN). 
Une multiplication naturelle dans Z se définit par la formule 
(2) ab={(m—n)-(p — q) = (mp + nq) — (mg + np). 
Une multiplication naturelle est commutative, car 
ba = (p—g)-(m—n) = (pm + qn) — (pr + qgm), 


de même sont commutatives l’addition et la multiplication des nom- 
bres naturels. 


Une multiplication naturelle est associative. En effet, en vertu 
de (1) et (2), il vient: 


a-(b-c) = (m—n) [(p — g)(r — s)] = 
= (m—n) [(pr + gs) — (ps + gr)l = 
= (mpr + mgs + nps + ngr) — 
— (mps + mgr + npr + ns); 

(a-b)-c = [(m— n) (p — g)l (r —s) = 
= [(mp + ng) — (mg + np)l(r —s) — 
= (mpr + nqr + mgs + nps) — 
— (mps + ngs + mgqr + npr). 


Par conséquent, en vertu de la commutativité de l’addition des nom- 
bres naturels a-(b-c) = (a-b)-c. 


9—01762 
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L'élément 1 est un élément neutre par rapport à la multiplication 
naturelle. En effet, pour tout a de Z, il vient 


aÂ={(m—n){ —-0)=m1Â1—-n1-=m—nr—= a. 


Donc, l’algèbre (Z, -, 1) est un monoïde commutatif. 
La multiplication naturelle est distributive par rapport à l’addi- 
tion. En effet, 


(a + b)-c = Um + p)—(n + gl (r —s) = 
= (mr + pr +ns + gs) — (ms + ps + nr + gr); 
ac + bc = [(mr + ns) — (ms + nr)l + [(pr + gs) — (ps + gr)l — 
= (mr + ns + pr + gs) — (ms + nr + ps + gr). 


Par conséquent, (a+ b)-c = a-c + b-c. Vu que la multiplication 
naturelle est également commutative, on a de même l'égalité 
c(a + b) = ca + cb. 
Bref, on a établi que l’algèbre % est un anneau commutatif. 
La multiplication naturelle prolonge la multiplication des nom- 
bres naturels dans le système .f" = (N, +, -, 0, 1). En effet, pour m 
etr deN,ona 


men = (m—0){(n —0) = (m-n + 0-0) — (m-0 + n°0) = mn. 


De plus, par hypothèse, le groupe additif de l’anneau & est un 
groupe additif des entiers. Par conséquent, l’anneau %# est un anneau 


des entiers. [ 
DeriNiTiox. Si pour deux entiers a et b il existe un nombre natu- 


rel telquea+tk—=bet À 0, on dit alors que « a est inférieur 
à b»et l’on écrit a << b. On dit que « a est inférieur ou égal à b » et 
l’on écrit a<bsia << b ou a = b. 

La relation inverse de << est notée par le symbole >. Donc, 


a > b si et seulement si b< a. 
THÉORÈME 4.3. Soit À — (Z, +, —, :, 1) un anneau des entiers. 


Il vient alors 
(1) pour tous entiers a et b est satisfaite une et seulement une des 


trois conditions: ab, a = b, b <a; 
(2) pour tout entier a est satisfaite une et seulement une des trois 


conditions: a0, a=0, 0<a; 
(3) La relation << est monotone par rapport à l'addition, autrement 
dit, pour tous entiers a, b et c 


a << b si et seulement si a+c<b<+c; 


(4) la relation << est monotone par rapport à la multiplication, 
autrement dit, pour tous entiers a, bet c 


sia<betc>0, on a ac < bc. 
La démonstration de ce théorème est laissée au soin du lecteur. 
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Théorème de division avec reste. Soient a un entier et b un nombre 
naturel différent de zéro. Diviser a par b avec reste c’est le repré- 
senter sous la forme a = bg—+r, où 0 <r< b, g et r étant des 
entiers. g est dans ce cas nommé quotient entier, tandis que r est le 
reste de la division de a par b. 

Une division avec reste est toujours possible, tandis que le quo- 
tient incomplet (entier) et le reste sont définis de façon univoque par le 
nombre divisé (dividende) et le diviseur comme le montre le théore- 
me suivant. 

THÉOREME 4.4. Pour tous entiers a, b pour b > 0 il n'existe qu'un 
seul couple d’entiers q et r satisfaisant aux conditions: 


) a=bg+r et OLr<b. 


Démonstration. Démontrons qu'il existe au moins un 
couple de nombres q, r satisfaisant aux conditions (1). Considérons 
d’abord le cas où «a est un nombre naturel. Fixons b et démontrons 
par récurrence sur a que 


(2) il existe un couple d'entiers q, r satisfaisant à (1). 


Pour a = 0 l'affirmation (2) est vraie, car O — b-0 + 0. Admet- 
tons que (2) est vraie pour a = n, c'est-à-dire qu'il existe des entiers 
g, r tels que 


(GG) nr=bg+r et 0<r<b, 


et démontrons qu’elle est vraie pour a = nr + 1. Il s'ensuit de (3) 
que na +1=bqg+(r+1) et 0<r+1<b. Si r+1<b le 
couple de nombres q, r +1 est justement le couple cherché. Si, par 
contre, r +1 = b, alors nr + 1 = b (q + 1) et le couple de nombres 
q + 1, 0 est le couple cherché. 

Considérons maintenant le cas où a << 0; on a alors —a > 0. En 
vertu de la démonstration faite plus haut, il existe pour le couple de 
nombres —a, b des entiers g’, r’ tels que —a = bg  +r'et0< r << 
<b. Si r = 0, a—(b—qg')+0. Si, par contre, r'>0, alors 
a=b(—qg — 1)+(b —r') et 0<b—7r < b. 

En posant q = — g — 1etr — b—7r", il vient 


a=bq+r et 0O<r<b. 
Bref, on a démontré que pour tous entiers a, b pour b > 0, il existe 
au moins un couple d'’entiers q, r satisfaisant aux conditions (1). 


I] reste à démontrer que le couple d’entiers satisfaisant aux con- 


ditions ({) est unique. Supposons que pour l’entier a on a deux repré- 
sentations : 


(4) a—=bgq+r, O<r<b; 
(9) a=ba +r, Or, < b. 
ge 
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Posons que r £ r,. Alors,r >r,our, >r.Sir > r,,en vertu de (4) 
et (5),on a 


(6) 0O<r—r, <b:; 
(7) r—r = bd (gi — 9). 


De (6) et (7) il s’ensuit que g, — g > 0 et, par suite, g, — g> 1. De 
là, en vertu de (7), découle l’inégalité r — r, > b qui contredit (6). 
On se convainc de façon analogue qu’est également impossible le 
cas de r;, >r. Par conséquent, r —r, et, en vertu de (4), (5), 
b (q — q,) = 0. Comme b HO, on a:g—g =0et g = g. O 

Relation de divisibilité dans un anneau des entiers. Etudions 
les plus simples des propriétés de la divisibilité dans un anneau des 
entiers. 

DEFINITION. Soient a et b des entiers. On dit que b divise a si 
a — bq pour un certain entier g. Au lieu de « b divise a » on dit aussi 
que a est divisible par b, ou que a est un multiple de b, et l’on écrit 
b | a ou a : b. Dans le cas contraire on dit que a ne se divise pas par b, 
a n'est pas un multiple de b, b ne divise pas a, b n'est pas un diviseur 
de a et l’on écrit b 1 a. 

TH£OREME 4.5. Soient a, b, c, d, m, n des entiers quelconques. 
On a alors 


(1) ala; 

(2) a1l0; 

(3) si0]a, alors a =0; 
(4) +1]; 


5) sialbetblc,alorsa |c, c'est-à-dire que la relation de divisi- 
bilité est transitive ; 

(6) sic]a, alors c | ab; 

(7) siclaet c|b, alors c|(a + b); 

(8) sibla, alors bc | ac; 

(9) sic#0, alors de bc | ac s'ensuit b |a; 

(0) sialcet b]|d, alors ab | cd; 

(41) sè a]b et alc, alors a]|(mb + nc). 

Les propriétés (1)-(11) de la relation de divisibilité se déduisent 
facilement de la définition de la divisibilité et des propriétés de 
l’anneau %. La démonstration est laissée au soin du lecteur. 

LEMME 4.6. Si le produit ab des nombres naturels est égal à l'unité, 
on a alors a=b=îi 


Démonstration. De l'hypothèse ab = 1 il s'ensuit que a 
et b sont différents de zéro. Selon le théorème 2.6 ils peuvent être 
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représentés sous forme de a = c + 1, b = d + 1. Donc, ab = cd + 
+ c+d+1 = 1 et cd +c<+d—0. Si la somme des nombres 
naturels est nulle, alors, en vertu du corollaire 2.8, chaque terme de 
la somme est nul. En particulier, c = d =0; don,a—=b=1.0 

TH£OREME 4.7. Si un entier a divise l'unité, a est alors égal à + 1. 

Démonstration. Posons que a divise l'unité, c’est-à-dire 
que ab = 1 pour un certain entier b. Alors a*b* = 1. a* et b° étant des 
nombres naturels, selon le lemme 4.6 on a alors a° — 1. Par consé- 
quent, selon le théorème 4.1, il vient 


(1) (—a) (a) = 1. 


Puisque a ou —a sont des nombres naturels, selon le lemme 4.6, il 
s'ensuit de a° = 1 et de l'égalité (1) que a = 1, ou —a = 1. DO 
TH£OREME 4.8. Si des entiers a et b sont associés (c’est-à-dire a | b 
et b|a), alors a = + b. 
Démonstration. Par hypothèse, a divise b et b divise a, 
c'est-à-dire b = ac et a — bd pour des entiers c et d, donc, 


(1) a = acd. 


Si a = 0, alors b — 0-c = 0, et le théorème est vérifié. Si a = 0, il 
s'ensuit de (1) que cd = 1. Selon le théorème 4.7 de l’égalité cd = 1 
on déduit que d = + 1. De plus, a = bd; donc, a = + b. O 


Exercices 


1. Soit mZ = {mx|rEZ}, où m est un nombre naturel. Montrer que 
pour m # 0 il existe une application injective de l'ensemble Z sur mZ. 

2. Soit £'—= (Z, +, —}) un groupe additif des entiers. Montrer que 
l'ensemble mZ, où m est un entier, est clos dans le groupe Æ, c'est-à-dire est 
fermé relativement aux opérations + et —. 

3. Montrer qu'un ensemble non vide des entiers clos par rapport à l'addi- 
tion n'est pas obligatoirement composé de multiples d’un entier fixé. 

Montrer qu'un ensemble non vide des entiers clos dans le groupe Æ 
(fermé relativement aux opérations + et —) est composé de multiples d’un cer- 
tain entier fixé. 

5. Etablir si, dans le groupe additif des entiers, sont des sous-groupes 
relativement aux opérations +, — les ensembles des entiers suivants: 


(a) l’ensemble de tous les nombres pairs; 
(b) l’ensemble des nombres naturels; 
(c) l’ensemble des nombres impairs. 


6. Soient £ = (Z, +, —) et m un entier fixé. Montrer que l'algèbre 
m£ = (mZ, +, —) est un sous-groupe du groupe Z. Montrer que tout sous- 
groupe du groupe Æ coïncide avec le upe m> pour un certain m naturel. 

7. Démontrer qu'un groupe additif des entiers Z est isomorphe au sous- 
groupe m£ pour tout entier m autre que zéro. 

8. Montrer que l'anneau Z des entiers ne présente pas d'automorphismes 
différents de l'anneau identique. 

9. Démontrer que l'anneau Æ des entiers ne présente pas de sous-anneaux 
différents de Æ. 
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, 10. Soit un anneau quelconque. Démontrer que dans l'anneau &# il 
n'existe qu'un seul homomorphisme de l'anneau Æ des entiers. 


11. Soit Z [V2 = {n+nV2lm ne Z}. Démontrer que l'algèbre 
XIV 2 = (ZIV2T, +, —, -, 1) du type (2, 1, 2, 0), où +, —, + sont 
des opérations banales sur des nombres réels, est un anneau commutatif. Indi- 
quer un automorphisme non trivial, de cet anneau. 


12. Démontrer qu'il n'existe pas d'homomorphismes de l'anneau Z (y 2] 
dans l’anneau x [J/3] et que ces anneaux ne sont pas isomorphes. 

13. Soit À = {(a, b)| a, b E Z}, les opérations +, —, -, e sur l’ensem- 
ble A étant définies de la façon suivante: 

(a, b)+ (ce, d)= (a+ ec, b + d); 

— (a, b) = (—a, —b); 

(a, b)-(e, d) — (ac, bd); 

e= (1,1). 


Montrer que l'algèbre (A, +, —, +, e) est un anneau commutatif avec divi- 
seurs de zéro. 


14. Démontrer que pour tout #7 naturel: 


(a) 5° — 1 est divisible par 24; 

(b) 47 + 6n — 1 est divisible par 9; 

(c) 1059 — 1 est divisible par 3°; 

(d) 327 + 5 n’est pas divisible par 8. 

15. Démontrer que le produit de trois quelconques entiers consécutifs 
se divise par 6 

16. Démontrer que pour tout entier nr: 

(a) n° — n est divisible par 3; 

(b) n° — n est divisible par 5; 

(c) n° — n est divisible par 7; 

(d) n (n° + 5) est divisible par 6; 

(e) n° — n est divisible par 30. 

17. Montrer que si un entier nr n’est pas divisible par 7, n° — 1 ou n° +1 


le sont. 
18. Démontrer que pour tous entiers a et b: 


(1) si alb et b#0, alors |a| <|bl|, 
(2) si alb et |[b|<|a|l, alors b= 0. 


19. Démontrer que pour tous entiers a et b 


lab| =lal-1b1, La+b|<lal+lbl. 
20. Démontrer par récurrence sur #7 que pour tous entiers a, . .., &n On 
a l'inégalité af + ...+ af, > 0, excepté le cas où a, = ...— an = 0. 


21. Démontrer que tout ensemble non vide des entiers limité inférieure- 
ment (supérieurement) présente un plus petit (un plus grand) élément. 
. 22, Démontrer que pour tout entier a et tout entier positif b il existe un 
entier unique n tel que nb < a << (n + 1) b. … 

23. Démontrer la généralisation suivante du théorème de division avec 
reste : pour tous entiers a et b avec b 0 il existe un couple unique d’entiers 
g, r pour lequel a = bg +ret 0<r<1|bl]. 
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$ 5. Corps. Corps des nombres rationnels 


Notion de corps. Donnons les principales définitions. 

DEFINITION. L'élément a de l’anneau # est nommé élément inversi- 
ble de l'anneau s’il y a dans l’anneau un élément b tel que ab = ba = 
= 13. De plus, les éléments a et b sont dits mutuellement inverses. 

DEFINITION. On appelle corps un anneau commutatif dont le zéro 
est différent de l'unité, 0% = 13% et chaque élément non nul est un 
élément inversible de l'anneau. 

DEFINITION. Soit # — (F, +, —, -, 1) un corps. Le groupe 
{F, +, —) est dit groupe additif d'un corps. Son élément neutre est 
appelé zéro du corps et est noté par le symbole 0 ou 0. 


L'élément 1, élément neutre par rapport à la multiplication, est 
l'unité du corps et est également noté par le symbole 1%. 


DEFINITION. On appelle sous-corps du corps # un sous-anneau du 
corps # dans lequel tout élément non nul est inversible. Le sous- 
corps du corps # différent de # est nommé sous-corps propre. 

Il est clair que tout sous-corps est un corps. 

DEFINITION. Un corps est dit simple s’il ne possède pas de sous- 
corps propres. 

Propriétés élémentaires du corps. Soient a, b des éléments du 
corps # et b = 0. L'équation bx — a possède dans le corps la solu- 
tion ab-!; on vérifie sans peine que ab-! est la solution unique de 
l'équation. L'élément ab”! est noté par le symbole _ ou a/b. 

THEOREME 5.1. Soit F = (F, +,—,.,1)un corps. On a alors pour 
tous éléments a, b, c du corps: 


(4) si ab = 1, alors a 0 et b = a”; 
(2) si ac = bc et cÆ0, alors a = b; 
(3) si ab = 0, alors a — 0 ou b = 0; 
(4) si aÆ0etb#Æ0, alors ab 0; 


(9) +=+ si et seulement si ad=bc, bZ0 et dÆ 0; 
a € __ad+bc 

GG) S+Tr= bd  ? 
æ c ac . 

SA 

& ++ 20 et —(5)= €; 


b 
(9) siaÆ0 et b#0, alors (+) =+; 
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Démonstration. (1) Si ab = 1, alors a 0, car avec 
a = 0 0-b = 1 et O0 = 1, ce qui n’est pas possible dans un corps. 
Puisque a = 0, il existe un élément a”! inverse de a et b — (a-la)b — 
= a"l(ab) — a 1 = a”i. 

(2) Si ac = bcet c 5 0, il existe un élément c-! dans le corps et 
a = (ac)c”! = (bc) c”! = b, c'est-à-dire a = b. 

(3) A partir de ab = 0 il s'ensuit que a = 0 ou b — 0. En effet, 
si a=Æ0, il existe un élément a”! et b = (a-la)b — a”! (ab) = 
= a = 0. 

(4) Suivant la loi de contraposition de (3) il s'ensuit que 

“J(a=0\V/b=0)—+ ](ab = 0), c'est-à-dire que (a 0 A 

\AbÆ0)—+ (ab = 0). 

(5) Soit a/b = c/d, c'est-à-dire ab! — cd”!. On a alors b 0, 
d#Æ0 et ad = (ab!) (bd) = cb-!'-bd = cb, c'est-à-dire ad = cb. 
Réciproquement : de l'égalité ad = cb avec b = 0, d = 0 s’ensuivent 
les égalités adb-!d-1 = cbb-id”! et ab”? = cd”!. 

(6) Vu que a/b = ab-'etc/d=—cd”!',ona " + += ab”! + cd”i — 
= add”tb"1 + chb-!d”1 = (ad + bc) (bd)”! = (ad + bc)/bd. 

(7) Pour bÆO0 et dÆO0 


Me - = = 
TZ = ad icd"1 = ac (bd) 1 = ET 


(8) Pour b 0 


+ 9 = @ab"1+(—a)b"1=(a—a)b1=0, 


donc, —(a/b) = — a/b. 
(9) Si a0 et b=Æ0, alors (a/b)-! = (ab-!)-1 = ba”! = b/a. 
(10) Pour bHÆO0etcÆ0 
ac/bc = ac (bc)"! = acc”b-1 = ab1— a/b. CO 


Corps des nombres rationnels. Introduisons la notion de corps 
des fractions (des quotients) du domaine d'intégrité. 

DEFINITION. Posons que # est nommé corps des fractions du domai- 
ne d'intégrité &Æ si sont satisfaites les conditions: 

(«) Æ est un sous-anneau du corps F ; 

(B) pour tout x de F il existe des éléments a, b de l’anneau -# tels 
que x = ab”. 

TH£EOREME 5.2. Pour tout domaine d'intégrité # on a un corps des 
fractions. Si # et F sont des corps des fractions de l'anneau #, on 
a un isomorphisme du corps & sur le corps S faisant passer chaque 
élément de l'anneau & en lui-même. 

La démonstration de ce théorème est fournie au chapitre XIII 
(voir théorèmes 13.21 et 13.22). 
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L’'anneau & des entiers est un domaine d'’intégrité. Par consé- 
quent, selon le théorème 5.2, il existe pour l’anneau & un corps des 
fractions et tous deux corps des fractions de l'anneau & sont isomor- 
phes. 

DEFINITION. On appelle corps des nombres rationnels un corps des 
fractions d'un anneau des entiers. Les éléments du corps des nombres 
rationnels sont des nombres rationnels. 

Il s’ensuit de la définition que tout nombre rationnel peut être 
représenté sous forme d’un quotient des deux entiers. 

Notons que tout corps isomorphe à un corps des nombres rationnels 
est aussi un corps des nombres rationnels. 

La relation d'ordre sur l'ensemble Q des nombres rationnels 
s introduit au moyen de la relation d'ordre << sur l’ensemble Z des 
entiers. 

DeriniTion. La relation d'ordre << sur l’ensemble Q des nombres 
rationnels se définit de la façon suivante : pour deux nombres ration- 
nels quelconques p/q et r/s, où p,rEZet q, sENX {0}, EL 
si et seulement si ps << gr. 

Il est aisé de vérifier que << sur l’ensemble Q des nombres ration- 
nels est une relation d'ordre strict prolongeant la relation d'ordre 
sur l’ensemble Z des entiers. 

TH£OREME 5.3. La relation binaire << sur l’ensemble Q des nombres 
rationnels est douée des propriétés suivantes: 

(1) pour tous a, b, cdæQsia<betb<c,alorsa<c; 

(2) pour tous a, b de Q on n'a qu'une et rien qu'une des trois relations 
ab, a=b, b< a; 

(3) pour tous a, b, cdæQsia< b, alorsa+c<b+c; 

(4) pour tous a, b, cdæQsia<betO< c, alors ac << bc. 

La démonstration du théorème est laïssée au soin du lecteur. 


Exercices 


1. Etablir lesquels des ensembles suivants des nombres réels constituent 
des corps relativement aux opérations banales +, —, - sur ces ensembles: 


(a) tous les nombres naturels: 

(b) tous les nombres rationnels à dénominateurs impairs; 

(c) tous les nombres de l'aspect a + b V 2, a et b étant rationnels: 
(d) tous les nombres de l'aspect a + b V 5, a et b étant rationnels: 
(e) tous les nombres de l'aspect « + b ÿ/ 2, a et b étant rationnels: 


(f) tous les nombres de !l’aspect a+b} 2+cy4, a, b et cétant ration- 
nels. 


2. Soit À un ensemble de toutes les matrices de la forme| _ . à à 
et b rationnels. Démontrer que l'algèbre (K, +, —, -, e), où +, —,. 


sont des opérations sur les matrices et e=| 0 il . est un corps. Montrer 


que ce corps comporte un élément zx tel que x°=— —e. 
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3. Soit F un ensemble de toutes les matrices de la forme É : à a 


et b rationnels. Démontrer que l'algèbre # —(F, +, —, -, e), où e= 


: ue a 
= Le il , est un corps. Montrer que l'application 9h 


est un isomorphisme du corps # sur le corps @ (V2). 

4. Lesquels des anneaux %,, a, Es, %5 et %4 sont des corps? 

5. Démontrer qu'un corps est dépourvu de diviseurs de zéro. 

6. Montrer que chaque sous-anneau d’un corps est un domaine d'intégrité. 

7. Soit a un élément non nul d’un corps. Démontrer que pour tous entiers 
m et n les égalités amtn = aman et (a) = amMR sont satisfaites. 

8. Soient «a, b et c des éléments quelconques du corps #. Démontrer que 
de l'égalité ab = ac s'ensuit b = c si et seulement si a Æ 0. 

9. Démontrer que l'intersection de toute collection de sous-corps du 
<orps & est un sous-corps du corps #. 

10. Démontrer que tout domaine d'intégrité fini est un corps. 

11. Montrer que le corps Œ@ des nombres rationnels ne présente pas de 
sous-corps différents de @. 


12. Démontrer quel tout sous-corps du corps @ (V2) est soit @, soit 
& (V2). 

13. Décrire tous les sous-anneaux du corps & des nombres rationnels. 

14. Soit o: F —+ F’ un homomorphisme d’anneau du corps & dans le 
<orps &’. Montrer qu'avec l'application q l’image du corps # est un sous-corps 
du corps 7”. 

15. Démontrer qu'un homomorphisme d’anneau du corps 4 est soit une 
application zéro, soit un isomorphisme du corps & sur son image. 

16. Soit p: F +4’ un homomorphisme d'anneau. Si # est un corps, 
4, bEF et bZÆ0, on a op (a/b) = œ (a)/p (b); le démontrer. 

17. Démontrer qu'une application identique est le seul automorphisme 
du corps @ des nombres rationnels. 


18. Montrer que tout corps composé de deux éléments est isomorphe au 
<Orps Zo. 

19. Démontrer qu’un anneau isomorphe au corps est lui-même un corps. 

20. Montrer qu'il n’y a pas d’homomorphismes de l'anneau £, dans le 
Corps Æs. 

21. Démontrer que l'algèbre isomorphe au corps est elle-même un corps. 

22. Montrer qu'un corps des fractions du corps # est isomorphe à #. 

23. Démontrer qu'un corps des fractions de l’anneau € [3] est iso- 
morphe au corps @(y/3). 

24. Soient Æ et Æ” des domaines d'intégrité isomorphes. Démontrer que 
des corps des fractions de ces anneaux sont isomorphes. 


$ 6. Système des nombres réels 


Corps ordonnés. Le système algébrique (F,<< }) s'appelle en- 
semble totalement ordonné si sont remplies les conditions suivantes: 

(«) pour tous a, b, cd Fsia<betb<c,on a alorsa<c; 

(B) pour tout couple d'éléments a, b de F n'est satisfaite qu’une 
seule et rien qu’une seule des trois relations : a << b, a = b, b < a. 

DEFINITION. On appelle corps ordonné le système algébrique 
{F, +, —, -,1,<) qui est doué des propriétés : 
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(1) l'algèbre (F, +, —, -, 1) est un corps; 

(2) le système (F, <<) est un ensemble totalement ordonné ; 

(3) pour tous a, b, c de F si a  b, alors a + c << b + c (mono- 
tonie de l'addition); 

(4) pour tous a, b, cd Fsia<betO0< c, on a alors ac << bc 
(monotonie de la multiplication). 

L'élément a du corps ordonné est dit positif si 0 << a. Par défini- 
tion, b >> a si et seulement si a << b. Ensuite, par définition, a < b 
si et seulement si a << b ou a = b. 

Exemple.Soient (Q, +, —, -,1)un corps des nombres ration- 
nels et << la relation d'ordre banale sur l’ensemble Q. En vertu du 
théorème 5.3, les conditions (1)-(4) de la définition susmentionnée 
sont satisfaites. Par conséquent, le système (Q, +, —, -, 1) est un 
corps ordonné. Ce système est dénommé corps ordonné des nombres 
rationnels. 

THEOREME 6.1. Soient # —= (F, +, —, +, 1, <<) un corps ordonné 
et a, b, c, d ses éléments quelconques. Il vient alors 


(1) a << b si et seulement si b—a>0; 

(2) pour tout a de F n'est satisfaite qu'une et rien qu'une des trois 
conditions: a<0,a=0, 0< a; 

(G) sa>0et b > 0, alors a + b > 0 et ab > 0, autrement dit, 
l'ensemble d'éléments positifs d'un corps ordonné est fermé par rapport 
à l'addition et à la multiplication ; 

(4) sa<betc<d,onaalorsa+c<b+d; 

(9) si ab et c <LO0, alors ac > bc; 

(6) si a 0, alors a > 0; 

(9 1>0et n-:1 > 0 pour tout n #0 naturel; 

(8) le corps (F, +, —, -, 1) est un domaine d'intégrité. 


Démonstration. (1) En vertu de la monotonie de l’addi- 
tion a << b si et seulement si a + (—a) << b + (—a). Donc, a < b 
si et seulement si b — a > 0. 

(2) L'affirmation (2) est vraie puisque (F, <<) est un ensemble 
totalement ordonné (voir condition (B)). 

(3) en raison de la monotonie de l’addition il s'ensuit de a > 0 
etb>0quea+b>bet a + b > 0. En vertu de la monotonie de 
la multiplication il s'ensuit de a > 0 et b > 0 que ab > 0:b et 
ab > (0. 

(4) En vertu de la monotonie de l'addition sia<betc<d, 
alors on a aussi atc<b+cetb+c<b+d. Donc, a +c< 
<b + d. 

(5) En vertu de (1)sia<betc<0,onab—a>0et —c > 0. 
En vertu de la monotonie de la multiplication on en déduit que 
(b — a) (—c) > 0 et ac — bc > 0. Donc, ac > bc. 
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(6) En vertu de la monotonie de la multiplication si a > 0, on 
a alors a > 0. Si, par contre, —a > 0, alors (—a) (—a) > 0 et 
a* > 0. 

(7) Dans le corps 1 Æ 0. En vertu de (6) 1* — 1 > 0. Comme 
l'ensemble des éléments positifs d’un corps ordonné est fermé par 
rapport à l’addition, il s'ensuit de 1 > 0 que n-1 > 0 pour tout nr 
naturel autre que zéro. 

(8) En vertu du théorème 5.1 pour tous éléments a, b du corps si 
aÆ0etb Æ0, on a ab 0. Par conséquent, selon la loi de contra- 
position si ab — O0, alors a — 0 ou b = 0. Le corps (F, +, —, -,1) 
est donc un domaine d'’intégrité. [l 

DEriNITION. La valeur absolue de l'élément a d’un corps ordonné 
est notée | a | et est définie de la façon suivante: 


a si a>0, 
[al —a si. (—a)>0. 


TH£OREME 6.2. Soient a et b des éléments quelconques d'un corps 
ordonné ; on a alors 

() Jal=[—a|; 

(2) |al+ta>0; 


@) la +b1<lel+ 16 1: 
(4) [ab|=lal-lb|; 


(5) 1b1< a si et seulement si —a<b< a. 


Démonstration. (1) L'égalité (1) se déduit directement de 
la définition de la valeur absolue de l’élément. 

(2) Sia>0,onaalors|a|=a |a|+a>O0et|a|—a 
= 0. Si, par contre, (—a) >0, alors [a | = —a, |a|—a 
= |a|+(—a) >0et |a|+a=0. 

(3) Si [a + b | = a + b, en vertu de l'inégalité (2), on a 


lal+1bl—la+bi=(lal—-a)+(181—-0b) 20. 
Si, par contre, | a + b | = — (a + b), alors de même, en vertu de 
l'inégalité (2), 
jal+fbl—la+bl=(lal+a)+(1bl+6) 20 


Donc, quel que soit le cas l'inégalité (3) est vraie. 

(4) L'égalité (4) est vraie si a ou b est nul. Si les éléments a et b 
sont positifs, alors | ab | = ab = |al]-|b]. Si a<<0 et b<O0, 
alors ab = (—a) (—b) > 0 et |ab | = ab = (—a) (—b) = |a |:-1b |. 
Sia=>0et b< 0, alors (—ab) > 0 et | ab | = —ab = a-(—b) — 
PES UN: alors (—ab) > 0 et | ab | = 
—ab = (—a)b=|al-10 |. 

(5) L'inégalité | b | < a a lieu si et seulement si (—b) < a et 
b < a. Donc, | b | < a si et seulement si —a << b et b <L a, c'est-à- 
dire ss —a<b<a. O 
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Système des nombres réels. 

DeriNiTiox. Un corps ordonné > présente un ordre archimédien 
si pour tous éléments positifs a et b il existe un nombre naturel n 
tel qu'on ait na > b. 

Soit (4y» Apr de, . . - )} une suite infinie d'éléments du corps 
ordonné #. On la note également (ax)rxex ou (ax). 

DérixiTiox. L'élément a du corps ordonné .# est nommé limite 
de la suite (as) d'éléments du corps si pour chaque élément positif & 
du corps il y a un nombre naturel nr, (dépendant de €) tel que 
[ag — a | << e pour tout k > n, naturel. La suite (a;,;) possédant 
une limite dans le corps .7 est dite convergente dans ce corps. 

DérixiTioN. La suite (a,;) d'éléments d’un corps ordonné .# 
est dite fondamentale (de Cauchy) sur .7 si pour chaque élément 
positif e du corps il existe un nombre naturel n, (dépendant de €) 
tel qu'on ait | a, — a, | << € pour tous À et nr naturels supérieurs 
à Po. 

DerixiTiox. Un corps ordonné est dit complet si toute suite de 
Cauchy d'éléments de ce corps converge dans ce dernier. 

DerixiTiox. On appelle système des nombres réels un corps complet 
archimédien. 

Soit (R, +, —, -, 1, <<) un système des nombres réels. Dans 
ce cas l'algèbre (R, +, —, -, 1) est un corps dit corps des nombres 
réels. L'ensemble KR est nommé ensemble des nombres réels. 

On peut démontrer que deux systèmes quelconques des nombres 
réels sont isomorphes. Donc, sont isomorphes tous deux corps des 
nombres réels. 

THEOREME (6.3. Pour deux nombres réels quelconques a et b avec 
b > O0 il y a un entier m et un nombre réel r tels que 


a=mb+r, 0O<r<b. 


Démonstration. 1°. Si a — 0, on a apparemment m — 
= r = (0. Posons que a > 0. L'ensemble 


M ={nEN|Mm+1)b>a) 


des nombres naturels n’est pas vide, car le système des nombres réels 
est archimédien. L'ensemble des nombres naturels étant bien ordonné 
et M constituant un sous-ensemble non vide de l’ensemble N, il 


existe dans M un plus petit élément. Soit m le plus petit élément 
de 7, on a alors 


mb <La<(m<+1)b, 0<a— mb< b. 


En posant a — mb = r, il vient a = mb +r,0<r< b. 

29. Posons que a << 0. Alors, selon la proposition démontrée 
au point 1°, il existe pour des nombres positifs (—a) et b un nombre 
naturel À et un nombre réel s tels que 


a =kb+s, 0Ls<b. 
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Par conséquent, a = (—k) b + (—s). Si s — 0, on a la représenta- 
tion cherchée. Si, par contre, s > 0, on a alors 


a = (—k — 1)-b + (b — 5). 
En posant m = —k — 4 et r — b — 5, il vient 
a=mb+r, 0O<r<b. [0 


Soit z un nombre naturel différent de zéro. Introduisons la 
notion de racine arithmétique de degré nr d’un nombre réel positif. 
Mais au préalable démontrons le théorème suivant. 

TH£oREME 6.4. Pour tout nombre positif a il existe un nombre réel 
positif unique c tel que c" = a. 

Démonstration. Considérons la fonction f = r' —a 
définie sur un intervalle fermé [0, b], où b = a + 1. La fonction f 
est continue sur cet intervalle et à ses extrémités acquiert des valeurs 
aux signes différents, vu que f (0) << 0 << f (b). Appliquons le théorè- 
me des valeurs intermédiaires à la fonction f sur l'intervalle [0, b]. 
Il existe selon ce théorème un nombre réel c € [0, b] pour lequel 
c — a — 0, et, par suite, 


(1) c' = a. 


Apparemment, c > 0. Supposons que d° = a pour un nombre 
quelconque positif d. Si de plus c << d, alors € << d' = a, ce qui 
est en contradiction avec (1). Mais si c> d, "> d" = a, ce qui 
est aussi en contradiction avec (1). Donc, d=c. [] 

DeriniTiox. Soient a un nombre réel positif et z un nombre natu- 
rel autre que zéro. Le nombre réel positif unique c pour lequel c* = a 


est nommé racine arithmétique ou racine principale de degré n dea et 


est noté par le symbole ci/1 ou #c. 


Construction d’un système des nombres réels. On notera (a; ken 
ou (az) la suite (@,, 4, &+, . . .) des nombres rationnels. Définissons 
sur l’ensemble QN de toutes les suites des nombres rationnels les 
opérations binaires @, ©, l'opération singulaire © et l'opération 
à aucune place 1: 

(ar) @ (br) = (ar + br); 

© (ax) = (—ax); 

(ar) © (br) = (an-b»r); 

14 — (az), où ax = 1 pour tout À naturel. 

Notons F (Q) l'ensemble de toutes les suites de Cauchy sur le 
corps @ des nombres rationnels. Si (a;,) et (b,) sont des éléments 
quelconques de l’ensemble F (Q), les suites (ax) @ (bz:), © (ax), 


(ar) © (bz) appartiennent également à l’ensemble F (Q). Donc, 
l'ensemble F (Q) est clos relativement aux opérations ®, ©, ©. 
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Il est aisé de constater que l’algèbre (F (Q), ®, ©, ©, l) est un 
anneau commutatif. 

Faisons opérer sur l’ensemble F (Q) la relation binaire =: (a) = 
— (b,) si et seulement si la suite (a; — b;,) converge vers zéro. 

La relation = est réflexive, transitive et symétrique, c’est-à-dire 
est une relation d'équivalence sur l’ensemble F (Q). Convenons de 
désigner par le symbole [(a:)] la classe d'équivalence à laquelle 
appartient la suite (a,). L'ensemble de toutes les classes d'équiva- 


lence sera noté F, F = Fl=. 
On montre sans peine que la relation = est une congruence dans 
l'anneau (F (Q), @, ©, ©, 1). Cela permet de définir sur l’ensemble 


F les opérations +, — , -, 1 de la façon suivante: 


[ (a3)] + [ (b,)] = [az + bL)]; 
— [al = [(—az)l; 
[{a)]-[(b:)] == [(ar-b2)]; 

1 — [1]. 


L'algèbre (F,+,—, -,1) est l'algèbre quotient de l'anneau 
(F (Q), &, ©, ©, 1) relativement à la congruence =. On est en 


mesure de démontrer que l'algèbre (F, + ,—, -, 1) est un corps. 
Introduisons sur l’ensemble F (Q) la relation d'ordre: pour tous 
(a,) et (b4) de F(Q)on a 


(ap) < (Or); 


s’il existe un nombre naturel #7, et un nombre rationnel positif € 
tels que b, — ax > e pour tout À > mr. 

La relation binaire = est une congruence par rapport à <<, c'est-à- 
dire que pour tous (az), (bz), (ec) et (d,) de F (Q), si 


(ag) cd (b), (ar) = (Ch) et (b3) = (ds), 


on a alors (cz) << (dx). : 
Cela autorise d'introduire sur l’ensemble F la relation d'ordre: 
pour tous [(a:)]l et [(b:)] de F on pose 


[éan)] << T(b,)] si (ax) << (b:). 


Onest en mesure de démontrer que le système # = (F,+,—,:, 1, 
<) est un corps archimédien et toute suite de Cauchy sur le corps F 


converge vers l’élément de ce corps. Le corps Ææ est donc un corps 
des nombres réels. 
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Exercices 


1. Soient F = (F, +, —, +, 1, <<) un corps ordonné et a, b,c, dE F. 
Démontrer qu'alors: 


(a) siatc<b<+e, on a a <b:; 
(b) sia—b<a—c,, oo a b>c; 
(ce) si0<c et ac << bc, on a a <b; 


{e) si 0<a<b, on a 0<T—< L; 
: 1 1 
(f) sia<b<0, on a0>—>—; 


(g) si au moins un des nombres a, b, c est différent de zéro, on a a° + 
+ b + “> 0. 


2. Soient a, b des éléments du corps ordonné # et a << b. Démontrer qu'il 


existe dans 4 un élément c tel que a<c< b. 


3. Démontrer que l'équation r° — 2 n'a pas de solutions dans un corps 
des nombres rationnels. 


4. Démontrer que pour tout nombre réel positif a l'équation z? = a pos- 
sède une solution dans le corps des nombres réels. 


5. Montrer que l'équation r° + 1 — 0 n’a pas de solutions dans un corps 
des nombres réels. 


6. Soit R* un ensemble de tous les nombres réels positifs. Démontrer que 


l'algèbre (R*, -, -!) est un groupe; il est nommé groupe multiplicatif des nom- 
bres réels positifs. 


7. Soient a, b, c et d des nombres réels positifs. Démontrer que a/b = c/d 
si et seulement si pour n'importe lesquels des entiers positifs m et n na > 
> mb nc> md et na << mb + ne << md. 


8. Démontrer qu'une application identique est l’unique isomorphisme 
d'un corps des nombres réels dans lui-même. 


9. Démontrer qu'un système algébrique isomorphe au système des nom- 
bres réels est un système des nombres réels. 

10. Soit QN un ensemble de toutes les suites des nombres rationnels. Mon- 
trer que l'algèbre AN — (GN, @, ©, ©, 1), où 


(an) D (bx) = (ag + by); 
© (ap) = (—ap); 
(ax) © (by) — (az -bx); 


1 = (a,), où ax —1 pour tout k naturel, 
est un anneau commutatif. 


11. Soit F (Q) un ensemble de toutes les suites de Cauchy sur le corps 
= (Q, +, —, -, 1). Montrer que; F (Q) est fermé dans l'anneau @\ de 

toutes les suites des nombres rationnels et que l'algèbre & (Q) = (F (Q), @, 
©, ©, 1) est un anneau commutatif. 

12. Supposons que (a,) sm (b,) signifie que la suite (a, — b,) converge 
vers zéro. Démontrer que: 

a) la relation == sur l’ensemble F (Q) est une relation d'équivalence; 

b) la relation == est une congruence dans l’anneau # (Q). 
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13. Montrer que si (a)E€ F (Q), ax O0 pour tous les AE N et la suite 
(a,) ne converge pas vers zéro, on a alors 


(L/a)E F(Q) et (ax) © (L/a) = 1. 


14. Démontrer que l'algèbre quotient de l'anneau #& (Q) par rapport à la 
congruence == est un Corps. 

15. Soit F l’ensemble quotient F (Q)/æm. Démontrer que le système 
(F,+, —, +, 1, <<) est un corps archimédier. 

16. Démontrer que dans le système (F,<+, —, +, 1, <<} toute suite de 


Cauchy des éléments de l’ensemble F converge vers l'élément de F. 


$ 7. Corps des nombres complexes 


Extension complexe d’un corps. Soient Æ = (F, +, —, -, 1) 
un corps et { un élément (un symbole) n’appartenant pas au corps #. 
L'expression de la forme a + bt, où a et b sont des éléments quel- 
conques du corps #, sera appelée polynôme linéaire à t sur le corps 
(ou la forme) #. Les éléments a et b sont les coefficients du polynôme 
a + bt. 

Deux polynômes linéaires à ?{ sont dits égaux s'ils contiennent 
les mêmes termes (les mêmes coefficients) aux coefficients nuls près, 
qui peuvent être éliminés de l’expression (pour la forme). En parti- 
culier, pour tous éléments a et b du corps F 


() a+O0t—a, 0+bt=bt. 


Désignons par À l’ensemble de tous les polynômes linéaires à t 
sur le corps # : 


K={atbt]|a, bEF}. 


Sur l’ensemble X définissons les opérations +, —, - au moyen des 
formules suivantes : 


(I) Ga@a+b+(c+d)=(a+c) +(b + dj)t; 
(III) — (a + bt) = (—a) + (—b)t; 
(IV) (a + bt)-(c + dt) = (ac — bd) + (ad + bc) t. 


L'algèbre Æ# — (K, +, —, -, 1), où 1 est l'unité du corps #, 
sera appelée algèbre des polynômes linéaires. 

THeoRëME 7.1. Soit # —= (F, +, —, -, 1) un corps. L'algèbre 
# —= (K, +, —, -, 1) des polynômes linéaires sur le corps F est un 
anneau commutatif et le corps .# est son sous-anneau. 

Démonstration. Les opérations principales de l’algèbre 
Æ constituent des prolongements des opérations principales corres- 
pondantes du corps #. En effet, en vertu des formules ([)-(IV) pour 


10—01762 


146 PRINCIPAUX SYSTEMES NUMÉRIQUES [CH. IV 


tous aetbde F 
a+ b= (a+ 0-.i) + (b + 0:t) = 
= (a +b)+01t1=a<+b; 

—a = —{(a+0-t) = (—a) + 0-t = —a; 

a-b = (a + 0-t)-(b + 0-t) = a-b + 0:t = a-b. 

En outre, l’élément 1 de l’algèbre &Æ est l’unité du corps #. Donc, 
le corps # est une sous-algèbre de l’algèbre Z: 
(1) F 23€. 

L'’algèbre (Æ, +, —) est un groupe abélien. En effet, dans l’al- 
gèbre &Æ (selon la formule (II)) l'addition est commutative et asso- 
ciative, vu que l'addition est commutative et associative dans le 
corps #. Le zéro du corps # est un élément neutre par rapport à 


l'addition dans l'algèbre €, puisque, en vertu des formules (I), 
(II), pour tout élément a + bt de K 


(a + b-t) +0 = (a + b-t) + (0 + 0-i) = (a + bi). 

Tout élément a + b-t de X possède son opposé, vu que (a + b-t) + 
+ ((—a) + (—b):t) = 0 + 0-1 = 0. On a ainsi établi que l’algèbre 
(K, +, —) est un groupe abélien. 

L’algèbre (ÆX, -, 1) est un monoïde commutatif. En effet, dans 
l'algèbre € (selon la formule (IV)) la multiplication est commutative 
en vertu de la commutativité de la multiplication dans le corps #. 
Vérifions que dans l’algèbre € la multiplication est associative : 


(a + b-t)-[(c + dt)-(e + ft)] = (a + bt) [(ce — df) +(cf + de) t] = 
= (ace — adf — bcf — bde) + 
+ (acf + ade + bce — bdf) t; 
[(a + bt)-(c + dt)l:(e + ft) = [(ac — bd) + 
+ (ad + bc)t] (e + jt) = 
= (ace — bde — adf — bcf) + 
+ (acf — bdf + ade + bce) t. 
Donc, 


(a + bt)-[(c + dt)-(e + ft)] = [(a + bé) (ce + dt)] (e + ft). 


L'unité du corps # est un élément neutre par rapport à la multi- 
plication dans l'algèbre &#, car 


(a + bt)-1 = (a + bt) (1 + 0-5) = a + bt. 


On a ainsi établi que l'algèbre (Æ, -, 1) est un monoïde commutatif. 
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La multiplication dans l'algèbre &Æ est distributive par rapport à 
l'addition. En effet, 


[(e + bt) + (c + di)l-(e + jt) = [@ + c) + (b+d)tl(e + jt) = 
= (ae + ce — bf — df) + 
+ (af + cf + be + de jt; 
(a + bt)-(e + ft) + (c + dt)-(e + ft) = ((ae — bf) + (af + be) t] + 
+ L(ce — df) + (cf + de) 1] = 
— (ae — bf) + ce — df) + 
+ (af + be + cf +de) t. 
Donc, 
[(a + bt) + (ce + dtl:(e + ft) = (a + bt):(e + ft) + 
+ (c + )-(e + jt). 

Bref, on a démontré que l’algèbre &# est un anneau commutatif. 
En vertu de (1) le corps # est un sous-anneau de l'anneau &. D 

DeriniTion. Soit # —= (F, +, —, -, 1) un corps dans lequel le 
carré de chaque élément est différent de —1. Le corps &# est appelé 
extension complexe du corps # si les conditions suivantes sont satis- 
faites : 

(1) F est un sous-corps du corps &'; 

(2) on a dans &# un élément u tel que u? = —1; 

(3) chaque élément z du corps &# peut être représenté sous forme 
dez=a+bu, où a, bEF. 

ProposirioN 7.2. Soit & un corps dans lequel le carré de chaque 
élément est différent de —1. Soient Æ l'extension complexe du corps # 
et u un élément du corps & satisfaisant aux conditions (2) et (3) de la 
définition susmentionnée. Dans ce cas tout élément z du corps &Æ peut 
être représenté de façon unique sous forme ddz = a<+bu,;oùa,bEF. 

Démonstration. Soit z un élément quelconque du corps &#. 
Considérons deux représentations arbitraires de z sous la forme: 


(4) z=a<+bu, z=c+ du, 


où a, b, c, dE F. Si b-#Æd, alors a + bu = c + duet u — — « 
Donc, u= Er et u® = —1. Or, c'est contraire à la con- 


dition selon laquelle le carré de chaque élément du corps F est diffé- 
rent de —1. Donc, le cas où b = d est impossible. Par conséquent, 
b = det en vertu de (4)ja =c. CO 

THEOREME 7.3. Soit F = (F, +, —, -, 1) un corps dans lequel le 
carré de tout élément est différent de —1. Il existe alors une extension 
complexe du corps #. 


Démonstration.Soit X l’ensemble de tous les polynômes 
linéaires à £ sur le corps F : | : 


4) Æ={a+tbtla, bEF} (t4F). 


10% 
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La relation d'égalité et les opérations +, —, - se définissent sur 
l’ensemble À au moyen des formules (1)-(V). Selon le théorème 7.1 
l'algèbre # 


& = (K, +, — ° 1) 


est un anneau commutatif et le corps # constitue un sous-anneau de 
l'anneau &Z : 


(2) F 3%. 


Démontrons que l'anneau ## est un corps. En vertu de (2) le 
zéro et l’unité du corps # sont le zéro et l'unité de l’anneau #’; 
donc 0% Æ 1%. Il nous reste à montrer que pour tout élément non 


nul de X on a dans # un élément qui lui est opposé. Soit a + bt Æ 0; 
où a, bE F. On a alors a Æ 0 ou b = 0. Par suite, a° + b° Æ 0, car 
dans le cas contraire a? + b? — 0 et (a/b)*° = —1 (pour b + 0) ou 
(bla) = —1, ce qui est impossible vu l'hypothèse du théorème. 
En vertu des formules (II) et (V), il vient 


G@+bt)- (+ rt) = 1. 


c'est-à-dire que l'élément a + bt est inversible dans ##£. L’anneau # 
est donc un corps. 

L'élément t de Æ satisfait à la condition {* — —1. En effet, en 
vertu ‘des formules {(V) et (II), il vient 


tt — (0 + 1-6) (0 + 18) = —1 + O-t = —1., 


Enfin, en vertu de (2), le corps # est un sous-corps du corps &%°. 
Par conséquent, le corps :# est une extension complexe du corps #. 

TasorsME 7.4. Soit # —= (F, +, —, -, 1) un corps dans lequel le 
carré de tout élément est différent de —1. Soient # et :X' des extensions 
complexes du corps #. Il existe alors un isomorphisme du corps # 
sur le corps #' qui laisse invariants tous les éléments du corps .F. 

Démonstration. Il existe dans # un élément tel que 
u® = —1 et tout élément du corps # se représente de façon unique 
sous forme de a + bu, où a, b € F. De façon analogue, il existe dans 
%" un élément t tel que & — —1 et chaque élément du corps #” 
se représente de façon unique sous forme de a + bt, où a, bEF. 
Notons 4 l'application (qui est injective) de ÆÀ sur Æ” associant à 
l'élément a + bu de Æ l'élément a + bt de K”. En outre, Ÿ respecte 
les opérations principales du corps #. En effet, puisque 


(a + bu) + (e + du) = (a + ©) + (b + d) u, 
— (a + bu) = (—a) + (—d) w, 
(a + bu) (c + du) = (ac — bd) + (ad + bc) u, 
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on a 
d ((a + bu) + (c + du)) = (a+ oc) + (b + d)t = (a + bt) + 
+ (c + dt) = 4 (a + bu) + y (c + du), 
d (— (a + bu)) = (—a) + (—b)t = — (a + bt) — 
= —1Ÿ (a + bu), 
D ((a + bu) (c + du)) = (ac — bd) + (ad + bc) t — 
= (a + bt)-(c + dt) = ÿ (a + bu)-Ÿ (c + du). 


De plus, + (1) = 1 et (a) = a pour tout élément a du corps #. 
Ainsi 14 est une application isomorphe du corps}é sur le corps #4" 
qui laisse invariants tous les éléments du corps F. CO 

Corps des nombres complexes. Dans un corps ordonné le carré 
de tout élément non nul est positif. Donc, dans un corps des nombres 
réels le carré de tout nombre réel est différent de —1. En vertu du 
théorème 7.3 il existe une extension complexe du corps des nombres 
réels @. Selon le théorème 7.4 toutes deux extensions complexes du 
corps # des nombres réels sont isomorphes. 

DeriNtTion. On appelle corps des nombres complexes une extension 
complexe du corps des nombres réels. 

Soit Z = (R, +, —, -, 1) un corps des nombres réels. Soit € 
un corps des nombres complexes, extension complexe du corps .Z. 
L'ensemble de base du corps € est noté C. Les éléments de l’ensem- 
ble C sont nommés nombres complexes. Désignons par i un nombre 
complexe pour lequel à — —1, de sorte que tout nombre complexe z 
de C peut être représenté sous forme de z — a + bi, où a, bER. 
Cette représentation est nommée forme algébrique du nombre z. 
Le nombre i est dit unité imaginaire du corps des nombres complexes. 

THEOREME 7.5. Soient € — (C, +, —, -, 1) un corps des nombres 
complexes, extension complexe du corps 4 des nombres réels et a, b, c, d 
des nombres réels arbitraires. On a alors 


(1) a + bi = c + di si et seulement si a = c et b = d; 
() (@a+bi)+(c+di)=(a+c) +(b + dj)i,; 

(3) — (a + bi) = (—a) + (—b)i; 

(4) (a + bi) (c + di) = (ac — bd) + ” + bc) i; 


(5) si a+bi=Æ0, alors (a+ bi) 1 = + ns 


“li. 


EE 


Démonstration. Soit RUE RCE: Si b=d, on a a=c. 
TER et ( — Ÿ =—1, ce 
qui est impossible. Donc, le cas de Du est inacceptable. étant 
un corps, on a les égalités (2), (3) et (4). 


Mais si bd il s'ensuit que i— 
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Soit a + bi Æ 0. En vertu de ()a-=0oub#=0eta— bi=0Q. 
Etant donné que le produit de deux éléments quelconques non nuls 
du corps € est différent de zéro, on a (a + bi) (a — bi) = a + b° 
5 0. Par conséquent, 


(a + bi)” pr EEE ET PERS L. CO 


DeriNiTIon. *On appelle corps numérique tout sous-corps d’un 
corps des nombres complexes. 

Tout corps numérique comporte un sous-corps des nombres ration- 
nels. En effet, soit # — (F, +, —, -, 1) un corps numérique quel- 
conque. Vu que 0, 1€ F et l’ensemble F est clos relativement aux 
opérations +, —,on en déduitquen =1+...<+1€Fet—n€er. 
Donc, F contient tous les nombres entiers. L'ensemble F est fermé 
par rapport à la division et, par suite, renferme tous les éléments de 
la forme mn-! notés m/n. Donc, F renferme l’ensemble Q de tous les 
nombres rationnels. L'ensemble Q est clos relativement aux opéra- 
tions principales du corps # et tout élément non nul de Q est inver- 
sible dans Q. Il s’ensuit que l'algèbre @, @ = (Q, +, —, -, 1), 
est un sous-corps du corps #. Par conséquent, le corps numérique # 
contient un sous-corps @ des nombres rationnels. 

DEriINITIoON. On appelle anneau numérique tout sous-anneau d’un 
corps ‘des nombres complexes. 

Ainsi, par exemple, les anneaux &#, @, € sont numériques. 
Le sous-anneau du corps € engendré par l'élément à et noté & li] 
est un corps numérique. 

Nombres conjugués. Siz =a<+bi, où a, bER, alors le nombre 
a — bi est noté z. 

Dérinrrion. Les nombres complexes z = a+ bi et z—=a—bi 
sont dits conjugués. 

Rappelons que l'application isomorphe d'un corps sur lui-même 
est appelée automorphisme du corps. 

THEOREME 7.6. Sizet z° sont des nombres complexes quelconques, 
on a alors 


A) 2+2 = z+; 
(2) (—2)=—1; 

(3) 2-2 = 2.2’; 

(4) (2) = 2: 


(5) z= 72 si et seulement si z CR; 
(6) si z = a + bi, alors z.z = a° + b?. 
La démonstration du théorème est laissée au soin du lecteur. 


CoOROLLAIRE 7.7. L'application d'un corps des nombres complexes € 
en lui-même qui fait correspondre à tout nombre complexe z son conjugué 
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z est un automorphisme du corps € qui laisse invariants les nombres 
réels. 

: Module d’un nombre complexe. Introduisons la notion de module 
d'un nombre complexe. 

DEFINITION. On appelle module d'un nombre complexe a + bi 
(a, b E R) la racine carrée arithmétique du nombre a° + b?, c'est-à- 
dire le nombre (a° + b°)/°, Le module d’un nombre complexe 
7= a + bi est noté | z | ou | «a + bi |. Ainsi, par définition, | z |? = 
= ai + b?. 

TH£EOREME 7.8. Pour tous nombres complexes z et u, on a 


(4) IzP = 32:z; 
(2) 1|z|= 0 si et seulement si z = 0; 
(3) Izul=1zl-lul; 


(4) 127 1=121" pour zÆ0; 

(5) Iz+u[l<Izl+lul]; 

(6) Izl—lul<'Iz+ul; 

(7) [Izl—lulI<iz+ul. 

Démonstration. (1) Si z=a+ bi, z=a— bi et 
22 = +b= ]|z2/. 

(2) Si 1lz2]=|[a+bil = 0, alors |z [? — a? + b? = 0. Mais 
comme a et b sont des nombres réels, il s'ensuit de a? + b? — 0 que 
a = b = 0, c'est-à-dire que z = 0 

(3) En vertu de (1) 

| zu [= (zu) (zu) = (zu) (zu) = (22) (uu) = 12 Flu = 


= (Izf-lu 
De l'égalité | zu [ = (| z |-| x |)* on déduit la formule (3). 
(4) Selon (3), pour zÆ0 


[22 [= /zl|zt1= 1 
Par suite, [2-1 | = |21]"1 

(5) De (1) il vient 

Iz+1F= (+1). +1) =12P+2+7+1. 
De plus, siz = a + bi,z + z = 2a < 2 (a° + b2)V? — 2 |z |. Aussi 
[2 +1 (171 + 1); par conséquent, |z+11<12z|+1. En 


s'appuyant . la formule (3) et sur la dernière inégalité, on conclut 
que pour u # 0 


Iztul=lqutut+1)|=lullæut+11< 
<lul(lzuT|+1)=lul({zliul® +1). 
Donc, |z+ul<1z|+lul. 
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(6) Vu que z = —u + (2 +u) et | —u | = |u |, en vertu de 
(5) 1zZ21<I—u|+z+ul=[|u|+|z+ul. Donc, |2:|— 
— [ul<Iz+ul. 

(7) Puisque le nombre | [z | — | u | | est égal à | z | — | u | ou 
|u | — ]z |, l'inégalité (7) se déduit de l'inégalité (6). O 


Interprétation géométrique des nombres complexes. A chaque nom- 
bre complexe z = a + bi faisons correspondre un point M (a, b) du 
plan (à système des coordonnées rectangulaire) d’abscisse a et d’or- 
donnée b. Le point M (a, b) est dit affixe de a + bi. 

Pour tous deux nombres complexes a + bi et c + di l'égalité 
a + bi = c + di n’a lieu que si et seulement si a = c et b = d. 
Aussi l'application associant à chaque nombre complexe a + bi 
le point M (a, b) du plan des coordonnées constitue-t-elle une appli- 
cation injective de l’ensemble C des nombres complexes sur l’ensemble 
des points du plan des coordonnées. Le plan des coordonnées dont les 
points sont la représentation géométrique des nombres complexes est 
appelé plan complexe. 

Soient r et o les coordonnées polaires du point M (O est l'origine, 
Ox l'axe polaire). Alors r = (a° + b*)!/?, autrement dit, r est le 
module du nombre complexe a + bi. 

Les nombres réels sont représentés par des points de l'axe des 
abscisses ; c’est justement pourquoi on appelle axe réel l'axe des 
abscisses. Les points de l’axe des ordonnées représentent des nombres 
purement imaginaires, c'est-à-dire des nombres de la forme bi, où 
b ER, aussi l’axe des ordonnées est-il nommé axe imaginaire. | 


Les nombres conjugués z et z sont figurés par des points symétriques 
par rapport à l’axe réel. Les nombres z et —z mutuellement opposés 
sont représentés par des points symétriques par rapport à l'origine 
des coordonnées. 

Les affixes des nombres complexes de même module r, r > 0, 
se disposent sur un cercle de rayon r et ayant pour centre l'origine 
des coordonnées. 

Représentons sur un plan complexe les nombres complexes z, = 
= dy + Dii, 2e = Ge + bi ainsi que leur somme 2, = (a, + a) + 
+ (db, + b,) i par les points A,, M: et M, respectivement. Le seg- 
ment géométriquement orienté OM, s'obtient à partir des segments 
orientés OM, et OM, suivant la règle du parallélogramme. 


Exercices 


1. Chercher sur le plan les affixes des nombres complexes 1, i, 1 + à, 
Ai, 1—i,1+1V3, V3—i. 

2. Soient donnés un nombre réel positif a et un nombre complexe c. Cher- 
cher l’ensemble des points du plan constituant les affixes” des nombres com- 
plexes z et qui satisfont aux conditions: 

(@) |z1—=a; ) |! 

(c) 1z1<a; (d) |! 
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(@) 1:—11 <{1; M 12—1—11 < V2: 

@ 1:—11+1:+11= 2. 

3. Résoudre les équations: 

(a) (—i)z— 3: = 2 — 1; 

(D) z2—%2:=3—i; 

(c) z-2+3(:—:) = 4 + 3i; 

(d) z22+3(+2)= 7; 

(e) z-2+3(z L 2) = 3i. 

4. Montrer que pour tous nombres complexes :, et z, on a l'égalité 
[un +zlr+iIn—-2lr=2(|12z |? +1 z1?). Quelle est l'interprétation géo- 
métrique de cette égalité? 

5. Résoudre le système) d'équations: 

(a) iz+(i+iy=3—i; (—i)z—(6—i)y = 4; 

D) 2+hr-B+iy=t; B—irz+(2+Dy= —i. 

6. Résoudre les équations (dans un corps des nombres complexes) : 

(a) 2—(4+3i)z+:1+5i= 0; 

) z2+5:+9= 0; 

{) 2+:+1+i-=0; 

dd) #+1—=0; 

(e) zt+1= 0. 

7. Démontrer que dans un corps des nombres complexes il n'existe qu’un 
seul automorpbisme différent de l’automorphisme identique qui transforme de 
nouveau les nombres réels en des nombres réels. 


8. Démontrer que chaque anneau numérique contient un sous-anneau des 
entiers. 


9. Soit C, un ensemble de toutes les matrices carrées d'ordre deux de 


l'aspect e | à a et b réels. Démontrer que l'algèbre (C,, +, —,:.,e) 
du type (2, 1, 2. 0), où +, —, - sont des opérations banales sur les ma- 
trices et e = 0 . est un corps isomorphe au corps des nombres complexes. 


10. Soit X un ensemble des nombres complexes de la forme m + ni à m 
et n entiers. Montrer que l'algèbre (K, +, —, -, 1) est un domaine; d'inté- 
grité (un anneau d'intégrité). Cet anneau est nommé anneau des entiers de Gauss. 

. Décrire un sous-corps d’un corps des nombres complexes engendré par 
le nombre à et des nombres rationnels. 


S 8. Forme trigonométrique d’un nombre complexe. 
Extraction des racines à partir des nombres complexes 


Forme trigonométrique d’un nombre complexe. A côté de la 
forme algébrique du nombre complexe on utilise fréquemment la 
forme trigonométrique. 

PRopPosiTioN 8.1. Pour tous nombres réels x et y satisfaisant à la 
condition 


1) 2 + y =1, 
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il existe un nombre réel unique ®, tel que 
(2) z—=cosp, y—=sing, 0<œp< 21. 


Démonstration. Supposons que les nombres réels x et y 
satisfont à la condition (1), alors on a 


(3) Iz1<1. 


Tout nombre réel satisfaisant à la condition (3) appartient au domaine 
des valeurs de la fonction cos de l'intervalle fermé (0, x]. Il existe 
donc un nombre réel Ÿ tel que 


(4) z=cosp, 0<V< 7. 


En vertu de (1) et (4) y* = sin? + et y = +sin y. Si y = sin, 
posons @ = %. Mais si y = —sin Ÿ, posons @ = 2x1 — 14. En tout 
cas le nombre réel œ satisfait aux conditions (2). 

Supposons que 6 est un nombre réel quelconque satisfaisant aux 
conditions 


(5) z—=cos86, y=sin8, 0<08< 2x. 
Admettons que 8 < œ, alors 
sin ( — 8) = sin @ cos 8 — cos p sin 6 = yxz — zy = 0. 


Or 0 < p — 6 << 2x, aussi l’égalité sin (op — 6) — 0 n’a-t-elle lieu 
que pour p—60—0 ou p—8—=1x. Si p—68—=1x, cos p — 
= —Ccos 0 — —zr = —cos p, sin p = —sin 0 = —y — —sin p; à 
partir des égalités cos p = —cos p, sin @ = —sin op il s'ensuit que 
cos o = sin p = 0, ce qui est impossible. Donc, le cas où o — 8 = x 
est impossible. Par conséquent, ® — 6 = 0etp—=6. Q 

THÉOREME 8.2. Pour tout nombre complexe z autre que zéro ily aun 
couple unique des nombres réels r et ® tel que 


4) z=r(cosp+isinp, 0<7r, 0<œp< 21. 


Démonstration. Si r satisfait aux conditions (1), on a 
alors | z | — r? (cos® @ + sin° p) = r° et r = |z |. Il n’existe donc 
pas plus d’un nombre réel r satisfaisant aux conditions (1). 

Soit z = a + bi 0, où a, b sont des nombres réels. Posons 
r = (a? + b*)?, r >> 0. Alors (a/r)° + (b/r)° = 1. En vertu de la 
proposition 8.1 il existe un nombre réel unique o satisfaisant aux 
conditions 


(2) ar =cos, bfrr=sin, 0<œp< 21. 


Comme r>0 et z=r (£++ i) , il s'ensuit de (2) 


(3) z=r(cosp+isinp), 0< œp< 21. 
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D'un autre côté, de (3) se déduisent les égalités a + bi = r cos op + 
+ rsinœ-i, a—=rcosp, b —=rsinp. Donc, les conditions (2) 
découlent des conditions (3). Par suite, les conditions (2) et (3) 
sont équipotentes pour r >> 0. Il n’existe donc qu'un couple unique 
des nombres réels satisfaisant aux conditions (1). O 

DEFINITION. On appelle forme trigonométrique du nombre complexe 
z sa représentation z — r (cos @ + à sin ),oùret sont des nombres 
réels et r > 0. 

TH£OREME 8.3. Soient 


({) z=r(cosp+ising), r>0, 

(2) z=7r, (cosb+isinŸ), r>0, 

deux représentations du nombre complexe z sous forme trigonométrique. 

On a alors r = r, = |z|et il y a un entier k tel que @ — % = 2xk. 
Démonstration. On a établi dans le théorème 8.2 que de 

(1) et (2) s’ensuivent respectivement les égalités r = |z |etr, = |2z | 

ou r = r, = |z |. Selon le théorème 6.3 il existe pour le couple de 

nombres o et 2x un nombre réel « et un entier m tels que 


(8) œ=21m+a 0<a<2n. 
De façon analogue, pour les nombres et 2x il existe un nombre réel f 
et un entier nr tels que 
(4) p=2an +$, 0<PB< 21. 
Sur la base des formules (1), (3), il vient r = |z|et 
(5) z—=12z](cos « + isin a). 
En vertu des formules (2), (4), on aboutit à r, = [z|et à 
(6) z—= 121] (cos 8 + i sin P). 
Puisque | z | 0, à partir de (5) et (6) on tire 
(7) cos « + i sin & = cos + i sin f. 
Comme 0<aœ, B << 2x, selon le théorème 8.2, on obtient de (7) 
(8) = $. 
pas . : (3), (4) et (8) on conclut que @ — + = 2nk, où k = 


THEOREME 8.4. Soient z = | z | (cos ® + i sin q), z = | Z | X 
X (cos + à sin +), où p el Ÿ sont des nombres réels, alors 

(4) 2 = 12112 1 {cos (go + +) + i sin (g + w)l; 

(2) = LT lcos (p—v) + sin (p— w)] pour z#0; 

(3) z° = |z |" (cos zp + i sin np) pour tout n naturel; 

(4) (cos @ + i sin p}" = cos zp + i sin »rq. 
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Démonstration. En vertu de la distributivité de la 
multiplication des nombres complexes par rapport à l’addition, il 
vient 


2-2 = |2|-|z, | [(cos cos ÿ — sin y sin +) + 
+ (cos @ sin d + cos w sin æ) il 
D'où s’ensuit la formule (1), puisque 
Cos cos Ÿ — sin p sin Ÿ = cos (p + +); 
cos @ sin Ÿ + cos + sin p = sin (p + ). 
En vertu de la formule ({), on obtient 
(cos vd + à sin v) (cos (—1+) + à sin (—)) = 
= cos0 + isinO0O —=1, 
et, par suite, 
reg = 605 (— + isin (— Ÿ), 
et pour z,Æ0 


+= — (cos (— 1) + à sin (—)). 
1 1 


Par conséquent, selon la formule (1) 


Es. El joos (p— 1) + à sin (p— w)]. 
ad | 1 1 

La formule (3) se démontre par récurrence sur » en s'inspirant de 
la formule (1). La formule (4) s'obtient à partir de la formule (3) 
pour |z| = î. 

Les formules (3) et (4) sont nommées formules de Moivre. 

Racines n-ièmes de l’unité. Soit nr tout nombre naturel diffé- 
rent de zéro. | 

DEFINITION. Un nombre complexe w satisfaisant à la condition 
w" = 1 est nommé racine n-ième de l'unité. 

THEOREME 8.5. Il existe exactement n différentes racines n-ièmes 
de l'unité qui s'obtiennent toutes par la formule 

2nk . + 27 

= + isin = 


W}, = COS avec k=0, ...) n — 4. 


Démonstration. Chacun des nombres w, constitue une 
racine r7-ième de l’unité, car, selon la formule de Moivre, 


uWh — (cos + isin I ]"= cos 214 + i sin 2nk = 1. 


97. 2 9 = ; | 
Les nombres réels 27, = + EI sont non négatifs, 


inférieurs au nombre 2x et diffèrent deux par deux. Donc, selon le 
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théorème 8.2, les nombres complexes w,, w, . .., Wn_, diffèrent 
deux par deux. 

Il nous reste à montrer qu'une racine n-ième quelconque de l'unité 
appartient à l’ensemble {w,, w,, . . ., wh_,}. Selon le théorème 8.2 
le nombre w peut être figuré sous la forme w = | w | (cos @ + ësin y), 
le nombre réel q satisfaisant aux conditions 


(1) 0<p< 27. 


Comme w"* = 1, | w | — 1 et, selon le théorème 6.4, |w | = 1. 
Par conséquent, w = cos o + à sin . Selon la formule de Moivre 
uw" = cos np + isin np. Aussi l'égalité w”° — 1 peut-elle être 
écrite sous la forme 


(2) cos np + i sin np = cos 0 + i sin 0. 
Selon le théorème 8.3, il s'ensuit de (2) que n@ — 0 = 2xk pour un 
entier k, par suite, =, En outre, en vertu de (1), 0 < p = 


= 2 2n et, partant, 0 Lk << n. Donc, 


27k . .. 27k 
w= COS ——+isin ——=wx, E{wy, W, ..., Wnu}. D 


CoROLLAIRE 8.6. Les points du plan complexe représentant les racines 
n-ièmes de l'unité occupent les sommets d'un polygone régulier à n 
angles inscrit dans le cercle de rayon unité et de centre à l'origine des 
coordonnées, de plus, l’un des sommets se trouve au point (0, 1). 

DEFINITION. Le nombre complexe w est appelé racine primitive 
n-ième de l'unité (n > 1) si l’ensemble des nombres {w°, wt,...,uw"-1} 
constitue un ensemble de toutes les solutions de l’équation 2° = 1. 

C’est ainsi, par exemple, que pour tout nr => 1 naturel le nombre 

9 
W, = cos — + i sin = est, en vertu du théorème 8.5, la racine 
primitive n-ième de l’unité. 

Racines n-ièmes d’un nombre complexe arbitraire. La forme 
trigonométrique d'un nombre complexe résout totalement le pro- 
blème de l'extraction des racines des nombres complexes. 

TH£ÉOREME 8.7. Soient ce = |c|(cos + isin) un nombre 
complexe différent de zéro et n un nombre naturel non nul. Ilyan 


racines n-ièmes distinctes du nombre c et, toutes, elles s'obtiennent à 
l'aide de la formule 


« D Le 
u, = [cl cos DRE | Pre - H=0,;. 1,5. 11. 
n n 


Démonstration. Montrons qu'on a 


(1) Up = UoWz; k = 0, Le n—1, 
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OÙ Wp, - - + Wn_, Sont les racines »#-ièmes de l'unité et 


U, = [c|1/" (cos À +isin TL). 
En effet, en vertu de la formule de Moivre 


P \ 4 


ee 271k . . 27k 
u= [ct (cos + isinL ) (cos + sin =) = vou. 


Chacun des nombres uv, est une racine #7-ième du nombre c, car, en 
vertu de ({), 
D pp — pp — 1/n\n 4 EL LE 
ur =upgur =uÿ =(|c|!/2)" | cos —+isin—]) = 
= |c| (cos p+isin p)=c. 
Si u est une racine n#-ième arbitraire du nombre c, alors (uu5!)" — 
= u" (uÿ)-!=cc"1 = 1. Donc, 
uuÿ? € {Lo, CE Wn1} 


et en vertu de (1) 
u E {uowo, - . ., UoWn1} = {Uo, . .., Un}. 


Par conséquent, l’ensemble {u,, . .., u, } est l'ensemble de toutes 
les racines n-ièmes du nombre c. Cet ensemble contient exactement n 
éléments distincts, vu que 


(os » : - Un} = {uowo, .. UoUn1} 


uo 7 0 et les nombres w,, . . ., w, _ diffèrent deux par deux selon le 
théorème 8.2). O 


Exercices 


1. Représenter en forme trigonométrique les nombres complexes: 


Ai, —1, —i, 14+i, 1—i, ue. V 3+1. 


2. ee ns des points du plan représentant les nombres com- 
plexes z pour lesquels: 
(a) argz=0; (b)argz=; (c)argz=m; (d) argz=.. 


3. A ques conditions le module de la somme de deux nombres complexes 
est égal à la somme des modules des termes ? 

4. A quelles conditions le module de la somme de deux nombres complexes 
est égal à la différence des modules des termes? 
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5. Décrire les applications suivantes (C —+ C): 

(a) ze—>:  (b) z1— — GHO$ (ze: 

(d) z — iz: (e) z:—> rz, où r est un nombre positif; 

(D ze» (cosp+isinp} (8) z > —3; 

(b) z—> r(cosp+ising); (i) z ++ 7-1 

6. Soient w= cos + i sin À et x un nombre naturel. Calculer: 
a) (+ uw); (b) wn+ un, 

7. Calculer la somme --<+cos z+cos 2r+...+cos nz. 


.. n+i .. nz 
sin 2 Z°Sin 5 
8. Montrer quesinz<+sin?2z+...—+sinnz= = — , 
sin — 


2 
9. Exprimer à l’aide de cos x et sin z: 


(à) cos 5z;  (b) sin5z; (c) cos 6z; (d) sin 6z; (e) cos 8z. 
10. Chercher les formules exprimant cos nz et sin nz à l'aide de cos z 
et sin z. 


11. Exprimer en forme de polynôme trigonométrique du premier degré 
de cosinus et de sinus d’angles multiples de zx: 


(a) sinÿz; (b) cos®z; (c) sinfz; (d) cost. 
12. Trouver toutes les racines de l'unité d'indice: 
(a) 2; (b) 3; (c) 6; (d) 8; (e) 12; (9 24. 
13. Trouver toutes les racines complexes des équations: 


@) #+1=0 @ #+2+2=0; @ #+4% 185 0; 
d) =+1=0; (e) = —1= 0. 

14. Trouver la somme et le produit de toutes les racines n-ièmes de 1. 
15. Soit e — cos — + sin — , OÙ 7» est un entier positif. Montrer que 


le nombre complexe z est une racine primitive n-ième de l'unité si et seulement 
si z= em" pour un nombre naturel m premier avec n. 
16. Chercher les racines primitives d'indice: 


(a) 25 (b) 35 (c) 4; (dd) 5; (e) 6; (9 8; (g) 12; (b)_24. 
17. Chercher tous les nombres complexes satisfaisant à la condition z — 


= 21, où nr est un entier positif et z le conjugué de z. 

18. Démontrer les affirmations suivantes: 

(a) le produit de la racine m-ième de 1 par la racine n-ième de 1 est une 
racine mn-ième de 1; 

no si m et r sont À Asp entre eux, il n'y a qu'un seul nombre complexe z 
satisfaisant aux conditions z" = 1 et 37 = 1; 

(c) si les nombres m et n sont premiers entre eux, toutes les racines mn-ièmes 
de 1 s'obtiennent alors par multiplication des racines m-ièmes de 1 par les raci- 
nes n-ièmes de 1; 

(d) si m et n sont premiers entre eux, le produit de la racine primitive 
m-ième de À par la racine primitive n-ième de 1 est alors une racine primitive 
mn-ième de 1 et réciproquement. 


CHAPITRE V 


ESPACES VECTORIELS ARITHMÉTIQUES 
ET SYSTÈMES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES 


$ 1. Espaces vectoriels arithmétiques 


Espace vectoriel arithmétique à x dimensions. Soient # un corps 
de choix arbitraire, # — (F,—+,—,-,1),et F son ensemble de base. 
Les‘éléments de l’ensemble F sont appelés scalaires, F l’ensemble des 
scalaires et # le corps des scalaires. Soit r7 un nombre naturel fixé 
autre que Zéro. 

DEFINITION. On appelle vecteur à n dimensions sur le corps F 
tout cortège de » éléments du corps #. L'ensemble de tous les vec- 
teurs à z dimensions sur le corps # est noté par le symbole F7. 

Généralement le vecteur est présenté sous forme d'une ligne ou 
d’une colonne. Dans ce paragraphe on écrira le vecteur à x dimen- 
sions en ligne 


CA Œa, CCE Tr | An); 


OÙ y, Dos + + +» Un EF. 

Introduisons sur l’ensemble des vecteurs à nr dimensions sur le 
corps .Ÿ la relation d'égalité, l’opération d’addition des vecteurs et 
l'opération de multiplication du vecteur par no 

DEFINITION. Les se re 1 Œn) 6 (Br + + + Ba) Sont dits 
égaux si &1 = Pi, - .-., = 

DEFINITION. On à Dalle somme des vecteurs (a ..…. An) et 
(B1» - + -» Bn) le vecteur («; + B,,..., «nr + B,), c'est-à-dire 


(@, : .., Œn) + (Bi, - . …, Ba) = (@i + Bas - - …, Œn + Ba). 


DEFINITION. On appelle produit d'un scalaire À par le vecteur 
(@&, - - ., &n) le vecteur (Aa, . .., Àx,), c'est-à-dire 


À (æ, ._. Un) — (Ac, .. Aa )- 

L'opération de multiplication par un scalaire À sera désignée 
par le symbole w;, c’est-à-dire 

On (Œj, + - + Œn) = À (@y, - - ., Œn). 


Pour chaque À de'F,w est une opération singulaire sur l’ensem- 
ble F7 des vecteurs à r dimensions. 
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Le vecteur (0, . . ., 0) est appelé vecteur nul et noté 0. Un vecteur 
nul est un élément neutre par rapport à l’addition. 

Le vecteur (—1)-(x,, . - ., æ«.) est dit vecteur opposé du vecteur 
a — (a,,...,@,) et est noté —a. Il va de soi que a + (—a) = 0. 

DEFINITION. On appelle espace vectoriel arithmétique à n dimen- 
sions sur Le corps # l’ensemble F” associé à l'opération binaire d’ad- 
dition et aux opérations singulaires w;, autrement dit, l'algèbre 
(FT, +, {or |A € F}). 

L'espace vectoriel arithmétique à r dimensions sur le corps # 
est désigné par le symbole #”. 

L'opération d’addition des vecteurs et les opérations singulaires 
6, sont les opérations principales de l’espace vectoriel #”. 

Ta£orëME 1.1. Les opérations principales de l’espace vectoriel #” 
sont douées des propriétés suivantes : 

(1) l'algèbre (F", +, —), où —a = w_, (a) pour tout a de F", 
est un groupe abélien ; 

(2) la multiplication par des scalaires est associative, c'est-à-dire 
que (xB) a = « (Pa) pour tous «, B de F et tout a de F"; 

(3) La multiplication par un scalaire est distributive par rapport à 
l'addition, c'est-à-dire que à (a + b) = œa + ab pour tout a de F 
et tous a, b de F'; 

(4) la multiplication par un vecteur est distributive par rapport à 
l'addition des scalaires, c'est-à-dire que (a + BP) a = œ&a + Pa pour 
tous à, B de F et tout a de F”; 

(5) 1-a = a pour tout a de F". 

Démonstration. Démontrons que l’algèbre (F", +, —) 
est un groupe commutatif. La commutativité de l’addition des vec- 
teurs découle directement de la définition de l'addition, ainsi que 
du fait que # est un corps. L’associativité de l’addition s'ensuit de 
l'associativité de l’addition des scalaires : 


(a+ b)+ce=t((a...,a@n) + (Bas... Bn)) + (Vas + + +5 Vn) = 
= (ai + Pa, - .., @n + Ba) + (Vas - + «1 Yn) = 
= ((ar + Ba) + Vas + + (@n + Pn) + Ya) = 
= (or + (Bi + Vas + - + An + (Pn + Yn)) = 
= (@ys + + Œn) + (Br + Vas + + + Pn T Yn) = 
a + (b + c). 


Le vecteur 0 est un élément neutre par rapport à l’addition, 
c'est-à-dire que a + 0 = 0 + a = a pour tout vecteur a. Le vecteur 
—a = (—@&,, ..., —a@,) est l'opposé du vecteur a, c’est-à-dire que 
a + (—a) = 0 = (—a) + a. (F7, +, —) est donc un groupe. Sa 
commutativité se déduit de la commutativité de l'addition des 
scalaires. 
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On vérifie de même sans peine la validité des propriétés (2)-(5). 

Dépendance et indépendance linéaires d’un système de vecteurs. 
Soient # un corps des scalaires et F son ensemble de base. Soient 
Ÿ = F" un espace vectoriel arithmétique à x dimensions sur # 
et a, ..., a, un système quelconque de vecteurs de l’espace 7. 

DeriNiTION. On appelle combinaison linéaire du système des vecteurs 
8j, . - + Am Une somme de la forme À,a, +... + Amam, où À, . .. 
....r Àm EF. Les scalaires À,, ..., À, sont dits coefficients de la 
combinaison linéaire. Une combinaison linéaire est dite non triviale 
si au moins un de ses coefficients est différent de zéro. Elle est, par 
contre, dite triviale si tous ses coefficients sont nuls. 

DEFINITION. L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des 
vecteurs du système a,, . .., a, est nommé enveloppe linéaire de ce 
système et noté L (a,, ..., a). L'enveloppe linéaire d’un système 
vide est un ensemble composé du vecteur nul. 

\Bref, |par définition, 


Lin...) a la LE dial. A CR, 


On constate sans peine que l'enveloppe linéaire d’un système 
donné des vecteurs est fermée relativement aux opérations d’addition 
des vecteurs et de multiplication des vecteurs par des scalaires. 

DEFINITION. Un système des vecteurs a,, . . ., a, est dit linéaire- 
ment indépendant (ou libre) si pour des scalaires quelconques À, . . . 
1 Àm de l'égalité ÀA,a, +... + À,an = 0 s’ensuivent les égalités 
M = 0,..., Am = 0. Un système des vecteurs vide est dit linéaire- 
ment indépendant. 

Autrement dit, un système des vecteurs fini est linéairement 
indépendant si et seulement si toute combinaison linéaire non tri- 
viale des vecteurs du système n'est pas égale au vecteur nul. 

DEFINITION. Un système des vecteurs a,, . . ., a,, est dit linéaire- 
ment dépendant (ou lié) s’il existe des scalaires À,, . . ., À, non tous 
nuls, tels que 


ja +... + ÀAmam = 0. 


Autrement dit, un système des vecteurs fini est dit linéairement 
dépendant (lié) s’il existe une combinaison linéaire non triviale des 
vecteurs du système égale au vecteur nul. 

Le système des vecteurs 


es =(1,0;::55 0), e—,(0;1,0:.::: 0), ::: 

e, = (0, 0, ..., O0, 1) 
est appelé système des vecteurs unités de l'espace vectoriel #". Ce 
système des vecteurs est linéairement indépendant. En effet, pour 
tous scalaires À,,..., À, de l'égalité Àe, + ... + À,e, = 0 on a 
l'égalité (A, . .., An) = 0 et, partant, les égalités À, = 0, ... 


.9 n e 


$ 1] ESPACES VECTORIELS ARITHMÉÊTIQUES 153 


Examinons les propriétés de dépendance et indépendance linéaires 
d'un système des vecteurs. 

PROPRIETE 1.1. Un système des vecteurs comportant un vecteur nul 
est linéairement dépendant. 

Démonstration. Si dans le système des vecteurs a,, ... 

..…) ARs + + + Am Un des vecteurs, par exemple le vecteur a,, est nul, 

la combinaison linéaire des vecteurs du système, dont tous les 
coefficients sont nuls, excepté le coefficient associé à a, est alors 
égale au vecteur nul. Par conséquent, un tel système des vecteurs 
est linéairement dépendant. [ 

PROPRIETE 1.2. Un système des vecteurs est linéairement dépendant 
si un de ses sous-systèmes est linéairement dépendant. 

Démonstration.Soita,,...,a,;un sous-système linéaire- 
ment dépendant appartenant au système a,, .... am, C'est-à-dire 
qu'on à ÀAja, +... + Axa, = 0 avec au moins un des coefficients 
de Ày, À+, . . ., Àn différent de zéro. Alors, Àja, + ... + ÀAkar + 
+ 0-a,:, +...+0-a, — 0. Donc, le système des vecteurs 
&j, - --, Am est linéairement dépendant. [] 

CoRoOLLAIRE . Tout sous-système du système linéairement indépendant 
est lui-même linéairement indépendant. 

PROPRIETE 1.3. Le système des vecteurs 


() u,, u:, ..., u,, 


dans lequel u, = 0 est linéairement dépendant si et seulement si au 
moins un des vecteurs u:, . .., un constitue une combinaison linéaire 
des vecteurs susmentionnés. 

Démonstration. Soit le système (1) linéairement dé- 
pendant et u, 0. Il existe dans ce cas des scalaires À,, ..., Am 
non tous nuls, tels que 


2) Au +... + Amum = 0. 
Notons k le plus grand des nombres 1, 2, ..., m satisfaisant à la 
condition À; 0. On peut alors écrire l’égalité (2) sous la forme 
(3) Au +... + Aus = 0. 


A D de que k >> 1, car dans le cas contraire À, = 0,...,Am — 


aus — 0; donc, À, = 0, vu que u, #0. Il s'ensuit ‘de (3) 
l'érra ité 


= (—Ah) u +... + (—A kr) ur. 

Posons maintenant que le vecteur u,, 1  s < m, est une com- 
binaison linéaire des vecteurs qui le précèdent, c’est-à-dire que 
u = Au +...+4, us. On a alors Au, +...+A,_u,_. + 
+ (—1) u, = 0, autrement dit, le sous-système u,,. . .. u, du systè- 
me ({) est linéairement dépendant. Par conséquent, selon la pro- 
11e 
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priété 1.2, le système de départ (1) est également linéairement dé- 
pendant. [© 

PROPRIETE 1.4. Si le système des vecteurs u,, ..., u, est linéairement 
indépendant, tandis que le système des vecteurs 


(2) Ur, Us, - - .,) Um: V 

est linéairement dépendant, alors le vecteur v peut être exprimé linéaire- 
ment au moyen des vecteurs 

(4) uw, ..., um, 


et cela de façon unique. 

Démonstration. Par hypothèse le système (2) est linéaire- 
ment dépendant, c'est-à-dire qu’il existe des scalaires À,, . .., Àm, 
À non tous nuls, tels que 


(3) Am +... + Amum + Àv = 0. 


De plus À Æ 0, car pour À = 0 Aju, +... +Ayu, = 0, ce qui est 
en contradiction avec l'indépendance linéaire du système (1). De 
(3) s'ensuit l'égalité 


v=(—\ hu, +...+(—À"1,) un. 


Si V= AU +... + num et  V = Hu +... + Umüms 
alors 


(À — li) wi +... + (nm — Um) Um = 0. 
En vertu de l'indépendance linéaire du système (1) il s'ensuit que 
M—m=0,...,Ân—mu, =0 et 
À = Us ces Am = im. © 


PROPRIETE 1.5. Si uE L(v,, Va, . .., Vm) et Vi, . -., Vm € 
E L(W1, ..., w,), on a alors u € L(w,,..., w.). 

Démonstration. La condition uE L(v,,..., Vm) Signi- 
fie qu'il existe des scalaires &,, . .., &m, tels que 


A) u=av +... + amVm 


La condition v; € L (w, . .., w,) signifie qu’il y a des scalaires 
Air, tels que 


2) vi=hnm+...+Aws (G=1,..., m). 
En vertu de (1) et (2), il vient 
u = a (AnW tee. + AusWs) + 0. + Œm (AmiWi +... 
co + AmsWa) = (Gun + eee + GmÂmi) Wi +... 
ce + (As +... + OmÂms) Was 
c'est-à-dire que u € L'(wW1, ..., ws). DO 
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TH£EOREME 1.2. Si l'on a 
({) ou, ..., um4 EL (V,, ..., Vm), 


le système des vecteurs u,, . . ., um+. est alors linéairement dépendant. 

Démonstration (s'effectue par récurrence sur m). Suppo- 
sons que les vecteurs u,, . .., uh+, ne sont pas nuls, car dans le cas 
contraire le théorème devient évident. Posons m = 1 et u,, u, € 
€ L(v), c'est-à-dire que u, = av, et u, = Bv,. Alors «a #0, 
BÆ 0 et alu, + (—B-!) u, = 0. Par conséquent, le système des 
vecteurs u,, u, est Jlinéairement dépendant. 

Supposons que le théorème est vrai pour m — n — 1 et démon- 
trons que dans ce cas il se vérifie pour m = n. Soit u,,...,u,:, € 
€ L'(V, ..., v,), c'est-à-dire que 


U = AV tee + AnVn; 


Uu, — Àn1Vi + . ee + Ann Vn ; 
Unis = Anti aVa eee + Anti, nVne 


Si dans les seconds membres des égalités (2) tous les coefficients 
associés à v, sont nuls. on a alors u,, ..., u € L(v,, ..., Vi) 
et suivant l’hypothèse de récurrence le système des vecteurs u,, . .. 
..., Un est linéairement dépendant et, partant, l'est le système 
U,,-.., U,, U,+,. Mais si au moins un des coefficients associés à v,, 
par exemple À, +1. ,. est différent de zéro, on exclut alors le vecteur v, 
des r premières égalités. Et l'on aboutit ainsi à 


’ LA ‘ 
U, — Pau, +1 — gi Vi Te eu À. n-1Vn-1) 


Un — Brun +1 — An Vi + ee SE An. n1Vn=1: 


Suivant l'hypothèse de récurrence il s'ensuit de (3) que le système 
des vecteurs u, — Bu,:,, . .., u, — B,u,+, est linéairement dé- 
pendant. Il existe donc des scalaires à,,. . ., À, non tous nuls, tels que 


D (ui — Paun+s) + eee + Àn (Ua — Pa Un +1) = 0 
ou 
Au, + CRE + ÀnUn + Ân+1Un+1 —= 0, 


OÙ An+y = — (As +... + AnBn). Par conséquent, le système 
des vecteurs u,, . .., u,+, est linéairement dépendant. 
CoRoOLLAIRE 1.3. Si u,, . .., ux € L'(V1,..., Vm) et k > m, alors 
le système des vecteurs u,, ..., u, est linéairement dépendant. 
CoRoOLLAIRE 1.4. Si u,, ..., uy € L'(v1,..., Vm) et le système des 
vecteurs u1, . . ., Ux est linéairement indépendant, on a alors k £ m. 
CoROLLAIRE 1.5. Dans un espace vectoriel arithmétique à n dimen- 


166 ESPACES VECTORIELS ET SYSTÈMES D'EQUATIONS LINÉAIRES [CH. V 


sions tout système composé de n — 1 ou plus de vecteurs est linéairement 
dépendant. 

Le corollaire 1.5 découle du théorème 1.2 vu que tout vecteur 
(43: - + +, %n) à n dimensions est une combinaison linéaire de vecteurs 
unités e,. .... €, : 


(Giro  . Un) = Le +... + Anen E L(e,, . .., e,). 


Systèmes des vecteurs équivalents. Introduisons sur un ensemble 
des systèmes finis des vecteurs d'un espace vectoriel donné V l'opé- 
ration binaire —. 

DerixiTiox. Soient $ et 7 des systemes des vecteurs; $ = T si 
chaque vecteur non nul d’un quelconque de ces systèmes peut ètre 
représenté sous forme d'une combinaison linéaire de vecteurs de 
l’autre systeme. 

On vérifie sans peine que la relation binaire — est réflexive, 
transitive et symétrique et, par suite, est une relation d'équivalence. 
C'est pourquoi les systèmes de vecteurs S et 7 sont dits équivalents 
si $ — T. Notons qu'un système des vecteurs vide est équivalent 
aussi bien à un système des vecteurs vide qu’à un système composé 
de vecteurs nuls. 

Considérons quelques propriétés de systèmes équivalents des 
vecteurs. 

TH£OREME 1.6. Deux systèmes des vecteurs sont équivalents si et 
seulement si leurs enveloppes linéaires sont égales. 

Démonstration. Soit $ — 7. Chaque vecteur du système 
S appartient alors à l'ensemble L (T), tandis que chaque vecteur du 
système 7 appartient à l'ensemble L (S). Aussi en vertu de la pro- 
priété 1.5 L(S)S= L(T) et L(T)E L(S), c'est-à-dire L (S) = 
= L(T). 

Réciproquement : si L (S) = L (T). on a évidemment S = T. Q 

THEOREME 1.7. Si deux systèmes finis des vecteurs sont équivalents 
et chacun d'eux est linéairement indépendant. alors les deux systèmes 
sont composés d'un même nombre de vecteurs. 

Démonstration. Le théorème est évidemment vrai si les 
deux systèmes des vecteurs sont vides. Soient u,,...,u,et vi.... 
..., Y, deux systèmes équivalents non vides, chacun étant linéaire- 
ment indépendant. Dans ce cas, en vertu du corollaire 1.4, r <s 
et sr. Donc, r =s. 

DEriNiTION. On appelle transformations élémentaires du système 
fini des vecteurs les transformations suivantes : 

(x) la multiplication d’un vecteur quelconque du système par un 
scalaire non nul; 

(B) l'addition (la soustraction) à un des vecteurs du système d'un 
autre vecteur du système multiplié par un scalaire ; 

(y) l'exclusion du système ou l'inclusion dans le système d'un 
vecteur nul. 
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Les transformations élémentaires (æœ) et (B) sont dites régulières 
et la transformation (y) est nommée singulière. 

THEOREME 1.8. Si l’un des systèmes finis des vecteurs s'obtient de 
l'autre système des vecteurs après une série de transformations élémen- 
taires, ces deux systèmes sont équivalents. 

Démonstration. Soit 


CL) Ca 5 se Mn 


le système des vecteurs de départ. Si l’on multiplie un des vecteurs 
du système, par exemple le premier, par un scalaire À différent de 
zéro. on obtient le système Àa,, a:, . .., au équivalent au système 
de départ. 

Si l’on ajoute à l'un des vecteurs du système un autre vecteur 
multiplié par un scalaire, par exemple, par addition au premier 
vecteur d'un vecteur k-ième multiplié par À, on obtient un système 
A + Àay, 8, . . ., Am équivalent au système de départ. 

En appliquant au système des vecteurs de départ la transforma- 
tion (y), on aboutit apparemment au système des vecteurs équiva- 
lent au système de départ. Par suite, en vertu de la transitivité de 
la relation d'équivalence, le système des vecteurs, obtenu du système 
(1) par la série des transformations élémentaires, est équivalent au 
système des vecteurs de départ (1). 

Base d’un système fini des vecteurs. [Introduisons une des notions 
fondamentales de la théorie des espaces vectoriels. 

D£rFiNiTiox. On appelle base d'un système fini des vecteurs son 
sous-système non vide linéairement indépendant qui lui est équiva- 
lent. 

Autrement dit, la base d'un système des vecteurs est son sous- 
système non vide linéairement indépendant au moyen des vecteurs 
duquel s'exprime linéairement chacun des vecteurs du système 
donné. 

THÉORÊÈME 1.9. Un système fini des vecteurs comportant au moins 
un vecteur non nul possède une base. Toutes deux bases d'un système 
des vecteurs fini donné sont composées d'un même nombre de vecteurs. 

Démonstration. Soit donné le système des vecteurs 


({) u,...,u,,..., Un, 


comportant un vecteur non nul. Les vecteurs nuls peuvent être 
exclus du système (1), car le système ainsi obtenu est équivalent à 
celui de départ. On peut donc considérer que u, + 0. Si le système 
(1) est linéairement indépendant, c’est une base du système. 

Si le système (1) est linéairement dépendant, alors, en vertu de la 
propriété 1.3, il existe un vecteur, par exemple le vecteur u,, égal à 
la combinaison linéaire des vecteurs qui le précèdent. Par consé- 
quent, le sous-système 


(2) U:;, . ee, Uk -19 Uz+ts e. © 9 Um 
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est équivalent au système de départ et possède un vecteur non nul. 
Si le système (2) est linéairement indépendant, il est une base du 
système (1). Mais si le système (2) est linéairement dépendant, on 
peut en exclure le vecteur constituant une combinaison linéaire des 
vecteurs qui le précèdent, etc. Après un nombre fini d’éliminations, 
on aboutit à un sous-système des vecteurs dont aucun ne peut être 
exprimé linéairement au moyen des vecteurs précédents; ce sous- 
système est la base du système (1), car il est linéairement indépendant 
et n'est pas vide (contient le vecteur u,). 

Soient Vi, . .-.. Vr et Wii, . . ., W. deux bases du système des 
vecteurs (1). Ces bases sont équivalentes, car chacune d'elles est 
équivalente au système (1). Par conséquent, suivant le théorème 1.7, 
ces bases sont composées d’un même nombre de vecteurs, c’est-à-dire 
que r = 5. 

Rang d’un système fini des vecteurs. Introduisons maintenant 
la notion de rang d’un système des vecteurs. 

DEFINITION. On appelle rang d'un système fini des vecteurs le 
nombre de vecteurs inclus dans une base quelconque du système. 
Le rang d’un système des vecteurs nuls et le rang d’un système des 
vecteurs vide sont égaux à zéro. 

Considérons quelques propriétés du rang d’un système des vec- 
teurs. 

THEOREME 1.10. Si u,, ..., ux E L'(V,, ..., Vm), le rang du 
système des vecteurs u,, . . ., uz est inférieur ou égal au rang du système 
des vecteurs Vi, Va, - - ., Vme 

Démonstration. Si le premier système u,, ..., u, est 
composé de vecteurs nuls, son rang est alors égal à zéro et ne dépasse 
donc pas celui du second système v;,, . .., Vn. Supposons que le pre- 
mier système comporte au moins un vecteur non nul. Alors par hypo- 
thèse, il s'ensuit que le second système possède également des vec- 
teurs non nuls. Donc, selon le théorème 1.9, ces systèmes ont chacun 
une base. Supposons que u,, . .., u, est la base du premier système, 
tandis que v,, ..., v, la base du second système. Mais alors le 
système v,, ..., V, est équivalent au système v,, ..., Vm et, en 
vertu du théorème 1.6, 


LV, 6.0 Vm) = LV 009 Vs) 


En outre, par hypothèse, u,, ..., u, E L'(v,, ..., Vm), aussi 
a-t-on u,,...,u. E L(v,,..., vs). 

Selon le corollaire 1.4 et en vertu de l’indépendance linéaire du 
système des vecteurs u,, . .., u, il s'ensuit que r < s. Donc, le rang 
du premier système des vecteurs n’est pas supérieur à celui du second 
système. [ 

Proposition 1.11. Le rang de tout sous-système du système fini des 
vecteurs n'est pas supérieur au rang du système entier. 
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Démonstration. Cette affirmation est évidemment vraie 
si le sous-système est vide. Si le sous-système n'est pas vide, la 
proposition 14.11 découle directement du théorème 1.10. CO 

PRoPosiTION 1.12. Des systèmes finis équivalents des vecteurs ont 
un même rang. 

Cette proposition découle du théorème 1.10. 

Proposition 1.13. Le rang de tout système fini des vecteurs d'un 
espace vectoriel arithmétique à n dimensions est inférieur à n. 

Démonstration. Soient e,, ..., e, les vecteurs unités 
de l’espace vectoriel arithmétique #". Tout système a,, . .., ah 
des vecteurs de cet espace est contenu dans l’enveloppe linéaire des 
vecteurs unitaires a,,...,am€ L(e,,...,e,) = F*. Donc, en vertu 
du théorème 1.10, le rang du système des vecteurs a,, . .., a, ne 
peut dépasser nr. [] 

ProposiTioN 1.14. Si un système fini des vecteurs possède le rang r, 
tout sous-système de ce dernier composé de k vecteurs avec k >> r est 
alors linéairement dépendant. 

Démonstration. Cette affirmation est apparemment vraie 
si le système est composé de vecteurs nuls. Posons que v,, ..., Vm 
soit un système des vecteurs donné, v,, . .., V, Sa base, u,, . . .. ux 
le sous-système du système donné; on a alors 


Ur, .. u EL", . 0 7 v,) = L (", .0 9 Vm)- 


En vertu du corollaire 1.3 pour k > r il s'ensuit que le système des 
vecteurs u,, . -., u, est linéairement dépendant. 
PROPOSITION 1.15. Supposons que le rang du système des vecteurs 


A) As: 4; 
soit égal au rang du système des vecteurs 
(2) a, --., Am» b. 


On peut alors représenter le vecteur b sous forme d'une combinaison 
linéaire des vecteurs du système (1). 

Démonstration. La proposition est évidemment vraie si 
les rangs des systèmes (1) et (2) sont égaux à zéro. Supposons que le 
rang r du système (1) est différent de zéro et a,,..., a, est la base 
du système (1). Comme, par hypothèse, le rang du système (2) est 
aussi égal à r, son sous-système a,, . . ., a,, best linéairement dépen- 


dant. 11 s'ensuit, en vertu du corollaire 1.4, que bE L(a,,...,a,). 
Donc, bE L(a;, ..., an), autrement dit, il existe des scalaires 
À, .-., ÀÂm tels que 


b=Aa<+...+ÀAmam 0 
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Exercices 


1. Soient (œ. B) et (y, 6) des vecteurs de l’espace 3°. Montrer que ces 
vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement si &ô — fy = 0. 

2. Montrer que les vecteurs arithmétiques à r dimensions a et b sont linéaire- 
ment dépendants si et seulement si a et b sont proportionnels, c'est-à-dire que 
pour un scalaire À on a a = Àb ou b = Àa. 

3. A quelles conditions doivent satisfaire les scalaires f et y pour que les 
vecteurs (&. B) et (œ, y) soient linéairement dépendants? 

4. Démontrer que si à un système des vecteurs linéairement indépendants 
a,. .-.., 4m On adjoint à gauche ou à droite un vecteur quelconque b, dans le 
système obtenu un seul vecteur au maximum s’exprimera linéairement au moyen 
des vecteurs qui le précèdent. 


5. Soient a,, ..., am et b,. .... b,, deux systèmes des vecteurs linéaire- 
ment indépendants. Demontrer que si a,, ..., a, € L(b,, ..., b,), on 
a alors b,, ..., b, € L(a;, -.., ah). 


6. Soient .5 = >, un corps résiduel modulo 2 et 7° =.#7, Montrer que 
a + a = (0 pour tout vecteur a € V = Fn. 

7. Soient # —= ZX, un corps des classes résiduelles modulo 3 et 9° = #1, 
Montrer que a + a + a = 0 pour tout vecteur a € Y. 

8. Soient F —= ?, un corps des classes résiduelles modulo 3 et nr un entier 
positif. Combien de vecteurs contient l'espace vectoriel .#7? 

9. Quand un système des vecteurs possède-t-il une base unique ? 

10. Démontrer que tout sous-système r des vecteurs linéairement indé- 
pendants d'un système des vecteurs de rang r est une base du système. 

11. Soit a;. ..., a, un système des vecteurs linéairement indépendants. 
Démontrer que bE L (a, ..., a,) si et seulement si le système des vecteurs 
Aj. + - ++ Am. D est linéairement dépendant. 

12. Démontrer que bE L(a,. ..., a) si et seulement si le rang du sys- 
tèeme des Ro a, - - . Am est égal à celui du système des vecteurs a, ... 
ses dns D: ; 

13. Démontrer que deux systèmes des vecteurs non vides équivalents 
linéairement indépendants renferment le même nombre de vecteurs. 

14. Montrer que si deux systèmes des vecteurs ont un même rang et les 
vecteurs d'un des systèmes s'expriment linéairement en fonction des vecteurs 
de l’autre, ces deux systèmes sont équivalents. 


$ 2.] Systèmes d’équations linéaires 


Implications du système d’équations linéaires. Partout plus bas 
# est un corps, un corps des scalaires. 

DériNiTioN. On appelle système d'équations linéaires sur le corps # 
à variables r,...., x, le système de la forme 


Qyiti ee À inln = Bi: 
mil +... + Emnln = Pms 
où in, BEF. : | _—. | 
Ce système de m équations linéaires sera noté sous la forme 
(1) il — CR — Œintn — B4 (à —= 1, ee 7 m). 


Le système d'équations linéaires (1) constitue le prédicat (la con- 
dition) à n variables libres x,. . .., z,. Les valeurs spécifiées des 
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variables libres sont considérées partout plus loin comme des élé- 
ments du corps des scalaires 7. Ce prédicat n#-aire est une con- 
jonction de m prédicats n-aires plus simples définis chacun par l’une 
des équations du système (1). 

DeriniTiox. Le vecteur (£E,. ..., E,) de F" est dit solution du 
système d'équations (1) si sont vraies les égalités 


Lin eee + Œinèn = Bi (= 1,..., m). 


DEFINITION. Un système d'équations linéaires est dit compatible 
s'il possède au moins une solution. Il est dit incompatible s'il est 
démuni de solutions. c’est-à-dire que l'ensemble de toutes ses solu- 
tions est vide. 

A côté du système (1) considérons le système (sur #) 


2) Viti —... LYintn = Ô; (i=1, ...,s). 


Notons qu'un système d'équations linéaires peut ne comporter qu'une 
équation. 

Derixiriox. Le système d'équations (2) est dit implication du 
système d'équations (1) si chaque solution du système (1) est égale- 
ment une solution du système (2). 

La notation (1} =- (2) signifie que le système (2) est une implica- 
tion du système (1). 

Tout système d'équations linéaires (sur +) à n variables cons- 
titue une implication du système d'équations incompatible (sur .#) 
aux mêmes variables. 

Le système d'équations linéaires (2) est une implication du 
système d'équations (1) si et seulement si l'ensemble de toutes les 
solutions du système (1) est un sous-ensemble de l’ensemble de toutes 
les solutions de (2). 

On constate sans peine que la relation binaire d'implication sur 
un ensemble de systèmes d'équations linéaires (sur .#) est réflexive 
et transitive, c'est-à-dire est une relation de préordre. 

DrFiNiITIoN. L'équation linéaire 


Qt + eee + Am) Li ee + (in +. + Àmämn) In = 
—— AB: RS D Les A mBm 
OÙ À... ., Àm sont des éléments arbitraires du corps #, est appelée 


combinaison linéaire d'équations du système (1) à coefficients À,. ... 
nes Ame 

ProrosiTiox 2.1. Toute combinaison linéaire d'équations linéaires 
du système d'équations (1) est une implication de ce système. 

La démonstration de cette proposition est laissée au soin du 
lecteur. 

Systèmes équipotents d’équations linéaires et transformations élé- 
mentaires du système. On étudie plus loin les systèmes d'équations 
linéaires sur le corps # à n variables x,,..…., zh. 
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DErFiNiTIoN. Deux systèmes d'équations linéaires sont dits équipo- 
lents si chaque solution de l’un quelconque de ces systèmes est une 
solution de l'autre système. 

Les propositions suivantes établissent les propriétés de l’équipo- 
tence découlant de la définition de l'équipotence. ainsi que des 
propriétés susmentionnées de l'implication des systèmes. 

ProposiTiIox 2.2. Deux systèmes d'équations linéaires sont équipo- 
lents si et seulement si chacun de ces systèmes est une implication de 
l'autre système. 

PRopPosiTION 2.3. Deux syslèmes d'équations linéaires sont équipo- 
tents si et seulement si l’ensemble de toutes les solutions de l’un des 
systèmes coïncide avec l'ensemble de toutes les solutions de l'autre 
système. 

ProposiTiox 2.4. Deux systèmes d'équations linéaires sont équipo- 
tents si et seulement si sont équipotents les prédicats définis par ces 
systèmes. 

DEFINITION. On appelle transformations élémentaires d'un système 
d'équations linéaires les transformations suivantes : 

(&) la multiplication des deux membres d’une équation quelcon- 
que du systéme par un scalaire autre que zéro; 

(B) l'addition (la soustraction) aux deux membres d’une équa- 
tion quelconque du système de membres correspondants d'une 
autre équation du système multipliés par un scalaire; 

(y) l'élimination du système ou l’adjonction au système d’une 
équation linéaire à coefficients nuls et à terme libre nul. 

THEOREME 2.5. Si un système d'équations linéaires s'obtient d'un 
autre système d'équations linéaires au bout d'une série de transforma- 
tions élémentaires, les deux systèmes sont équipotents. 

Démonstration. Soit donné un système 


Œyaln Fee + Gintn = Pas 


Ah re ares edeuue 
mit + ce + Amnln = Pme. 


Si l'on multiplie l’une de ses équations, par exemple la première, 
par un scalaire À différent de zéro, on obtient le système 


A1 + . + Âdinln — ÀAB:, 


0 PR 
Lmilr Fee + Emnin = Pme 


Chaque solution du système (1) est également une solution du systè- 
me (2). Et réciproquement: si (E,, . .., &,) est une solution quel- 
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conque du système (2), c'est-à-dire 
ÂGE: + se + Ad, E: = AB: 


Cri E1 +... + Lacs — Pr 


alors en multipliant la première égalité par À-! et en ne faisant pas 
varier les égalités suivantes on obtient des égalités montrant que 
le vecteur (E,, ..., EË,) est une solution du système (1). Donc, 
le système (2) est équipotent au système initial (1). D'une manière 
aussi aisée on vérifie qu’en appliquant une seule fois au système (1) 
la transformation élémentaire (B) ou (y), on aboutit au système 
équipotent au système initial (1). Vu que la relation d’équipotence 
est transitive, une application multiple des transformations élé- 
mentaires donne un système d'équations équipotent au système 
initial (4). © 

CoROLLAIRE 2.6. Si à l’une des équations du système d'équations 
linéaires on ajoute une combinaison linéaire d'autres équations du 
système, on aboutit à un système d'équations équipotent au système 
de départ. 

CoROLLAIRE 2.7. Si l’on élimine du système d'équations linéaires 
ou si l'on adjoint à ce système une équation constituant une combinaison 
linéaire d'autres équations du système, on obtient alors un système 
d'équations équipotent à celui de départ. 

Egalité de rangs des lignes et des colonnes de la matrice. Soit 7 
un corps. Le tableau de la forme 


(Al Sierre. | 


mi eee mn 


où in E F, est appelé matrice associé au corps # ou matricem XX n 
sur #. Introduisons les notations suivantes pour les lignes et les 
colonnes d’une matrice : la i-ème ligne de la matrice est notée 
Au As = lis, . .., &inl;s la k-ième colonne de la matrice est 
notée A*: 


mk 


Les lignes de la matrice À peuvent être assimilées à des vecteurs 
arithmétiques à r dimensions sur #. Les colonnes de la matrice À 
peuvent être prises pour des vecteurs à m dimensions sur #. 
DEFINITION. On appelle rang de la ligne de la matrice À le rang 
du système de ses lignes 4,, ..., Ah assimilées à des vecteurs de 
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dimension »# sur #. On nomme rang de la colonne de la matrice À 
le rang du système de ses colonnes A1, ..., A", prises pour des 
vecteurs de dimension m sur #. 

Le rang de la ligne de la matrice À est noté r (A), celui de la 


colonne p (À). 
La matrice obtenue de la matrice À par substitution à ses lignes 
des colonnes correspondantes est dite transposée de À et notée ‘4, 


Œs: ee m1 


Œin --. mn 


Par les symboles r (‘A) et p (A) on désigne respectivement les 
rangs des lignes et des colonnes de la matrice ‘A. 
Soit 


Œmala Fee + GmnEn = Ù 


un système homogène d'équations linéaires. La matrice À 


_Amt ee mn 


est appelée matrice ou matrice fondamentale (ou de base) du système 
d'équations (1). 

THÉOREME 2.8. Si un système homogène d'équations linéaires sur 
un corps #F 


dy + . + AinÂn — 0, 


m1 + ._. + EmnÂn —— (Ù 
aux variables À,, ..., À, est équipotent au système 


CAUSE + .. + LinÂn — 0, 


CAE —+— .. + LknÂn = 0, 


composé des k premières équations du système (1), les rangs des colonnes 
des matrices de ces systèmes sont alors égaux. 
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Démonstration. Soient À et À les matrices des systèmes 
d'équations (1) et (2) respectivement. Si À est une matrice nulle, 
alors tout vecteur de F7 est une solution du système (2). En vertu 
de l’équipotence des systèmes (1) et (2), il s'ensuit que chaque vec- 
teur de F” est une solution du système (1). Donc, la matrice À est 
nulle et son rang est zéro. 


Admettons maintenant que À est une matrice non nulle et que 
(3) A1,..., A 
est une base du système des colonnes de la matrice À. Alors en 
vertu de l’équipotence des systèmes (1) et (2) le système A!, . .., 47 
des r premières colonnes de la matrice À est linéairement indépen- 
dant. Sir <<s<n, le système des colonnes A!, ..., A”, A° est 
linéairement dépendant. Dans le cas contraire, en vertu de l’équipo- 
tence de (1) et (2) le système À!, ..., A7, 4 des colonnes de la 
matrice À serait linéairement indépendant, ce qui contredirait 
l'hypothèse (3). Le système A!, ..., A’ est donc la base du système 
des colonnes de la matrice À. Par conséquent, les rangs des colonnes 
des matrices À et À sont les mêmes. f( 

TH£oreME 2.9. Le rang de la ligne d’une matrice est égal au rang 


de sa colonne. 
Démonstration. Le théorème est apparemment vrai pour 


des matrices nulles. Supposons que À = || &«;, || est une matrice 
non nulle sur le corps # et que ses r premières lignes forment la 
base du système des lignes de cette matrice. Considérons un système 
homogène d'équations linéaires sur # 


Œyny +... + GinÂn = 0, 
A) a+... + œnkn = 0, 
m1 + ... + LmnÂn — 0 


par rapport aux variables À,, . .., À, pour lequel À est une matrice. 
Considérons également un système homogène 


ŒyaÂy + ee + ŒinÂn = 0, 
CN Sr he ue 

Gr Fo. FŒrnÂn = 0, 
composé des r premières équations du système (1); désignons sa 
matrice par À. Comme les r premières lignes de la matrice À consti- 


tuent la base du système de ses lignes, chaque équation du syste- 
me (1) est donc une combinaison linéaire des équations du systè- 
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me (2). Donc, les systèmes d'équations (1) et (2) sont équipotents. 
Selon le théorème 2.8 il s'ensuit de l’équipotence des systèmes (1) 
et (2) l'égalité des rangs des colonnes des matrices de ces systèmes, 
c'est-à-dire 


(3) __p (4) = p (4). 


Puisque les colonnes de la matrice À constituent des vecteurs de 


dimension r sur #, selon le corollaire 1.6 p (4) <r = r (A). Donc, 
en vertu de (3), on a 


(4) p(4)<r (4). 


Une inégalité analogue s'obtient également pour la matrice trans- 
posée ‘4, c’est-à-dire qu'on a 


(5) p(f4)<r (4). 


On voit sans peine que p(‘4) = r (4), r (‘4A) = p (4). D'où en 
vertu de (5), il vient 


(6) r(4)< p (4). 
Sur la base de (4) et (6) on conclut que r (4) = p (4) D 


Critère de compatibilité du système d’équations linéaires. Consi- 
dérons un système d'équations linéaires sur le corps # : 


A) œnt + -.. + intn = Br (i=1,..., m). 
Les matrices 


mi ---+ mn mi --- XmnPm 


sont appelées respectivement matrices fondamentale et complète du 
système d'équations (1). Le vecteur b 


Bi 


Pr 
est nommé colonne des termes libres. 
Considérons l'équation (sur le corps #) 


(2): A+ ss 2er AT =: b; 


où À!, ..., A'est le vecteur colonne de la matrice À. 
TH£OREME 2.10. L'équation (2) est équipotente au système d'équa- 
tions (1). 
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Démonstration. Soit (E, ..., £,) toute solution du 
système (1), c'est-à-dire 


(3) nt +... + œnên = Bi (i—=1,..., m). 
Compte tenu de 


CS CE 0 LS | 
Om1Ë1 Tite SE Amnên 


les égalités (3) peuvent être écrites en une seule égalité 
(27) EA'+... — E,A? = b. 


Et, réciproquement: supposons que le vecteur (Ésis ee) 
est solution de l'équation (2), c'est-à-dire qu'on a l'égalité 2). 
Alors, en vertu de (4), à partir de (2’) s’ensuivent les égalités (3). 
Ainsi, toute solution de l'équation (2) est solution du système (1). 
Par conséquent, l'équation (2) est équipotente au système d’équa- 
tions (1). [ 

CoROLLAIRE 2.11. Un système homogène d'équations linéaires 


Qt + ... + XinTn — 0 (ë — 1 . m) 
est équipotent à l'équation 
x, A! +- CE + zh A” — 0, 


où 0 est le vecteur colonne nul à m dimensions. 

L'équation (2) est appelée forme vectorielle de notation du système 
d'équations linéaires (1). 

THEORBME 2.12. Soient À et B respectivement les matrices fonda- 
mentale et complète du système d'équations linéaires (1). Les affirma- 
tions suivantes sont équipotentes: 

I. Le système d'équations linéaires (1) est compatible. 

IT. L'équation (2) admet une solution (sur le corps .F). 

IIT. Le vecteur b est une combinaison linéaire des colonnes de la 
matrice À, c'est-à-dire b € L (A!, ..., A"). 

IV. Les rangs des colonnes (des lignes) des matrices À et B sont 
égaux, r (A) = r (B). 

émonstration. En vertu de théorème 2.10 l’affirma- 
tion Ï entraîne l'affirmation Il. 

Si l'équation (2) a une solution, le vecteur b peut alors être 
représenté sous forme d'une combinaison linéaire (avec coefficients 
du corps ,# ) des colonnes de la matrice À. Par conséquent, III s'ensuit 
de II. 

Si bEL(A!,..., A), le système des colonnes 4!, ..., À” 
de la matrice À est équivalent au système des colonnes A4!, ..., A?, 
b de la matrice B. Selon la proposition 1.12 cela entraîne l'égalité 


12—01762 
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des rangs des colonnes des matrices À et B. Donc, l'affirmation III 
implique IV. 

Supposons que les rangs des colonnes des matrices À et B sont 
les mêmes. Dans ce cas la base du système des colonnes de la matri- 
ce À est aussi une base du système des colonnes de la matrice B. 


Par conséquent, b € L (At, ..., A*), c’est-à-dire qu’il existe des 
scalaires À,, . .., À, € F tels que À,A! + ... + 1,47 = b. Cette 
dernière égalité traduit que le vecteur (4,, . .., À,) est solution 


de l'équation (2) et, en vertu du théorème 2.10, solution du système 
d'équations (1). Ainsi, de l’assertion IV s'ensuit l’assertion I. Par 
conséquent, les assertions Ï, II, III et IV sont équipotentes. [ 

THÉOREME 2.13 (de KRONECKER-CAPELLI). Un système d'équa- 
tions linéaires est compatible si et seulement si le rang de la matrice 
fondamentale est égal à celui de la matrice complète. 

Ce théorème découle directement du théorème précédent. 

CoROLLAIRE 2.14. Si le rang de la matrice d'un système d'équations 
linéaires est égal au nombre d'équations du système, ce système d'équa- 
tions est compatible. 

Démonstration. Soient À et B respectivement les 
matrices fondamentale et complète du système de m équations linéai- 
res à nr variables. On a alors p (B) > p (A) = m. D'autre part, 
p (B) < m, car la matrice B possède m lignes. Par suite, op (B) = 
— p (4). Donc, selon le théorème 2.13, le système considéré d’équa- 
tions linéañes est compatible. CO 

Connexion entre les solutions d’un système linéaire inhomogène 
et les solutions d’un système homogène qui lui est associé. Soit donné 
un système linéaire inhomogène 


A) œatit ... + Gintn = Bi (=1,...,m) 
sur le corps .#. Le système d'équations linéaires 
(2) au +... + &intn = 0 (i=1,..., m) 


est dit système homogène associé au système (1). 
Soient L l'ensemble de toutes les solutions du système homoge- 
ne (2) et ec une solution quelconque du système (1). L'ensemble 


{c+ dde L} sera noté ce + L: 

c+L={ec+d]|dez}. 

PROPOSITION 2.15. Si la solution du système inhomogène (1) est 
additionnée à la solution du système homogène (2), on obtient la solution 


du système (1). 
Démonstration. Soient (y, ..., Yn) la solution du 
système (1) et (ô,, . .., 6,) la solution du système (2), autrement 


dit, 
na + --- À GinŸn = Br (G—=1,..., m), 
101 +... + &inÔn = 0 (à = 4, . m). 
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« 


En additionnant terme à terme ces égalités on obtient les égalités 
Œix (Va + On) + +. + Gin (Vn + Ôn) = Br (= 1,...,m), 


qui montrent que le vecteur (y, + Ô,, ..., Yr + Ô,) est une solu- 
tion du système (1). [ 

Proposirion 2.16. La différence entre deux solutions quelconques 
du système inhomogène d'équations linéaires est une solution du système 
homogène associé à lui. 

Démonstration. Soient (ÿ1, ..., Yn) et (Y;, - .., YA) 
des solutions du système inhomogène d'équations (1), autrement dit, 


ŒinVa + --. + ŒinYn = Bi (i=1,..., m), 
QaV, + e-. + GinYn = Bi (—1,..., m). 
En soustrayant terme à terme, on aboutit aux égalités 
Œix (Va — V) +... + Gin (Yn — Yn) = 0 (= 1,..., m), 


qui montrent que le vecteur (ÿ1 — Ÿ;, . . ., Yn — YA») est solution 
du système homogène d'équations (2). O 

THeoreME 2.17. Soient c la solution du système inhomogène d’équa- 
tions linéaires (1) et L l'ensemble de toutes les solutions du système 
homogène (2) associé au système (1). Dans ce cas c + L est l’ensemble 
de toutes les solutions du système (1). 

Démonstration. Soient A l'ensemble de toutes les 
solutions du système (1) et c € M. Chaque élément de l’ensemble 
c + L peut se représenter en forme de somme c + 1, où 1 € L. 
En vertu de la proposition 2.15, e + 1 € M. Donc, 


G@) c+LcM. 


L'inclusion inverse est également vraie. En effet, si d est une 
solution quelconque du système (1), c € M, alors, en vertu de la 
proposition 2.16, d — c € L. Donc, on a d € c + L; par conséquent, 


(4) MCc+L. 


Sur la base de (3) et (4) on conclut que M=ce+L 0 

CoROLLAIRE 2.18. Un système d'équations linéaires inhomogène 
compatible admet une solution unique si et seulement si le système 
d'équations homogène qui lui est associé a une solution unique (nulle). 

CoroOLLAIRE 2.19. Si deux systèmes inhomogènes d'équations linéaires 
(sur le corps #) à n variables x;,, . .., x, sont compatibles et équipo- 
tents, les systèmes homogènes d'équations qui leur sont associés sont 
également équipotents. 

Théorèmes impliqués par un système d'équations linéaires. Con- 
sidérons le système d'équations linéaires 


(D) ts + -.. + Gintn = B: ( —1,..., m) 


12® 
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sur le corps #. L'équation linéaire 
(IT) Vidi see Ynln — B, 


OÙ Yy, - - - Yn € F est appelée implication du système (1) si chaque 
solution du système ([) est solution de cette équation. 

Selon la proposition 2.1, toute combinaison linéaire (à coeffi- 
cients du corps #) d'équations du système (1) est une implication 
de ce système. Est-ce que la réciproque est vraie? La réponse 
à cette question nous est fournie par les théorèmes suivants. 

TH£OREÈME 2.20. L'équation linéaire 


(2) Vin +... + Yntn = 0, 
qui est une implication du système homogène d'équations 
(1) Œi1Ti + . + Œinln — 0 (i = 1, 3 m), 


constitue une combinaison linéaire d'équations de ce système. 
Démonstration. Par hypothèse, l'équation (2) est l’im- 
plication du système (1). Donc, le système 


Œ112T1 + . — Uynln — 0, 


est équipotent au système (1). Selon les théorèmes 2.8 et 2.9 il 
s'ensuit que le rang de la matrice À du système (1) est égal à celui 


de la matrice À du système (3). Aussi si © — (Yi, - - ., Yn), a-t-on 
rang {Ay, °° +) Am» C} = rang {A,, ..., Am}, 


où À,est la i-ième ligne de la matrice À. Sur la base de cette égalité 
on conclut que c est une combinaison linéaire des lignes À,, ..., Ah 
de la matrice À. Par conséquent, l'équation (2) est une combinaison 
linéaire d'équations du système (1). © 

THÉOREME 2.21. Deux systèmes homogènes d'équations linéaires sur 
le corps F à n variables x;, . .., x, sont équipotents si et seulement 
si Les matrices de ces systèmes sont équivalentes par lignes. 

Ce théorème se déduit facilement du théorème 2.20. 

TH£or£ME 2.22. Une équation linéaire constituant une implication 
d'un système compatible d'équations linéaires est une combinaison 
linéaire d'équations de ce système. 

Démonstration. Admettons que l'équation (IT) est une 
implication du système compatible (1). Dans ce cas, le système 
d'équations 

Oil + + + + Gintn = fr, 
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est compatible et équipotent au système (1). Selon le corollaire 2.19 
il s’ensuit une équipotence de systèmes homogènes appropriés, 
c'est-à-dire que le système d'équations 


(4) it +... + Gintn = 0 (i=1,..., m) 
est équipotent au système d'équations 


Œutr + +. + Œintn = 0, 


m1ili + . + EmnTn — 0, 
Vt +... + Ynïn = 1. 


En vertu des théorèmes 2.8 et 2.9 le rang de la matrice À du systè- 
me (4) est égal au rang de la matrice À du système (5). Donc, les 
rangs des matrices fondamentales des systèmes (1) et (3) sont égaux. 
Comme les systèmes (1) et (3) sont compatibles, selon le critère de 
compatibilité, il s'ensuit que le rang des lignes de la matrice complète 
B du système (1) est égal au rang des lignes de la matrice complète B 
du système (3). En s'appuyant sur 1 égalité de ces rangs on conclut 
que la dernière ligne de la matrice B est une combinaison linéaire 
des lignes de la matrice B, c'est-à-dire que 


(Vus + +0 Vns B) € L (Br: . . .…, B;). 


Par conséquent, l’équation (11) est une combinaison linéaire d'équa- 
tions du système (I). 


(5) 


Exercices 


1. Soit À une matrice nr X m à lignes linéairement indépendantes. Démon- 
trer que m > nñn. 

2. Démontrer que le rang r d’une matrice m X n n’est pas supérieur à m 
et r,r < min (m, n). 

3. Démontrer qu'en éliminant une ligne (une colonne) dans une matrice, 
on ne modifie pas son rang si et seulement si la ligne (la colonne) éliminée 
s'exprime linéairement en fonction des autres lignes (colonnes). 

4. Démontrer que l’adjonction à une matrice d'une ligne (d'une colonne) 
ou bien ne modifie pas son rang ou bien l'augmente d'une unité. 

5. Démontrer que si le rang de la matrice À ne varie pas après adjonction 
a cette dernière d’une colonne quelconque de la matrice B au même nombre de 
lignes, ce rang ne varie de même pas après adjonction à la matrice À de toutes 
les colonnes de la matrice B. 

6. Supposons que la matrice B s'obtient à partir de la matrice À par une 
série de transformations linéaires régulières des lignes. Démontrer que les lignes 
de la matrice À sont linéairement indépendantes si et seulement si les lignes de 
la matrice B sont linéairement indépendantes. 

7. Soient À et B des matrices à r colonnes. Démontrer que les matrices 
A et B sont équivalentes par lignes au cas où l'enveloppe linéaire des lignes de 
la matrice À coïncide avec l’enveloppe linéaire des lignes de la matrice B. 
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8. Soient À une matrice m X n et B une matrice m X (n+k) obtenue 
à partir de la matrice À par adjonction de 4 colonnes nouvelles. Démontrer que 

(a) si les lignes de la matrice B sont linéairement dépendantes, les lignes 
de la matrice À le sont aussi: 

(b) si les lignes de la matrice À sont linéairement indépendantes, les lignes 
de la matrice B le sont aussi ; 

(c) le rang de la matrice À n'est pas supérieur à celui de la matrice B. 

9. Le rang de la matrice d’un système homogène d'équations linéaires est 
inférieur d’une unité au nombre de variables. Démontrer que toutes deux solu- 
tions de ce système sont proportionnelles (c'est-à-dire qu’elles ne diffèrent que 
d'un facteur scalaire). 

10. Chercher les conditions pour lesquelles avec toute solution d’un sys- 
tème homogène d'équations linéaires la k-ième variable est nulle. 

11. Démontrer que si un système d'équations linéaires sur le corps @ des 
nombres rationnels n’a pas de solutions dans @, il ne possède pas de solutions 
dans tout corps numérique. 

12. Soit donné le système homogène d'équations linéaires (1) (sur le corps 
G des nombres rationnels) possédant des solutions non nulles. Tout système 
fondamental des solutions du système (1) sur @ est un système fondamental 
sur FEURCOrRS numérique. 

3 Soit 


&) Gant... + @&intn = 0 G=1,...,m) 


un système homogène d'équations linéaires (sur le corps 4). Démontrer que 
l'équation 


Bari + + + Pnzn = 0 


est une implication du système (1) si et seulement si elle est une combinaison 
linéaire des équations (1). 


$ 3. Matrices en escalier et systèmes d’équations linéaires 


Matrices en escalier. Soit 


la matrice m X n sur le corps #. L'élément pivot de la ligne de la 
matrice est son premier élément (en comptant à partir de la gauche) 
non nul. La colonne de la matrice est dite fondamentale si elle con- 
tient l'élément pivot d'une ligne quelconque de la matrice. 

DEFINITION. La matrice À est dite en escalier si elle satisfait aux 
conditions : 

(1) les lignes à éléments nuls (si elles existent) se disposent au- 
dessous de toutes les lignes à éléments non nuls; 

(2) Si Ginis Qoh,s + + «» @rrr Sont des éléments pivots des lignes 
à éléments non nuls de la matrice, alors 4, << k3< ... <k,. 

Exemples de matrices en escalier: 1) la matrice nulle, 
2) la matrice uniligne, 3) la matrice unité, 4) la matrice triangulaire 
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supérieure 
Œis Œyo .….. Œin 


0 6 RER à 0 


Au système des vecteurs lignes (colonnes) de cette matrice on 
peut appliquer les transformations élémentaires. 

D£eriNiTioN. Les transformations élémentaires sur un système de 
lignes (de colonnes) d’une matrice sont appelées transformations 
élémentaires de la matrice. Deux matrices sont dites équivalentes 
par lignes si l’une est obtenue à partir de l’autre par une série de 
transformations élémentaires sur les lignes. 

La relation d'équivalence par lignes est réflexive, symétrique 
et transitive, c’est-à-dire est une relation d'équivalence. 

D£éFriNiTION. On appelle rang de ligne de la matrice le rang du 
système de ses lignes. On appelle rang de colonne de la matrice le 
rang du système de ses colonnes. 

De cette définition, en vertu du théorème 1.8, s'ensuit la pro- 
position 3.1. 

PropPosiTioN 3.1. Si une matrice s'obtient de l’autre à la suite d'une 
série de transformations élémentaires sur des lignes, les rangs de ligne 
de ces matrices sont alors égaux. 

TH£EOREME 3.2. Toute matrice m X n est équivalente par lignes 
à une matrice m X n en escalier. 

Démonstration (par récurrence sur le nombre de lignes 
de la matrice). Si le nombre de lignes de la matrice est égal à l'unité, 
la matrice est alors en escalier. En posant que le théorème est vrai 
pour des matrices à m — 1 lignes, démontrons qu'il est aussi vrai 


= 


pour des matrices à m lignes. Soit À une matrice à m lignes: 
4: Œyo .….e Œin 


Lns Une se ha 

Si dans la première colonne de la matrice on a un élément différent 
de zéro, on peut permuter cette ligne à élément non nul avec la 
première ligne. On montre sans peine qu’une permutation de lignes 
est l’aboutissement d'une série de transformations élémentaires sur 
des lignes. Aussi admettra-t-on que &;, # 0. La matrice À peut 
être transformée en la matrice B: 


1 Pie ere Bin 
pml0 Bio ce. Pan 


O Pme +. Pmn 
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par une série de transformations élémentaires. A cette fin la pre- 
mière ligne de la matrice À doit être multipliée par «;!. Ensuite, 
la première ligne obtenue, multipliée par (—«;;), est ajoutée à la 
i-ième ligne pour i = 2, ..., m. La matrice formée à partir de B 
par élimination de la première ligne comporte m — 1 lignes et, 
par hypothèse de récurrence, est équivalente par lignes à une certaine 
matrice (m — 1) X n en escalier C*: 


O Boo -.. Pan O Yes -.. Yon. 
LR ones PS ES a 
_0 Brn2 se Brn_ _0 Yme ce. Ymn— 


En s'appuyant sur ce fait ainsi que sur l’équivalence par lignes 
des matrices À et B, on peut conclure que la matrice À est équiva- 
lente par lignes à la matrice en escalier C: 


La matrice C est en escalier vu que la matrice C* l'est aussi. 

Si la première colonne ou plusieurs premières colonnes de la 
matrice À ont partout des zéros, on considérera la matrice obtenue 
par élimination de ces colonnes. Cette matrice comporte dans la 
première colonne un élément non nul. Il s'ensuit donc de la première 
partie de la démonstration que cette matrice est équivalente par 
lignes à une matrice en escalier. On constate aussitôt qu'en adjoi- 
gnant à gauche à cette matrice en escalier les colonnes à éléments 
partout nuls éliminées précédemment, on aboutit à une matrice 
équivalente par lignes à la matrice de départ À. [O 

TH£oREME 3.3. Le rang des lignes d'une matrice en escalier est 
égal au nombre de ses lignes à éléments non nuls. 

Démonstration. Le théorème est apparemment vrai pour 
une matrice nulle. Supposons que À est une matrice en escalier 
de r lignes à éléments non nuls. Par commodité d'écriture posons 
que les éléments pivots de la matrice À occupent les r premières 
colonnes, autrement dit, 


Qi: Œio CEE] ir . 


OC 


où a; 7 0 pour à = 1, ..., r. Ainsi, les r premières lignes À,, ... 
..., À, de la matrice À n'ont pas partout des zéros, tandis que 
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les autres (si elles existent) ont partout des zéros. Montrons que 
les lignes 4,, ..., À, sont linéairement indépendantes. Il faut 
montrer que pour tous scalaires À,, ..., À, de l'égalité 


(1) MA +... +4, = 0 
s'ensuivent les égalités 
(2) A,=0,..., À = 0. 
Vu que 
MA; +... +A,A4, = 
= (Mains An@o + Anton, + + + Air + - + + Arr +. .), 


de (1) s’ensuivent les égalités 


() . +. + ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee 

Mur Fe... + Àr@rr = 0. 
Puisque &;3 Æ O pour i = 1, ....r de (3) s’ensuivent les égali- 
tés (2). Ainsi, le système À,, . ... A, de lignes à éléments partout 


non nuls de la matrice À est linéairement indépendant. Par consé- 
quent, le rang de ligne de la matrice À vaut r. Dans le cas général 
la démonstration est effectuée de façon analogue. D 

En s'appuyant sur le théorème 3.3 on aboutit à la règle de calcul 
suivante du rang de la matrice. Pour calculer le rang de ligne de la 
matrice À il faut la réduire à la forme en escalier C par une série de 
transformations élémentaires sur les lignes. Le nombre des lignes à élé- 
ments non nuls de la matrice C est égal au rang des lignes de la ma- 
trice À. 

Matrices en escalier réduites. Lors de la résolution et de l'étude 
d'un système d’équations linéaires un rôle important revient aux 
matrices en escalier réduites. 

DEriNiTIoON. Une matrice en escalier est dite réduite si la matrice 
composée de toutes ses colonnes fondamentales est une matrice 
unité. 

Une matrice en escalier réduite ne possède pas de lignes à élé- 
ments partout nuls et tous les éléments pivots de ses lignes sont 
égaux à l'unité. 

THÉOREME 3.4. Toute matrice non nulle est équivalente par lignes 
à la matrice en escalier réduite. 

Démonstration. Soit À une matrice non nulle de rang r. 
Selon les théorèmes 3.2 et 3.3 elle est équivalente par lignes à la 
matrice en escalier, par exemple, à la matrice B composée de r 
lignes à éléments non nuls. Divisons chaque ligne de la matrice B 
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par son élément pivot. On aboutit à une matrice C en escalier dont 
tous les éléments pivots des lignes sont égaux à l'unité. Ensuite, 
par une série de transformations élémentaires des lignes de la matrice 
C on égale à zéro tous les éléments non nuls se disposant au-dessus 
des éléments pivots. On obtient une matrice D dont les colonnes 
fondamentales constituent la matrice unité. Par conséquent, D est 
la matrice en escalier réduite cherchée qui est équivalente par 
lignes à la matrice initiale À. © 

TH£OREME 3.5. Toute matrice carrée n X n à lignes linéairement 
indépendantes est équivalente par lignes à la matrice unité n X n E. 

Démonstration. Soit À la matrice n X n à lignes 
linéairement indépendantes. Au moyen d'une série de transforma- 
tions élémentaires régulières des lignes elle peut être réduite à une 
matrice nr X n en escalier C = || y; Il. Soient Yin,, Von,s + + +» Ynhn 
les éléments pivots de la matrice C. On a alors 


(1) Yan 0, . .., Ynan Æ 0, 
2IS<kh<k<... <hEn. 


Des inégalités (2) il s'ensuit que k, = 1, k: = 2, ..., kn =n. 
La matrice C est donc de l'aspect 


Vas Vas c.. Vin 
D: O Yes ... Vin 


DU AESOv 


autrement dit, est une matrice triangulaire supérieure à éléments 
non nuls sur la diagonale principale. Multiplions la première ligne 


de la matrice par y,,, la seconde par Y,,, etc. On aboutit ainsi à une 
matrice équivalente par lignes 


À Vis ... Vin 


On constate sans peine que la matrice C” est équivalente par lignes 
à la matrice unité nr X n E. Il existe donc une série de transforma- 
tions élémentaires (régulières) des lignes qui réduit la matrice À en 
une matrice unité £. 

Systèmes homogènes d'équations linéaires. Considérons un sys- 
tème homogène d’équations sur le corps F 


11 + . + inln — 0, 


CU TE TRE 


Amal Fee + Amntn = 0. 
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une matrice composée des coefficients attachés aux variables et 
appelée matrice fondamentale du système (1), A*, ..., A4" étant les 
colonnes de cette matrice. L’équation (sur #) 


(2) mAt+...+z, A" = 0, 


où 0 est le vecteur colonne nul, est nommée forme vectorielle d'écriture 
du système d'équations (1). 

Selon le corollaire 2.11 un système homogène d'équations (1) est 
équipotent à l'équation (2). 

ProposiTioN 3.6. Si la matrice A d'un système homogène d’équa- 
tions (1) possède le rang r > 0 et À,, ..., A, est la base du système 
de ses lignes, le système (1) est alors équipotent au système 


Qita + ee À Ginln = 0, 


Ar Fees + Ernln = 0, 


composé de r premières équations du système (1). 

Démonstration. Vu que les r premières lignes de la 
matrice À constituent la base du système des lignes de cette matrice, 
chaque équation du système (1) est donc une combinaison linéaire 
des équations (3). De plus, le système (3) est une implication du 
système (1). Par conséquent, les systèmes (1) et (3) sont équipa- 
tents. [] 

PROPOSITION 3.7. Un système homogène d'équations linéaires de 
matrice À possède des solutions non nulles si et seulement si Les colonnes 
de la matrice À sont linéairement dépendantes. 

Cette proposition découle directement du corollaire 2.11. 

COROLLAIRE 3.8. Un système homogène d'équations linéaires à n va- 
riables possède des solutions non nulles si et seulement si le rang de la 
matrice du système est inférieur à n. 

COROLLAIRE 3.9. Si le nombre d'équations d'un système homogène 
d'équations linéaires est inférieur au nombre des variables, Le système 
a des solutions non nulles. 

PROPOSITION 3.10. L'ensemble de toutes les solutions d'un système 
homogène d'équations linéaires est clos par rapport à l'addition, à la 
soustraction et à la multiplication par des scalaires. Toute combinaison 
linéaire de solutions d'un système homogène d'équations est une solu- 
tion de ce système. 

La démonstration de la proposition 3.10 est laissée au soin 
du lecteur. 
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Système fondamental de solutions. Soit 
(1) Qt + ee. + Gintn = 0 (Gi = 1,..., m) 


un système homogène d'équations linéaires sur le corps 7. 

DEFINITION. On appelle système fondamental de solutions du système 
d'équations (1) le système non vide linéairement indépendant de ses 
solutions dont l'enveloppe linéaire coïncide avec l’ensemble de 
toutes les solutions du système (1). 

Notons que le système homogène d'équations linéaires ne pos- 
sédant qu'une solution nulle n'a pas de système fondamental de 
solutions. 

PRoPosITION 3.11. Deux systèmes fondamentaux quelconques de 
solutions du système homogène d'équations linéaires admettent un 
même nombre de solutions. 

Démonstration. En effet, deux systèmes fondamentaux 
quelconques de solutions du système homogène d'équations (1) sont 
équivalents et linéairement indépendants. Aussi, en vertu de la 
proposition 1.12, leurs rangs sont-ils égaux. Donc, le nombre de 
solutions entrant dans l’un des systèmes fondamentaux est égal 
au nombre de solutions composant l'autre système fondamental 
de solutions. O 

Si la matrice À d'un système homogène d'équations (1) est 
nulle, alors tout vecteur de F7 est solution du système (1); dans 
ce cas toute collection de z vecteurs linéairement indépendants de 
F" est un système fondamental de solutions. Mais si le rang de la 
colonne de la matrice À est n, le système (1) n’admet alors qu'une 
solution, la solution nulle ; donc, dans ce cas le système d'équations 
(1) est démuni de système fondamental de solutions. 

TaeoREME 3.12. Si le rang r de la matrice d'un système homogène 
d'équations linéaires (1) est inférieur au nombre des variables n, le 
système (1) a alors un système fondamental de solutions comportant 
n — r solutions. 

Démonstration. Si le rang de la matrice fondamentale 
A du système homogène (1) est égal à zéro ou à n, alors le théorème 
est vrai, comme il a été montré plus haut. C’est pourquoi on admet 
plus bas que 0 <r(A)< n. En posant r = r (4), on supposera 
que les r premières colonnes de la matrice À sont linéairement 
indépendantes. Dans ce cas la matrice À est équivalente par lignes 
à la matrice en escalier réduite, tandis que le système (1) est équiva- 
lent au système d'équations en escalier réduit suivant: 


D — ee Vatrthi — ee — Vin-rln = 0, 
@ k eee Valrhi — ee — Von-rtn = 0, 


Tr — Vlr — ce — Vrn-rln = 0. 
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On vérifie sans peine qu'à tout système des valeurs de variables 
libres z,+1, . .- ., zh du système (2) ne correspond qu’une et seule- 
ment une solution du système (2) et, partant, du système (1). En 
particulier, au système des valeurs nulles zx,,, = 0, ..., zx, — 0 
ne correspond que la solution nulle du système (2) et du système (1). 

Donnons dans le système (2) à l’une des variables libres la valeur 
égale à 1, tandis que les variables restantes seront considérées comme 
nulles. On obtient ainsi nr — r solutions du système d'équations (2) 
qu’on écrira sous forme de lignes de la matrice C: 


Vis. Van ie Vi 4 0... 0 


Vin-r Ven-r -.. Vr, nr 0 0 . | 


Le système des lignes C,, ..., Chr- de cette matrice est linéaire- 
ment indépendant. En effet, pour tous scalaires À,, ..., À,-, de 
l'égalité 

MC ess FF AnerCasr = (0, 0 3:25 0) 
s'ensuit l'égalité 

Grass asso a) = (0,0; 22; 0) 
et, partant, les égalités 

À = 0, a = 0, . À == :0: 

Démontrons que l’enveloppe linéaire du système de lignes de la 
matrice C coïncide avec l’ensemble de toutes les solutions du systè- 
me (1). Soit 

a — (ct; 1 ps Arts + - + Un) 
une solution quelconque du système (1). Le vecteur 

d—a—t(x,};C, + ral + +. + AnCn-r) 
est alors aussi une solution du système (1), de plus, 

d = (6;, 1 Ôrs 0, 0, sise U)S 
cette solution correspond aux valeurs nulles des variables libres 


ZLyrkis + + + Tn. Aussi, d est-il une solution nulle du système (2) 
et du système (1); par conséquent, 


a = Qr41Cs + +. + AnCn-r € L'(C1s + + +5 Cn-r)e 


Bref, on a démontré que l’ensemble de toutes les solutions du 
système (1) coïncide avec l'enveloppe linéaire du système des vec- 
teurs C,, ..., Ch- Donc, ce système de nr — r vecteurs est le 


système fondamental de solutions pour le système d'équations 
(). OÜ 
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CoROLLAIRE 3.13. Soient d une solution du système non homogène 
d'équations linéaires (sur Le corps F) 


(1) ŒinTy + eee + Linln = Bi (i=1,...,m) 


et Ci, -.., Cn-r le système fondamental de solutions du système homo- 
gène d'équations 

Ant + eee + Qintn = 0 (L=T, :::, m0); 
L'ensemble 


{d + MC ni HE + An-rCn=r | À 2 4 An-r EF} 


est alors l’ensemble de toutes les solutions du système (1). 

Résolution du système d’équations linéaires par la méthode d’éli- 
mination successive des variables. Soit donné le système d'équations 
linéaires (sur le corps #) 


Qy1T1 + ee —- Uintn — B., 


ST 
Amili + + Amnin — Pme 
Posons 
Œi: in Lys ŒinBs 
=| ....... ‘ =l ss se. : 
Ami ee Emn_ m1 --- CmnPm_ 


La matrice À est dite matrice fondamentale du système (1), la matrice 
B matrice complète du système (1). 

Un système d'équations linéaires est dit en escalier si la matrice 
complète du système est une matrice en escalier sans lignes à élé- 
ments partout nuls. Un système d'équations linéaires est dit système 
en escalier réduit si la matrice complète du système est une matrice 
en escalier réduite. 

Si B est une matrice nulle, alors tout vecteur à r dimensions 
de 7" est une solution du système (1). Mais si À est une matrice 
nulle, tandis que B ne l’est pas, le système d’équations (1) est alors 
incompatible. 

Supposons que la matrice À n'est pas nulle. On peut alors réduire 
le système d'équations (1) à un système en escalier par des trans- 
formations élémentaires, et, ensuite, à un système en escalier réduit, 
ces systèmes étant équipotents au système initial (1). Supposons 
que les colonnes A1, ..., À” constituent la base du système des 
colonnes de la matrice À. Au moyen d’une série de transformations 
élémentaires réduisons le système d'équations (1) à un système en 
escalier sans lignes à éléments partout nuls. Si cette dernière équa- 
tion du système en escalier obtenu est de la forme 


Or + ... +0.x, = B, où PO, 
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le système d'équations en escalier obtenu est alors incompatible 
et, partant, est incompatible le système d'équations (1) de départ 
qui lui est équipotent. Mais si dans le premier membre de la der- 
nière équation du système en escalier obtenu il y a des coefficients 
différents de zéro, alors le système en escalier obtenu prend la forme 


it + Gite FH atr +... + Œintn = ;, 
(2) Œaato F oo À Getr Fo + entn = B:; 
ŒprTr + ce +Qentn = Br, 


où les coefficients &,,, '&.., . .., a@ sont différents de zéro. Le 

système (2) est compatible et équipotent au système initial (1). 
A partir du système en escalier (2) passons par une série de trans- 

formations élémentaires au système d'équations en escalier 


Ti — VartiTrh — eee — Vinln = is 
(3) Lo — Vor+iZrti — ee — Yontn = 00 
Tr — Vrr+idrti — eee — Vrnln — Ô-. 


Le système (3) est compatible et équipotent au système d'équations 
(1) initial. Si, de plus, r = n, le système d'équations (3) (et le syste- 


me (1)) admet alors une solution unique (6ô,, 6, ..., 6,). Mais 
sir (4) = r (B) << n, le système (3) est alors équipotent au système 
Ti = VartiTrti À oeee À Yinln + Or 


(4) Ze = VortiTrta F eee À Vontn À a 


Lr = Yrrtilrti + eee + Yrntn + Ôre 


Les équations du système (4) fournissent une expression explicite 
des variables x;, ..., x, dites principales par l'intermédiaire des 
variables x,+,, . .., z, dites libres. En attribuant dans les équa- 
tions (4) aux variables libres des valeurs quelconques du corps des 
scalaires, on obtient les valeurs correspondantes des variables 
principales. On est ainsi en mesure d'obtenir toute solution parti- 
culière du système d'équations initial (1), puisqu'il est équipotent 
au système (4). C'est pourquoi le vecteur 


(9) (Yartatrta + 0 Æ Vantn À Os + + + Vrrarta + + +: 
.….. % Vinln EE Ô;, Tp+ys + + 0 Th) 


est appelé solution générale du système d'équations (1). Le vecteur (5) 
peut être écrit sous la forme 


(6) Tr+1Cr+1 Te are nn ZnCn +6, 
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OÙ Cytjs + + Cn E Fret Ô = (6,,..., Ô,, 0,..., 0) est la solution 
particulière du système (1). Le vecteur (6) est également nommé 
solution générale du système (1). On voit aisément que les vecteurs 
Cy31 + - + Cn constituent le système fondamental de solutions d’un 
système homogène d'équations associé au système (1). 

L'ensemble {x,,4,C,4, +... + zCn + ô |z,sr ..., mm EF} 
est l’ensemble de toutes les solutions du système d'équations (1). 

Pour étudier la compatibilité du système donné d'équations 
linéaires (1) il faut réduire la matrice complète B du système par 
une série de transformations élémentaires sur les lignes à une matrice 
en escalier B’. Le système d'équations linéaires (1°) à matrice com- 
plète B”’ est équipotent au système d'équations initial (1). Le système 
d'équations (1) est incompatible si et seulement si le rang des lignes 
de sa matrice fondamentale À’ est inférieur au rang des lignes de la 
matrice complète B”, c'est-à-dire si dans la dernière ligne de la matri- 
ce en escalier B” tous les éléments à part le dernier sont nuls. 


Exercices 


1. Démontrer qu’une matrice non nulle est équivalente par lignes à une 
et seulement à une matrice en escalier réduite. 

2. Démontrer que la matrice À d'ordre m X n est équivalente par lignes 
à une matrice unite d'ordre nr X n si et seulement si le rang de la matrice À 
vaut n. 

3. Montrer que deux systèmes homogènes linéaires sur le corps & à varia- 
bles r,, . .., x, Sont équipotents si et seulement si les matrices de ces systèmes 
sont équivalentes par lignes. 

4. Soit # un corps fini composé de k éléments. Montrer qu’un système 
homogène donné d’équations linéaires sur le corps # à n variables possède 
An-r solutions, où r est le rang de la matrice du système donné d'équations. 

5. Démontrer qu'un système compatible d'équations linéaires à matrice 
fondamentale non nulle n'est équipotent qu’à un seul et unique système en 
escalier réduit d'équations linéaires. 

6. Démontrer que si deux systèmes compatibles d'équations linéaires sont 
équipotents, alors les systèmes homogènes d'équations linéaires qui leur sont 
associés sont également équipotents. 

7. Démontrer que deux systèmes compatibles d'équations linéaires sur le 
corps # à variables x;, . ., r, sont équipotents si et seulement si les matrices 
complètes de ces systèmes sont équivalentes par lignes. 


CHAPITRE VI 


MATRICES ET DÉTERMINANTS 


$ 1. Opérations sur les matrices et leurs propriétés 


Opérations sur les matrices. Partout dans ce chapitre # —=(F, +, 
—, +, 1) est un corps de choix fixé qu’on appellera corps des scalaires. 
Les éléments de l’ensemble F seront nommés scalaires. 

Soient m et n des entiers positifs. Le tableau 


au: Œio .-.. Œin 


A = 


Xmi me --- Amn 

à éléments de F est appelé matrice sur le corps F ou matriemxn 
sur # : on note brièvement || &«;4 || et l’on écrit À = || œ;x ||. Si m — 
— n la matrice À est une matrice carrée d'ordre nr. L'ensemble de 
toutes les matrices m “ n sur le corps # est noté FX". En parti- 
culier, l’ensemble de toutes les matrices carrées d'ordre n sur # est 
noté ÆFnxn, 

Conservons les notations précédentes pour les lignes et les colonnes 
de la matrice À : la i-ième ligne de la matrice À est notée À;: 


A; = [æys, Lios +.) Gin]; 
la k-ième colonne est notée A*: 


LR 
Ar | %% 
Œnk 
Deux matrices m X n À = || ax || et B = || Br || sont dites 


égales et l'on écrit A = B si a;x = BP; pour tous indices ài et k. 
Une matrice est dite nulle et est notée © si tous ses éléments sont 
nuls. 


On appelle somme de deux matrices m X n À et B la matrice 
m X n dont l'élément ik-ième est égal à a; +B;rx, c'est-à-dire 
À + B = [lan + Bain Il. 


13—01762 
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On appelle produit du scalaire À par la matrice À = || &;r || la 
matrice m X n || Aa; || notée ÀA : 
AA = || Ac ||. 


Pour la matrice (—1) À on a l'égalité 
A + (—1) 4 = 0. 


Aussi la matrice (—1) À est-elle également notée —A et elle est 
appelée matrice opposée à la matrice À. 
Soient À € FTXT et B € FXP: 


mi - + Amn… Bni -- Bnp 


On admet ainsi que le nombre de colonnes de la matrice À est égal 
au nombre de lignes de la matrice B. Le produit de la ligne À; par la 
colonne B* se définit ainsi: 


Bin 
AiB'=l[@ss, ..., @inle| ©: |= 


n 
n 


Là 
= Bar +... + &inBnr = > &ajB5n- 


On appelle produit des matrices À et B la matrice m X p dont le 
ik-ième élément est égal à A;,B*, c'est-à-dire 

A;B1 A,B?2 ... A,B? 

A:B1 A,B° ... A,BP 


A.-B=— 


Bref, si À est la matrice m X net B la matrice nr X p, alors AB est 
la matrice m X p. 

TH£OREME 1.1. Une multiplication des matrices est associative, 
c'est-à-dire pour toutes matrices À, B et C A (BC) = (AB) C si les 
produits AB et BC existent. 

Démonstration. Par hypothèse, les produits AB et BC 
existent. On peut donc considérer que ÀEFTXx", BE F"XP, 
C E FPX1. Donc les produits À (BC) et (4B) C existent et appar- 
tiennent à l’ensemble F”*2, Soient H = À (BC), H” = (AB)C et 
hir, hkir les ik-ièmes éléments des matrices Æ et H” respectivement. 
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Démontrons que h;, — hk;, pour tous indices à et 4. En effet, 


B,C*- 
Rin _ A; (BC) = CATE .…. Gin] = 
B,C*? 


= auBiCt +... +ainB,C"= 
? P 

= Qi > Bas Vsn + - + Gin à BnsYsr = 
sm s=i 


_.. > Q3Bjs Yen; 
J=i,...,n 


s=1,...,Pp 
Vi 
hin= (AB): C"=[4:B1, ..., ABP]| : |—= 
Yp 
= AjBiyyn +... + 41B°Ypr = 
— (2 a3B5a) Via... + ( > &iyB;p) Vph = 
1 jmi 
FT _2 ŒiBjsVsh- 
an 


Par conséquent, h;, — h;, pour tous indices à et k, c'est-à-dirs 
A (BC) = (AB) C. CO 

THeor£ME 1.2. Les opérations sur les matrices sont douées des pro- 
priétés suivantes : 

(1) l'algèbre (F®X®, +, —) est un groupe abélien ; 

(2) «a (A + B) = aA + aB (a, BEF, À, BE FX"); 

(3) (&œ + B) À = aÀ + PA; 

(4) (œB) À = a (BA); 

(5) 1-4 = À; 

(6) la multiplication des matrices est associative ; 


(7) la multiplication des matrices est distributive par rapport 
à l'addition, c'est-à-dire À (B + C) = AB + AC si le produit AB 
et la somme B + C existent, et (B + C) A = BA + CA si le produit 
BA et la somme B + C existent; 

(8) pour tout scalaire } et toutes matrices À, B on a 


À (AB) = (AA) B = À (AB) 
si le produit AB existe. 


Démonstration. Les propriétés (1)-(5) se démontrent de 
la même façon que les propriétés correspondantes de l'addition des 


13% 
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vecteurs et de la multiplication par un scalaire des vecteurs des 
espaces vectoriels arithmétiques. 

Selon le théorème 1.1 la multiplication des matrices est associa- 
tive. 

Démontrons que la multiplication des matrices est distributive 
par rapport à l'addition. Soient À € FX, B, C E FXP. On vérifie 
sans peine que AB, AC € FMXP,B + CE F'XP. D'où il s'ensuit que 
A(B+C)et AB + AC sont des matrices m X p. Montrons que 
les ik-ièmes éléments de ces matrices sont égaux, c'est-à-dire que 
A; (B + C}* — A;,B* + A;C'. En effet, 


A,(B+C)*= ue .%is (Ba + Ve); 


AB+ AC = NO œpnt CS œvn= 
J=i.....n 2=1, n 


= Ù  aj(Bn+vn). 
J=i....,n 
Par conséquent, À (B + C) — AB + BC. On démontre de façon 
analogue que (B + C)A = BA + CA si le produit BA et la somme 
B + C existent. 
Pour démontrer la propriété (8) cherchons les ik-ièmes éléments 
des matrices À (4B), (A4)B, À (AB): 


.. A(A:B*) = A @ijBjn;s (A A:) B* = à (AG) Bjr; 
AURB")= À y (AB). 


Ces trois expressions sont égales entre elles en vertu des propriétés de 
l'addition et de la multiplication des scalaires. Donc, À (AB) — 
= (4)B=A(GQB) D 

Transposition du produit des matrices. Soit À = ||&,.|| la matrice 
m X n sur le corps #. On appelle alors matrice transposée de À la 
matrice x X m || Br || telle que B;4, — ar, et elle est notée ‘A. 
On obtient donc la matrice transposée en échangeant les lignes et les 
colonnes de la matrice donnée. En particulier, 


Qi: 
(#4) =? [oœus, RCE Lin] — ; 
. æ in 
ET 
(Ah = | : = [@ir, -.., Amal: 
Am 


TH£OREME 1.3. Si le produit AB des matrices À et B existe, il 
existe aussi un produit ‘B-tA et (AB) = tB.tA. 
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Démonstration. Supposons que À € FX" et B € FTXP, 
Alors si C — AB, AB € F"XP et (AB) € FPX", De plus, ‘B € FPx? 
et ‘A € FPX®. Par conséquent, le produit ‘B-‘A existe et ‘BtA € 
€ FPX", Les matrices € — ‘(AB) et C’ — ‘B.'A sont ainsi des 
matrices p X m. Vérifions que les ik-ièmes éléments c4, et ci, de 
ces matrices sont égaux. En effet, 


UT 
CiRk = AhB' — [Qns, ..., Ann] = Apr +... + ŒnnBni ; 
{ 
d’autre part, | —— 
hi 
ci = (*B}; (A) — [Bs, …..) Bail : — 
_Thn— 


= ApaBis + -.. + AnnBnse 


Par conséquent, cix — ci, pour tous indices à et k, c'est-à-dire 
(AB) = 'B-tA. © 


Exercices 


1 
1. Soit a=| 0 A . Chercher A pour tout entier positif n. 


2. Démontrer que si pour les matrices À et B les produits AB et BA existent 
et AB = BA, les matrices À et B sont carrées et possèdent un même ordre. 

3. Soient À et B des matrices carrées de même ordre et AB — BA. Démon- 
trer que pour tout entier positif r est vraie la formule 


(A+ By = Ann. An. Be LUN AN-2.B°+ ... + BA. 


4. Montrer que l'opération de transposition est douée des propriétés sui- 
vantes : 

(a) t(A+B)=tA +tB; (b) t(À4) = À-t4, où À est un scalaire; 
(c) (4-1) = (tA)1; (d) #(4BC) = !C-tB-tA si le produit ABC existe. 

5. Une matrice carrée À est dite symétrique si À = ‘A. Montrer que si À 
est une matrice carrée, la matrice À + ‘A est symétrique. 

6. Une matrice carrée À est dite symétrique gauche si À — —tA. Démon- 
trer que toute matrice carrée peut être représentée, et cela de façon unique, sous 
forme de somme de matrices symétrique et symétrique gauche. 

7. Démontrer que des transformations élémentaires sur les colonnes d’une 
matrice peuvent être réalisées au moyen d’une multiplication de la matrice 
à droite par des matrices élémentaires correspondantes. 


$ 2. Matrices inversibles 


Matrices inversibles. Soit À une matrice n X n sur le corps 
des scalaires #. Si E est une matrice unité nXnr, on a alors 


(4) AE = À = EA. 
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Une matrice carrée est dite inversible s'il existe une matrice B 
satisfaisant aux conditions 


() AB=E, BA = E. 


La matrice B satisfaisant à ces conditions est dite inverse de À. 
Les matrices À et B sont appelées mutuellement inverses. 

ProPosiTION 2.1. Si la matrice À est inversible, il n'existe alors 
qu'une seule matrice inverse de À. 

Démonstration. Supposons que B et C sont des matrices 
inverses de À. On a alors AC = E = BA et B = BE = B (AC) — 
= (BA)C—=E.C = C, c'est-à-dire que B=C. D 

Si la matrice À est inversible, alors la matrice inverse de À est 
notée À-!. Ainsi, pour toute matrice inversible on a les égalités 


(3) AAï=E, AA = E. 


L'ensemble de toutes les matrices inversibles 7 X nr sur le corps 
# est noté GL (n, .F). 

THEOREME 2.2. L’algèbre (GL (n, F), -, -!) est un groupe. 

Démonstration. La matrice unité Æ est, évidemment, 
inversible et, en raison de (1), est un élément neutre. 

Si la matrice À est inversible, alors en vertu de (2) la matrice 
A”! est également inversible. 

L'ensemble GL (n, #) des matrices inversibles r X nr est égale- 
ment fermé par rapport à la multiplication. En effet, si A, BE€ 
EGL (n, F), on a alors 


(4B) (BAT) = E = (BA) (4B), 


c'est-à-dire que la matrice AB est inversible sur # et, partant, 
appartient à l'ensemble GL (nr, F). 

Enfin, selon le théorème 1.1, la multiplication des matrices est 
associative. [] 

COROLLAIRE 2.3. Un produit de tout nombre des matrices inversibles 
est une matrice inversible. 

Matrices élémentaires. Introduisons la notion de matrice élé- 
mentaire. 

DérinITIoN. La matrice carrée obtenue à partir de la matrice 
unité par transformation élémentaire régulière sur des lignes (des 
colonnes) est appelée matrice élémentaire associée à cette transforma- 
tion. 

C'est ainsi que sont des matrices élémentaires du second ordre 
les matrices 


ol Lo a) Lou): Loale Bal 


où À est un scalaire non nul quelconque. 
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La matrice élémentaire s'obtient à partir d'une matrice unité E 
par l’une des transformations régulières suivantes : 

1) la multiplication de la ligne (de la colonne) de la matrice E 
par un scalaire différent de zéro: 

2) l'addition (ou la soustraction) à une ligne (colonne) quelconque 
de la matrice E d'une autre ligne (colonne) multipliée par un scalaire. 

Désignons par E;4, la matrice obtenue à partir de la matrice E 
après multiplication de la i-ième ligne par un scalaire À non nul: 


1. 
E;i) = À 
4 1 
Désignons par E(ÿ+acu) (Eti-xcm) la matrice obtenue à partir 


de la matrice Æ après addition (soustraction) à la i-ième ligne de la 
k-ième ligne multipliée par À: 


1. 1. 
4,4 4. —À 
E(iy+ac) = | 4. 5 ÆE(i-14n— 


1 1 


On notera E, la matrice obtenue à partir de la matrice unité Æ 
après application de la transformation élémentaire sur les lignes; 
ainsi E, est la matrice correspondant à la transformation ®. 

Considérons quelques propriétés des matrices élémentaires. 

PROPRIETE 2.1. Toute matrice élémentaire est inversible. Une matri- 
ce inverse de la matrice élémentaire est une matrice élémentaire. 

Démonstration. Une vérification directe montre que 
pour tout scalaire À différent de zéro et à et À quelconques on a les 
égalités 

EE inc = E = ExaEa); 

E(n+1uL(-au) = E = Et-1u)E +2) 


Sur la base de ces égalités on conclut qu'on a la propriété 2.1. [] 

PROPRIETE 2.2. Un produit des matrices élémentaires est une 
matrice inversible. 

Cette propriété découle directement de la propriété 2.1. et du 
corollaire 2.3. 

PROPRIETE 2.3. Si une transformation élémentaire régulière par 
lignes œ@ fait passer la matrice m X n À en la matrice B, on a alors 
B = EyA (E4 € F"X"). La réciproque est également vraie. 
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Démonstration. Si est une multiplication de la i-ième 
ligne À = || &«;2 || par un scalaire non nul À, on a 


Gi se © 
c'est-à-di B=E Mai 1 Es = E l 
est-à-dire B — E,A. Mais si E, = Elij+açu, alors 


E (+6) A=| Gi: + Aa: so. Uin+ Man 


Qi c.. Amn 
c'est-à-dire B = E;,+;4n)° À. 

On vérifie sans peine que l'affirmation inverse est également 
vrale. [] 

PROPRIETE 2.4. Si la matrice C est obtenue à partir de la matrice 
A par une série de transformations élémentaires régulières par lignes 
Pis - --, Ps, On à alors C = Es... Ey,° A. La réciproque est éga- 
lement vraie. 

Démonstration. Selon la propriété 2.3 la transforma- 
tion p, fait passer la matrice À en la matrice E, - A, . fait passer 
la matrice £,, - À en la matrice £,,E, * A, etc. Enfin, q, fait pas- 
ser la matrice E4, ...ÆE%,-A en la matrice E, Es, ...E,-4. 

: 1 $ S=1 
Par conséquent, C = Ev, . . .-Es,Em"A. 

On vérifie aisément que la réciproque est également vraie. 

Conditions d’inversibilité de la matrice. Pour démontrer le théo- 
rème 2.8 on a besoin de trois lemmes suivants. 

LEMME 2.4. Une matrice carrée à ligne (colonne) dont les éléments 
sont nuls est irréversible. 

Démonstration. Soit À une matrice carrée dont la ligne 
est à éléments nuls, B étant une matrice quelconque, À, B € FTX*. 
Soit À; la ligne à éléments nuls de la matrice À, on a alors 


(AB; = LA1B?, ..., AiB"l= (0, ..., O1, 


c'est-à-dire que la i-ième ligne de AB ne possède que des éléments 
nuls. Donc la matrice À est irréversible. [] 

LEMME 2.5. Si les lignes d'une matrice carrée sont linéairement 
dépendantes, la matrice est alors irréversible. 

Démonstration. Soit À une matrice carrée aux lignes 
linéairement dépendantes. Il existe alors une série de transformations 
élémentaires régulières par lignes faisant passer À en une matrice 
en escalier ; soit m1, . .., ®, cette série. Selon la propriété 2.4 des 


$ 2 MATRICES INVERSIBLES 201 


matrices élémentaires on a l'égalité 
(1) Eo,.._Ec"A = C; 


où C est une matrice avec ligne à éléments partout nuls. Par consé- 
quent, selon le lemme 2.4 la matrice C est irréversible. Mais si, par 
contre, la matrice À était inversible, le produit à gauche dans l’éga- 
lité (1) serait alors une matrice inversible, comme produit de matri- 
ces inversibles (voir corollaire 2.3), ce qui est impossible. Donc, la 
matrice À est irréversible. [] 

COROLLAIRE 2.6. Si une matrice carrée est inversible, ses lignes 
sont alors linéairement indépendantes. 

LEMME 2.7. Une matrice carrée à lignes linéairement indépendan- 
tes peut être représentée sous forme d'un produit de matrices élémentaires. 

Démonstration. Soit À une matrice carrée à lignes 
linéairement indépendantes. Il existe une série de transformations 
élémentaires régulières par lignes m,, . . ., ®, faisant passer la ma- 
trice À en la matrice unité E. Selon la propriété 2.4 des matrices 
élémentaires, il s'ensuit que E4 ... Ey, 4 = E. Donc, 4 — 
—= Eÿ\... ES, où, selon la propriété 2.1 des matrices élémentaires’ 
les facteurs Egi, . .., E3) sont des matrices élémentaires. [ 


THÉEOREME 2.8. Pour toute matrice carrée À (A € FX") les trois 
affirmations suivantes sont équipotentes : 

(a) la matrice À est inversible; 

(b) les lignes (colonnes) de la matrice À sont linéairement indé- 
pendantes; 

(c) la matrice À peut se représenter sous forme d'un produit des 
matrices élémentaires. 

Démonstration. Selon le corollaire du lemme 2.5, 
(b) s'ensuit de (a). Ensuite, selon le lemme 2.7 (c) s'ensuit de (b). 
Enfin, en vertu de la propriété 2.2 des matrices élémentaires et du 
corollaire 2.3, (a) dérive de (c). Donc, les affirmations (a), (b) et (c) 
sont équipotentes. [] 

Calcul de la matrice inverse. On est maintenant en mesure de 
fonder une règle très simple de calcul de la matrice inverse. 

Tæ£oremME 2.9. Si par une série de transformations élémentaires 
régulières par lignes on fait passer une matrice carrée À en une matrice 
unité E, la matrice À est alors inversible et cette même série des trans- 
formations fait passer la matrice E en la matrice A”. 

Démonstration. Supposons que ,, ..., p., est la série 
des transformations faisant passer la matrice carrée À en la matrice 
unité Æ. Alors, selon la propriété 2.4 des matrices élémentaires, 


E = Eg,...E À. 
En vertu de la proposition 2.1 il s'ensuit que la matrice À est inver- 
sible et 


A”! — Ey Eo,E. 
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Selon la propriété 2.4 des matrices élémentaires, il dérive de la 
dernière égalité que la série de transformations élémentaires par 
lignes 1, . . ., op, transforme la matrice Æ en la matrice A”! 

Le théorème 2.9 permet de formuler la règle suivante d'obtention 
de la matrice inverse. Pour trouver la matrice inverse de la matrice À 
d'ordre n X n, il faut faire passer la matrice rectangulaire n X 2n 
(A | E) en une matrice de la forme (E | C’) par une série de transforma- 
lions élémentaires régulières par lignes; la matrice C ainsi obtenue est 
inverse de la matrice À. 

Notation et résolution du système de x équations linéaires à n 
variables sous forme matricielle. Considérons un système d’équa- 
tions linéaires 


(GATE A] + . + Œinln — B:, 
An1Zs + + +: F EnnTn = Bn 
sur le corps #. En introduisant les notations 


(2 CRUE] Œin Bi TL! 


MN — 
9 Les 


Œns .. nn _Pn mZn 


on est en mesure d'écrire le système (1) sous forme d’une équation 
matricielle 


(2) AT = b. 


On voit aussitôt que l'équation (2) est équipotente au système d'équa- 
tions D Elle est dite forme matricielle d'écriture du système d'équa- 
tions (I). 

TH£OREME 2.10. Si les lignes de la matrice À sont linéairement 
A le vecteur A”tb est alors l'unique solution de l'équa- 
tion (2). 

Démonstration. Supposons qu'un vecteur colonne Z, 
est la solution de l'équation (2), c'est-à-dire que AZ, — b. En 
multipliant à gauche les deux membres de l'égalité 42, = b par 
A”, on obtient 


(3) Lo = A”t.b. 


Ainsi, ou bien l'équation (2) possède une solution 4 -‘b, ou bien elle 
n'en possède pas. Toutefois, l'égalité À (4-1-b) — b montre que 
le vecteur À -!-b est une solution de l’équation (2). Par conséquent, 
le vecteur A-1-b est l'unique solution de l'équation (2). O 

CoROLLAIRE 2.11. Si les lignes de la matrice fondamentale À du 
système (1) sont linéairement indépendantes, le système est alors compati- 
ble et le vecteur A-*-b est la solution unique de ce système. 
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Exercices 
1. Soit À = || &;j || une matrice carrée d'ordre n (sur le corps 4). Notons 
E;n (, k=14,..., n) la matrice dont la i-ième ligne et la k-ième colonne ont 


4 pour élément, les éléments restants étant nuls. Montrer que 
() AE = Quint... HaniEnn EirA = QuEis +... + GpnEin. 


2. Sur la base de l'égalité (+) démontrer que la matrice À est permutable 
avec chacune des matrices £;, si et seulement si À est de la forme ÀE, où À € F. 

3. Utilisant le résultat du problème précédent montrer que la matrice À 
est permutable avec une quelconque matrice carrée d'ordre nr (sur le corps #) 
si et seulement si À = ÀE, où À € F. 

4. Soit À une matrice carrée d'ordre #7. Démontrer que la matrice À est 
permutable avec une matrice diagonale quelconque d’ordre n si et seulement 
si la matrice À est elle-même diagonale. 

5. Soit À une matrice diagonale, tous les éléments de la diagonale prin- 
cipale étant différents l’un de l’autre. Montrer que toute matrice qui est per- 
mutable avec À est aussi diagonale. 

6. Montrer qu’une matrice carrée À d'ordre r permutable avec une matrice 
quelconque métrique du même ordre est une matrice scalaire, c'est-à-dire que 
A = ÀE, où À est un scalaire et E une matrice unité d'ordre n. 

7. Soit À une matrice carrée d'ordre nr (sur le corps 4). Démontrer que 
l'ensemble de toutes les matrices (sur #), permutables avec la matrice À, est 
fermé par rapport à l'addition et par rapport à la multiplication. 


$ 3 Permutations 


Permutations. Groupe des permutations. Considérons les permu- 
tations de l’ensemble M = {1,...,n}, où n est un nombre naturel 
autre que zéro. On appelle permutation de l'ensemble M l'application 
injective de l’ensemble M sur lui-même. 

Toute application œ de l’ensemble M sur lui-même se note de 
façon commode sous forme de tableau 


1 2 ses n ) 

F7 (ot) 90)... p(n) 

L'ordre des nombres dans la première ligne a peu d'importance, 
et on peut le varier de façon quelconque. Toutefois, il faut veiller 
à ce que pour tout k le nombre  (k) soit placé immédiatement au- 
dessous de ä. 

L'ensemble de toutes les permutations de l’ensemble M sera noté 
Sn; les éléments de cet ensemble sont nommés permutations d'in- 
dice n. 

SiæES,, alors: (1) p est une application injective, c'est-à-dire 
que pour tous à, À € M il s'ensuit de œ (i) = (k) que i=k; (2) o est 
une application de M sur lui-même, c'est-à-dire {q (1), ..., (n)} = 
= {1, ..., nr}. M étant un ensemble fini, de la condition (1) se 
déduit la condition (2), et réciproquement. 

Le produit q de deux permutations @ et 1 de l’ensemble M se 
définit comme une composition d'applications @ et ÿ (qb = p-v) 
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Donc, par définition, 
pY (à) = (he), L — 1, es) D. 


Une composition de toutes deux applications injectives de l’en- 
semble sur lui-même est une application injective de l’ensemble M 
sur lui-même. Par conséquent, pour deux permutations quelconques 
q, Ÿ de S,, on a gp € S:. 

Notons par & l'application identique de l’ensemble f sur lui- 
même : 


141 2...n 
e(i)—=i, i—=1,...,n, c’est-à-dire e — 12... n): 
On constate aisément que pour toute permutation q de S, qe = 
= ep = op, c'est-à-dire que € est un élément neutre par rapport à la 
multiplication. 
Si o est une permutation de l’ensemble M, @-* est également une 
permutation de l’ensemble M et gp"! = e = @-!œ. De plus, 


ans CORRE  r (o- (D. 1) 


TæeoreME 3.1. L'algèbre (S,, -, -!) est un groupe. 

Démonstration. On a établi plus haut que l'ensemble S, 
est fermé aux opérations principales -, -!. Selon le théorème 
2.3, une composition des fonctions est associative. Une permu- 
tation identique & est un élément neutre par rapport à la multipli- 
cation et, pour toute permutation @ de S,, on a l'égalité qgp-! — 
= £ — p-'@. Ainsi, l'algèbre (S,, -, -}) est donc un groupe. [ 

DeriniTion. Le groupe (S,, -, -!) est dit groupe symétrique d'indi- 
cenetest noté Ÿ,. L'élément € est nommé élément unité de ce groupe. 

Permutations paires et impaires. Soit donnée une permutation 
de l’ensemble M = {1,...,n} 


= (on Hi HAL 


Considérons un couple non ordonné {i, k} d'éléments différents de 
l’ensemble M. Le couple {i, k} est dit régulier relativement à la 
permutation si les différences i — A et q (i) — œ (k) sont affectées 
du même signe. On dit que le couple {i, k} est irrégulier relativement 
à la permutation @ ou y constitue une inversion si les différences i — k 
et o (i) — œ (4) sont munies de signes opposés. C'est ainsi, par 


exemple, que dans la permutation identique il ny a pas 


123 
132 


123 


d’inversions. Dans la permutation ( Jon n’a qu'une inversion. 
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1 2 
3 4 2) il y a deux inversions. 

La permutation est dite paire si elle comporte un nombre pair 
d’inversions; elle est dite impaire si le nombre d’inversions est im- 
pair. C'est ainsi, par exemple, qu’une permutation identique est 
paire. 

La permutation de la forme 


RS TS Le 1 
Let euen 
est nommée transposition. Autrement dit, la permutation est appe- 


lée transposition s’il existe un couple {i, k} d'éléments différents de M 
satisfaisant aux conditions 


(1) o (Gi) = k, pk) = i, p(s) =s 


Dans la permutation ( 


pour chaque s € Mi, k}. 


LEMME 3.2. Toute transposition est une permutation impaire. 

Démonstration. Soit @ une transposition faisant pas- 
ser i en k (i  k), c'est-à-dire satisfaisant aux conditions (1). Posons 
que i << k. On voit sans peine que le couple fs, 1} M peut consti- 
tuer une inversion si l’un au moins des éléments est à ou kÆ; dans le 
cas contraire les deux différences s — t et œ (s) — œ (ft) coïncident. 

Si isou k<s, il n'y a pas d'’inversions parmi les couples 
{s, i} et {k, s} vu que les deux différences sont négatives. 

Si i<s< k, parmi les couples {i, s} sont des inversions les 
couples suivants: {i, à + 1}, ..., {i, k}, en tout k — à inversions. 

Si i<Zs<k, parmi les couples {s, k} sont des inversions les 
couples {à + 1,k},..., {k — 1, k}; il y a au total À — à — 1 in- 
versions. 

Bref, la transposition @ comporte autotal (4 — à) + (k— i — 1) — 
— 2 (k — i) — 1 inversions, et, par suite, @ est une permutation 
impaire. [] 

Signature d’une permutation. La signature de tout nombre ration- 
nel a se définit de la façon suivante : 


1 pour a>0, 
sing (a) = 0 pour a=0, 
—1 pour a<0. 
On voit aussitôt que pour tous nombres rationnels a et b, on a 
sign (ab) = sign (a)-sign (b). 


Cette propriété de la signature est appelée propriété de multiplicati- 
vité et elle sera utilisée pour la démonstration du lemme 3.3. 
Notons sgn l'application de l’ensemble S, dans l’ensemble 
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{1, —1} définie par l'égalité: 
1, si ® est une permutation paire, 
Nu e LL. siqest une permutation impaire. 
On voit sans peine que la signature (sgn œ) de la permutation est 
égale au produit des signatures de tous les nombres corres- 


pondant à tous les couples possibles {i, k} de divers éléments de 
l'ensemble M, c'est-à-dire que 

Sgn @ — Il sign ie 

p (i) — (&) 
{i AJCM 
ik 

LEMME 3.3. La signature d'un produit de deux permutations est le 

produit des signatures de ces permutations, c’est-à-dire 


(4)  sgn (ot) — sen p-sgn + (p, + € S,). 
Démonstration. On peut représenter la permutation 


-( p() -.. p() }: donc 
pp (1) ... pp(n)/° ! 
Ÿ (i) —Ÿ (k) 
ng= [] sien ov® 
Press y (i) — py (x) 
ish 
par conséquent, on a 
: : Ÿ () — + (k) 
(2) sgnpsmy= [] sie 
(4. RJCM 
7 i—k 
x [ sms. 


{i, RJCM 
tk 


En vertu de la propriété de multiplicativité de la signature 


__. VÜ—bE SE 
SET ph) 8 PU YU) 


ue D) () ik _ gi i—k 
= sign (= +00) = SE 
Aussi s’ensuit-il de (2) que 
; i—k 
sgn ®-S£gn Ÿ = Il Sign PTICETTICS Sgn (pb). Q 
{i, RICM 
ik 
TH£oREME 3.4. La signature d'une permutation (fonction sgn) est 
douée des propriétés suivantes : 
(4) la fonction sgn est multiplicative, c'est-à-dire sgn (pÿ) — 
— sgn -sgn + pour tous p, Ÿd de S, ; 
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(2) La signature de la transposition vaut (—1); 

(3) Les permutations inverses entre elles ont une même signature; 

(4) si test une transposition et ® une permutation quelconque de S,, 
on a alors sgn (tœ) — sgn (gt) — — sgn q. 

Démonstration. La propriété (1) se vérifie à partir du 
lemme 3.3. La propriété (2) découle directement du lemme 3.2. En 
vertu de la propriété (1), 


sgn (op!) — sgn p: sgn pr} — sgn e — 1 


pour toute permutation œ. Par conséquent. sgn @ = sgn q”!. La 
propriété (4) découle directement des propriétés (1) et (2). OJ 
CoROLLAIRE 3.5. Le produit de deux (ou d'un nombre pair) de 
permutations de même parité est une permutation paire. 
CoROLLAIRE 3.6. Le produit de deux permutations de parité diffé- 
rente est une permulation impaire. 


Exercices 


7. 1. Démontrer qu'il existe n! permutations d’un ensemble composé de » 
ments. 

2. Montrer que si n > 1 le nombre de permutations paires de l’ensemble 
{4, 2, ..., n} est égal au nombre de permutations impaires. 

3. Démontrer que l’ensemble de toutes les permutations paires de S, est 
clos par rapport à la multiplication et à l'opération d'obtention de l'inverse 
de l'élément. 

4. Montrer que chaque permutation de S, pour r > 1 peut être représentée 
sous forme d'un produit de transpositions de l'aspect (k, k + 1), où 1 < k < n. 

5. Montrer que chaque permutation de S, pour r > 1 peut être représentée 
sous forme d’un produit de transpositions de l’aspect (1, k), où 1<k<n. 


$ 4. Déterminants 


Déterminant d’une matrice carrée. Soit # un anneau commutatif 
ou un corps dont les éléments seront nommés scalaires. Soit 


is Œto ..e Œin 


une matrice sur #, À € FX, Soit S, l’ensemble de toutes les per- 
mutations de l'ensemble {1, ..., n}. 

Considérons l’ensemble 7 (A) de tous les produits d'éléments de 
la matrice À pris par un de chaque ligne et colonne. Tout élément de 
l’ensemble A (4) comporte nr facteurs et peut être écrit ainsi: 

(1) Gi Gus + «ami 


n 
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Faisons correspondre à l’élément (1) la permutation 


d 2 ..5n 
(2) ( | :) 
L! la ee. e ln 


de l’ensemble {1, ..., n}. Réciproquement: à chaque permuta- 
tion + de S,, 


9 ( 1 2 on ) 
LR tT(4) tT(2)...v(n)/' 
correspond un élément unique de l’ensemble M (4), à savoir 


(4)  ai:u)° Corte) + -Antin)- 


Ainsi, l'application associant à chaque permutation t de S, l’élé- 
ment (4) de l’ensemble 4 (A) est une application injective de l'ensem- 
ble S, sur M (4). 

DEFINITION. On appelle déterminant de la matrice À la somme 


= 
> sgn (t) dit(1)° Æ2t(2) - + Ent(n)- 
TESn 


La somme comporte n/ termes et à chaque permutation + de $, dans 
cette somme correspond exactement un terme. 
On notera le déterminant de la matrice À | À | ou det À, ou 


ii CCE in 


Si n—=1, det [æ,;;]—=«,. Pour nr —2 
ii Lio 
os Lao 


Sir —3,ona 


— L1Uoe — Loos 


Œyi Duo is 
Los Are Los | = Lilo L 33 F LisUoiA ge + Lyolos sy — 
si Asz Ass 
— Lya3Lool 3 — Lg Dn3U go — Lion L 33e 


ProposiTioN 4.1. Le déterminant d’une matrice avec ligne (colonne) 
à éléments nuls est nul. 

Une matrice carrée est dite diagonale si sont nuls tous ses élé- 
ments ne se trouvant pas sur la diagonale principale. 

ProposiTioN 4.2. Le déterminant d'une matrice diagonale est égal 
au produit des éléments de sa diagonale principale. 
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Une matrice carrée est dite triangulaire si sont nuls tous ses 
éléments se disposant au-dessus (au-dessous) de sa diagonale prin- 
cipale. | 

PROPOSITION 4.3. Le déterminant d'une matrice triangulaire est 
égal au produit des éléments de sa diagonale principale. 

La démonstration des propositions 4.1-4.3 est laissée au soin 
du lecteur. 

Propriétés fondamentales des déterminants. Formulons et démon- 
trons les propriétés rencontrées!le plus souvent. 

ProPRIETE 4.1. Les déterminants d'une matrice carrée À et d'une 
matrice transposée ‘À sont égaux. 


Démonstration. Soient À = || &«;, || une matrice carrée 
d'ordre n et A = || Byx ||, où Bin = ax. On a alors 
|t41= N (sent) Bi ça) - . Br (n) : 
tTESn . 
= 
(1) |'4]| = > (sgn t) &rç11 --+ Œr(n)n: 
on d 


| Fes "n fr. t(n) 
Etant donné que r=( °° 9]; alors + = à _—; : 


ou, si l’on dispose sur la ligne supérieure les nombres dans 


Lo 5:55 n 
(4)... Tv: ": Dans le produit 


Œrç1)1 --<- Œx(nyn disposons les facteurs de manière que les pre- 
miers indices suivent un ordre croissant ; il vient alors 


l'ordre croissant, a | 


Œr(1)1 --- Ar(n)n — Lit-i(1) - - + Ent-1(n) 


et l'égalité (1) peut s’écrire sous la forme 
(2) l'AI— A (sgn T'{) &ir-111) --. Ant-1(n)- 
T-!'ESn 


Vu que la permutation t-! parcourt une fois tous les éléments de 
l’ensemble S, quand + parcourt tous les éléments de cet ensemble une 
fois, la somme dans l'égalité (2) est égale au déterminant de la 
matrice 4. Donc, |‘ A|[=1|4|. DO 

ProPrI£TE 4.2. Avec une permutation de deux colonnes (lignes) 
d'une matrice son déterminant change de signe. 

Démonstration. Soient À = {| &œx || la matrice n x n 
et B = || B;, || la matrice obtenue à partir de la matrice À par per- 
mutation de deux colonnes à indices s et £. Soit o une transposi- 
tion de S, faisant passer s en t, o = (st), il vient alors 


Bin = Œjany Pour à, k€ {1, ... n}, 
14—01762 
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par suite, 
|BI= Ÿ (sgnt)Bix a) +. Bar (n) = 
TESn 


X1 
mr (sgn T) os (1) - -- Ænot (n)° 
TESn 


Selon le théorème 3.4, sgn (ot) — — sgn t. En outre, quand la 
permutation t parcourt tous les éléments de l’ensemble S, une fois, 
la permutation t’ = o7t parcourt également tous les éléments de cet 
ensemble une fois. On obtient, par conséquent, 

|B1=— à (sgnt')@is (4)... Œnrm = —|AÀ|, 

T'ESn 
c’est-à-dire |B | = —] 4 |. 

ProPri£Te 4.3. Le déterminant d'une matrice possédant deux colon- 
nes (lignes) identiques est nul. 

Démonstration. Posons que la matrice À = || &;} || 


possède deux colonnes identiques, par exemple, 4° = À?. Notons © 
la transposition (st). Dans ce cas l'égalité 4° — A4! entraîne l'égalité 


(1) Qar(1)e + -Ent(n) — ao r(1) + - -Xnat(n)- 


Faisons correspondre à chaque permutation t de S, la permuta- 
tion ot. Alors, à la permutation ot correspond la permutation +, car 
6 (ox) = +. Appelons l’ensemble {x, ot} couple de permutations corres- 
pondant entre elles. L'ensemble S, se divise en couples de semblables 
permutations disjoints deux à deux. On est donc en présence d’une 
partition de l’ensemble S, : 


Sn—= U {t, ot}, 
TEARn 

où À, est l’ensemble de toutes les permutations paires de degré 7. 
Donc l'égalité 

| Al= > (Sgn T) &ix (1) - -+ Ant (n) 

TESn 
peut être écrite de la sorte 
(2) 1Al= D [(Sgn T) Œix ç1) - ++ Œnt (n) + 
TEAn 


». + (sgn OT) Œ4 + (1) nor (n)]- 
De plus, selon le théorème 3.4, 


(3)  sgn (ot) = — sgn +. 
Sur la base de (1) et (3) on conclut que 
(sgn T) &ixt1) + + + Encetn) + (SLR OT) Mio) + + “Anortn) = 0. 


Ainsi, chaque terme de la somme (2) est nul; par conséquent, | À | — 
=0(. O0 
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ProPnieTe 4.4. Si tous les éléments d’une ligne (colonne) quelocon- 
que de la matrice À sont multipliés par le scalaire À, le déterminant de la 
matrice À est alors aussi multiplié par le scalare À. 

Démonstration. Soient À = || &;, || une matrice carrée 
d'ordre z et B une matrice obtenue à partir de la matrice À après 
multiplication de la i-ième ligne par le scalaire À: 


On a alors par définition du déterminant 

B|\= Ÿ À _ 

| | ul (sgn T) Œir(t)- - - ( Œir(t)) -eŒnrin) = 
TESn 

À 


21 (SSnNT) Guxes) - + + Œieta) + + + Anrtnys C'est-à-dire |B| —À|A|]. 


CoROLLAIRE 4.4. Le déterminant d'une matrice dont deux lignes 
(colonnes) quelconques sont proportionnelles est nul. 

PROPRIETE 4.5. Si chaque élément de la i-ième ligne (colonne) 
d'une matrice carrée À est une somme de m termes, le déterminant de la 
matrice À est alors égal à la somme de m déterminants, en outre, dans la 
matrice du premier déterminant dans la i-ième ligne (i-ième colonne) 
sont contenus les premiers termes de la somme, dans la matrice du deuxiè- 
me, les seconds termes, etc., tandis que les lignes suivantes sont identiques 
à celles de la matrice À. 

Démonstration. Supposons que chaque élément. de la 
i-ième ligne de la matrice À est une somme de m termes:1 


(1) Gn=air +...+ai% (k=1,...,m). 
Dans l'égalité 


| À| Te > (sgn t) Œix(t) ... Lgx(i) + + Œnt(n) 
TESn 


dans chaque terme de la somme substituons au facteur &;,4,, la 
somme des m termes selon la formule (1) et représentons toute la sem- 
me sous forme de m termes: 


|A] = à (Sen T) Œixçs) + + + Mirti) + + + Œnrtn) ++. 
TESn 


à d 
et À (sgn T) Œixa) - - - Œir(i) s.. Ant(n) 
n 


14% 
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En remplaçant chacune des m sommes par le déterminant on aboutit 
à l'égalité cherchée 


1: CRUE Œin Qu: .. Œin 
|A] = {ay ...afl+...+lait ...af |. D 
Œns CR Ann Œn1 ee nn 


PROPRIETE 4.6. Si à une colonne (ligne) quelconque de la matrice 
du déterminant on adjoint une autre colonne (ligne) de la matrice mullti- 
pliée par un scalaire arbitraire, le déterminant de la matrice ne varie- 
ra pas. 

Démonstration. Ecrivons la nr X n-matrice À sous 
forme 


A = (At, 4°, ..., A”). 
Admettons que la matrice B s'obtient à partir de la matrice À après 


adjonction à la première colonne de la k-ième colonne multipliée par 
le scalaire À, c'est-à-dire 


B = (A1+ AA, 4°, ..., A") (kæÆ1). 


Selon la propriété 4.5, le déterminant de la matrice B peut être 
représenté sous forme de la somme de deux termes: 


|B | = 1(41, 4?,..., A) +2 | (4, 4°,..., A). 
Dans cette somme le second déterminant est nul comme possédant 
deux colonnes identiques; donc, | B | = | À |. DO : 


COROLLAIRE 4.5. Si à une colonne (ligne) quelconque de la matrice 
d'un déterminant on ajoute une combinaison linéaire des autres colonnes 
(lignes) de la matrice, le déterminant de la matrice ne variera alors pas. 

PROPRIETE 4.7. Si une colonne (ligne) quelconque d'une matrice car- 
rée est une combinaison linéaire des autres colonnes (lignes) de la matri- 
ce, le déterminant de la matrice est alors nul. 

Cette propriété découle aisément du corollaire 4.5. 


Exercices 


1. Comment variera le déterminant d’une matrice carrée d'ordre n si 
chaque élément de la matrice est remplacé par son opposé ? 
Soient À une matrice carrée d'ordre n sur le corps # et À un élément 
de ce corps. Démontrer que | ÀA | = À? | 4 |. 
3. Comment variera le déterminant d’une matrice carrée d'ordre r à élé- 
ments complexes si chaque élément de la matrice est remplacé par son conjugué ? 
4. Les éléments d'une matrice carrée d'ordre n satisfont à la condition 


in = Gi OÙ as est un nombre complexe conjugué de &;,. Démontrer que 
{ À | est un nombre réel. 
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5. Démontrer que le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au 
produit des éléments de la diagonale principale de la matrice. 

6. Comment variera le déterminant d’une matrice carrée d'ordre n si l’on 
échange de place la première et la dernière colonnes les autres colonnes étant 
déplacées vers la gauche en conservant leur disposition ? 

7. Comment variera le déterminant d’une matrice carrée d'ordre n si les 
colonnes de la matrice sont écrites dans l’ordre inverse ? 

8. Supposons que dans le corps # est satisfaite l'inégalité 1 + 1 0. 
Démontrer que le determinant de toute matrice symétrique gauche sur 4 d'ordre 
impair est nul. 

9. Démontrer que 


1 z, zf 
À Ze 25 [= (ze —21) (xs —22) (xs — 22). 
1 xs zx 


__ 10. Démontrer qu'on a le développement suivant en facteurs linéaires du 
déterminant de Vandermonde d'ordre n: 


1 zx, zrf FH 
1 Ta z3 .….e xs! 
— Il (x; -- zk). 
Eu nu | r>>R>I 
n e 


11. Montrer que si la matrice carrée À est inversible, on a 


|A*|=]) AI" 
._12. Soit À une matrice carrée. Démontrer que | AÂ | = | À |* pour chaque 
entier positif k. Montrer que si la matrice À est régulière, on a | AR| = | 4 |À 


pour tout entier x. 


$ 5. Mineurs et compléments algébriques. 
Théorèmes des déterminants 


Mineurs et compléments algébriques. Soient .# un corps de scalai- 
res et À = || og || E FMXR; 


(e 2 CCE Œin 


mi eee nn 


DÉFINITION. On appelle sous-matrice de la matrice À la matrice 
obtenue à partir de À par suppression d’une collection quelconque de 
ses lignes et colonnes. La sous-matrice composée de 4 lignes et # 
colonnes est appelée sous-matrice d'ordre k. 

DEFINITION. Le déterminant d’une sous-matrice d'ordre À de Ia 
matrice À est appelé mineur d'ordre k de la matrice À. 

Les mineurs d'ordre 1 de la matrice À sont ses éléments. 

DEFINITION. Le déterminant d’une matrice obtenue à partir d’une 
matrice carrée À en supprimant la i-ième ligne et la k-ième colonne 
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est appelé mineur de l'élément œ:, et noté M;,. Le produit (—1)i+"A7;; 
est appelé complément algébrique de l'élément a&;, et noté 4;:. 
Remarquons que Mix et An = (—1)+* M, sont indépendants de 
l'élément &;»,, toutefois, 4;, dépend de la parité de la somme à + k. 
LEMME 5.1. Soit À € FMX®%, Si tous Les éléments de la dernière 
ligne (colonne) de la matrice A sont nuls, excepté, vraisemblablement, 
l'élément ann, on a alors | À | = œnnMnn- 
Démonstration. Supposons que 


(4) ar = 0 pour kE {1, ..., n —1}. 
Par définition du déterminant, 


. 
(2) | A] = à (Sgn T) Œuixea) + + + Œn-ir(n-1)" Ent(n)- 
tTESn 


Définissons l’ensemble S, par l'égalité 
(G) Sa—={TES,]|T(n) = nr}. 
Si Tt E Sa NSn, alors en vertu de (1) Œrz(n) — 0. Donc, dans la som- 


me (2) tous les termes correspondant aux permutations t de S,/XSA 
sont nuls. En supprimant dans la somme (2) ces termes, il vient 


(4) |A] — Qnn > (sgn T) Œyx(a) + - + L(n-1)r(n-1)" 
tes, 
Considérons l’application @ de l’ensemble S; sur S, -; : 
à = ( ET ES 2 1 ... (n—1) )=+ 
TA) ... tT(n—1{)n/o \t(1) ... T(n—1) 
Ainsi 1’ est la restriction de + à l’ensemble {1, ..., r—1}: 
(5) t'(i)=Tti(i) pour iE{1,...,n—1}, 


n =( 1  ... n—1 ) 
Cr) ... T'(n—1)J' 
L'application œ est une application injective de l’ensemble S; sur 
Sh-. Comme tv (n) = npourt ESA», le nombre d’inversions dans la 


permutation t vaut le nombre d'inversions dans la permutation t'; 
par conséquent, 


(6) sgnTt =sgnt(t E Sh-:). 
Sur la base de (5) et (6) on est en mesure d'écrire l'égalité (4) sous 
forme 
lA]=@un D  (sgnt') &ix-(1) +. Gn-ir'(n-1). 
t'éS 


n 1 
Dans cette dernière égalité la somme est le mineur M,, correspon- 
dant à l'élément @&,,, c'est-à-dire | À | = œyn-Mnn- 
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LENME 5.2. Si tous les éléments d'une ligne (colonne) de la matrice 
carrée À sont nuls, à part, vraisemblablement, un élément,| À | est 
alors égal au produit de cet élément par son complément algébrique. 

Démonstration. Soit À = {||æ;, || € F"X7. Supposons 
que tous les éléments de la i-ième ligne de la matrice À sont nuls 
excepté, il se peut, l'élément &;3 : 


1) œ;,=0,jE{1,..., nIX{K}. 


Dans la matrice À on déplacera la i-ième ligne vers le bas jusqu’à ce 
qu’elle ne devienne la dernière en l'échangeant successivement avec la 
ligne voisine d’au-dessous. Ensuite, la k-ième colonne de la matrice 
obtenue sera déplacée vers la droite par permutation avec sa voisine 
de droite jusqu'à ce qu’elle occupe la dernière place. Finalement la 
matrice À se transforme en la matrice, 


(o 207 ee in Œik 
Qi, 4 ee (e 4H k 

B — Œphy,g cos Œi+t, k : 
Œh: CCR Œnk 


Lis Au, Qi h+a ce Œin ih 


Selon la condition (1), tous les éléments de la dernière ligne de la 
matrice B sont nuls à part, peut-être, l'élément «;:. Donc, selon le 
lemme 5.1, on a 


2) 1B|= œxr Min, 


où À7;, est le mineur de la matrice À correspondant à l’élément «œ;4. 
La matrice B a été obtenue à partir de la matrice À par n — i per- 
mutations de lignes et rz — k permutations de colonnes ; donc, selon 
la propriété 4.3 des déterminants, 


[BI=(—1) I À | 
et 
G) 14A1=(—-DMI8 1. 


De (2) et (3), on obtient | À | —= (—1)i+"* air Min —= LihA hs 
c'est-à-dire | À | = œnAix. O0 

Développement du déterminant suivant les éléments d’une ligne 
ou d’une colonne. Lors du calcul des déterminants on se sert sou- 
vent du théorème suivant. 

THÉOREME 5.3. Soit À € FX". Le déterminant de la matrice A est 
égal à la somme des produits d'éléments d'une colonne (ligne) quelconque 
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par leurs compléments algébriques, c'est-à-dire 
(4) 1AÏ= œxdin + -.. + anrAnn 


(2) 14]1—= ind + +. + GinAin 


Démonstration. Représentons sous forme d’une somme 
de nr colonnes la k-ième colonne A4" de la matrice À : 


(i, kEf,...,n}). 


Œik 0 0 
a= | 0 [+ le. #l 
0 0 Œnk 


Selon la propriété 4.5 des déterminants, à cette représentation cor- 
respond la représentation de | À | sous forme d’une somme de n dé- 
terminants 


si Œin Œin Lys 0 Lin 

(e 2 [e 4 Œa (e 4 
|A! _ 21 0 2n + , + | 0 n 

Œns .. 0 .….. nn Un . Œnk A « / nn 


Selon le lemme 5.2, le premier terme de cette somme vaut œirAx, 
le second, &GonAon, etc. Par conséquent, 


| À | = œindir + Gondor +... + AnnAnx. 

De façon analogue, on démontre la formule (2). 

La formule (1) porte le nom de développement du déterminant sui- 
vant les éléments de la k-ième colonne. La formule (2) est le développe- 
ment du déterminant suivant les éléments de la i-ième ligne. 

THeOREME 5.4. Soit À = || &;y | E FX. La somme des produits 
d'éléments d'une colonne (ligne) quelconque de la matrice A par les 
compléments algébriques d'éléments correspondants d'une autre colonne 
(ligne) est nulle, c'est-à-dire 
(3) Gindis + ++ + GnnAns = 0 (kZÆS), 

(4) Li1À m1 + . + LinAÂmn = 0 (m ZE ). 


Démonstration. Démontrons la formule (3). Ecrivons 
A sous forme 

A4 43: 4,47) 
En substituant dans la matrice À à la s-ième colonne À * un vecteur 


1 
arbitraire b = |: |, on aboutit à la matrice 


Bn. 
B=—(41,..., A,...,b,..., A). 
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Développons | B | suivant les éléments de la s-ième colonne: 
| B 1 = Pridis + ... + Prdns- 


Notons que cette égalité se vérifie pour tout jeu des scalaires B,, . .. 
-. Pn. En particulier, en y posant f, = œn, . . ., Pn — Gnr 
on obtient l'égalité 
0 = œindis + ... + Gnrdns (GK ÆS), 
car la matrice B aura deux colonnes identiques. 
De façon analogue on démontre la formule (4). O 
Déterminant d’un produit de matrices. Démontrons d’abord deux 
lemmes. 


LEMME 5.5. Si E, est une matrice élémentaire de même ordre qu'une 
matrice carrée B, on a alors 


4) IEBl=I£lIBI et |E1#0. 


Démonstration. Toute matrice élémentaire est trian- 
gulaire et, partant, son déterminant est égal au produit d'éléments 
de la diagonale principale. Donc, on a 


À si E;=E£E À 5 0), 
(2) |Eo| < : on A (4) | ( ) 

1 si Ego E(y+au); 
en outre, 

AIB] si £Es=E;, 

3) |EsB] = { | 
D [BI si £Eo= Era: 
Sur la base de (2) et (3) on conclut qu'il y a lieu (1). CO 


LEMME 5.6. Si E,,..., E, sont des matrices élémentaires de même 
ordre que la matrice carrée B, on a alors 
(4) |ÆE£:... EB]=|El11E£El...1EÆETIBTI]. 


Démonstration (conduite par récurrence sur le nombre s). 
Selon le lemme 5.5, le lemme 5.6 se vérifie pour s = 1. Supposons 
que le lemme est vrai pour s — 1 facteurs élémentaires et démontrons 
qu'il se vérifie aussi pour s facteurs. Selon le lemme 5.5, on a 


| £, (£ ... EB)|=]|E£,|]|2£,... E.B |. 
Par hypothèse de récurrence, 

|Es ... EB|—]£|1E£,1...1£,11B1]; 
donc, 

| EE: ... EB|=]|EÆE; ||E]1...1|E.||BI 


L'égalité (4) est ainsi vraie pour tout s. [] 
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COROLLAIRE 5.7. SiE,, ..., E,sont des matricesélémentaires d'un 
même ordre, on a alors 


| BE: ... El=1E ||El...1ET. 


THEOREME 5.8. Le déterminant d'un produit de deux matrices carrées 
est égal au produit des déterminants de ces matrices, c'est-à-dire 


[ABT=/]AÏIBT. 


Démonstration. Premier cas: les lignes de la matrice À 
sont linéairement indépendantes. Selon le théorème 2.8, la matrice À 
peut être représentée sous forme d’un produit de matrices élémen- 
taires À = Æ,, ..., E,, donc, AB = E, ... E,B. Selon le lem- 
me 95.6, on a 


[AB]= IE |... [E£E.l|IBTI. 

De plus, selon le corollaire 5.7, 

|AÏ=]£ ... EE; |=1|EÆE; ||£1...71E£,|]; 
par conséquent, | AB|=|A]||8B |. 


Second cas: les lignes de la matrice À sont linéairement dépen- 
dantes. Dans ce cas on peut faire passer la matrice À par une série 
de transformations élémentaires régulières en la forme d’une matrice 
en escalier qu'on notera C; les lignes de la matrice étant linéaire- 
ment dépendantes, C comporte donc une ligne à éléments partout 
nuls. Si | 

ASC 


? 


selon la propriété 2.4 des matrices élémentaires, £, ... E4 A — 
= C. Multiplions cette égalité à droite par la matrice B: 


Ey, --. Ep,AB = CB. 


Selon le lemme 5.6, | Eo, |... [£4, I1ABT=1/CBI. Com- 


me Cet, partant, CB sont des matrices possédant une ligne à élé- 
ments partout nuls, on a | CB | = 0. En outre, (selon le lemme 5.5), 


En l#0,..., 1E, #0 El... 1Ee, 1 #0: 


par conséquent, | AB | = 0. Comme les lignes de la matrice À sont 
linéairement dépendantes, une des lignes de la matrice À est donc 
une combinaison linéaire des autres lignes. Aussi, (selon Ja propriété 
La déterminants) a-t-on | À | = 0. Par conséquent, | 4 | | B | = 


Bref, |[AB|—=1|A||B| DO 


Conditions nécessaires et suffisantes de l’égalité à zéro du déter- 
minant. Comme le montrent les deux théorèmes suivants, il existe 
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diverses conditions mutuellement équivalentes de l’égalité à zéro 
du déterminant. 

TH£OREME 5.9. Le déterminant d'une matrice carrée est nul si et 
seulement si les lignes (colonnes) de la matrice sont linéairement dépen- 
dantes. 

Démonstration. Soit À € F"*". Démontrons que si les 
lignes de la matrice À sont linéairement indépendantes, alors | A| 0. 
En effet, si les lignes de la matrice À sont linéairement indépendantes, 
alors selon le théorème 2.8, elle peut être représentée sous forme d'un 
produit de matrices élémentaires, c'est-à-dire que À — E, ... E,.. 
Selon le corollaire 5.7, |A|—=]|E£, |. | £, |. De plus, selon le 
lemme 5.5, le déterminant d’une matrice élémentaire quelconque est 
différent de zéro. Donc, | À | Æ 0. Selon la loi de contraposition, 
l'affirmation démontrée est équivalente à l’affirmation: si | À | — 
= 0 les lignes de la matrice À sont alors linéairement dépendantes. 

Démontrons à présent la réciproque: si les lignes de la matrice 
carrée À sont linéairement dépendantes, on a alors | À | = 0. En 
effet, si la première ligne À, de la matrice À n'a pas d'éléments 
nuls, une au moins des lignes 4,, . .., À, est alors une combinaison 
linéaire des autres lignes de la matrice. Donc, selon la propriété 4.7 
des déterminants, | A|=0. O 

THEORBME 5.10. Pour toute matrice carrée A les quatre affirmations 
suivantes sont équipotentes : 

(a) | Al 0; 

(b) Les lignes (colonnes) de la matrice À sont linéairement indé- 
pendantes ; 

(c) la matrice À est inversib'e; 

(d) la matrice À peut être figurée sous forme d’un produit de matri- 
ces élémentaires. 

Ce théorème découle directement des théorèmes 5.9 et 2.8. 


Exercices 
1. Soient 4 et C des matrices carrées. Démontrer que 
| A 0 


=|A|-|C]. 
B C 141: 1C1 


2. Démontrer que 


a b c 
c a b |=f(@) f (we) f (os), 
b c a 


” f= a+br+ cr et «,, +, © sont les racines cubiques distinctes de 
unité. 


220 MATRICES ET DETERMINANTS [CH VI 


3. Calculer le déterminant 


œ NN & R&R 
& À © 
8 œ nn 
œ nn & 


c da 
4. Démontrer que 


4 1 1 
Zy Ze ZT | = (rs —271) (xs — T1) (zs — 23). 


zf x 2 
5. En se servant uniquement de la définition du déterminant, calculer le 
déterminant d'une matrice triangulaire À : 


ay 0 O0 .… 0 


Gn] Ana Gn3 ..e Ann 


6. Combien de sous-matrices carrées d'ordre k possède la matrice m X n? 


$ 6. Théorèmes des matrices. 
Règle de Cramer 


Théorème sur le rang d’une matrice. Etudions la liaison du rang 
de la matrice avec les ordres de ses mineurs non nuls. 

THEOREME 6.1. Le rang d'une matrice non nulle est égal au plus 
grand ordre des mineurs non nuls de la matrice. 

Démonstration. Soient À une matrice non nulle et 
A € FX", Son rang est alors r = r (4) > 0. Démontrons que la 
matrice comporte au moins un mineur non nul d'ordre r. Comme 
r =r(A) > 0, la matrice À possède r lignes linéairement indépen- 
dantes. Soit B une sous-matrice de la matrice À composée de r lignes 
de la matrice À linéairement indépendantes, c’est-à-dire que BE 
€ FrXxn,r (B) = r. Il s'ensuit de l'égalité r (B) = r que la matrice B 
possède r colonnes linéairement indépendantes. Soit € une sous- 
matrice de la matrice B composée de r colonnes linéairement indé- 
pendantes de la matrice B, on a alors C € F'TX7, r (C) = r. Selon le 
théorème 5.10, |C | 0, car les colonnes de la matrice C sont 
linéairement indépendantes. Donc, | C | est un mineur non nul d'or- 
dre r de la matrice À. 

On vérifie sans peine que pour k > r (A), tout mineur d'ordre À 
de la matrice À est nul. En effet, pour À >> r (A) sont linéairement 
dépendantes toutes k lignes de la matrice 4. Donc les lignes d’une 
sous-matrice carrée À X k de la matrice À sont linéairement dépen- 
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dantes. Par conséquent, selon le théorème 5.9, tout mineur d'ordre 
k de la matrice À est nul. O 
Matrice inverse. Soient À € Fnxn, 


Œns Œne -+-.+ Œnn 
et 4,;, le complément algébrique de l'élément «;x. 
On appelle matrice adjointe de À la matrice 
A1 As -.. Ans 


An ÀAon +. Ann 
En vertu des théorèmes 5.3 et 5.4, 


7 Ah: 
À; (4°) = (us, ... Gin) : = Lys Api + . + Gin An — 

An 

re si ik, 

| |0 siik, 

donc, 
[A] O0 0 
AA* = 0 IA. 0 = |A] £ (E est une matrice unité); 


O0 O0 ... |A] 

(4) A(IAITA*) =Esi|A|Æ0. 
Des calculs analogues conduisent aux égalités 

A*A —_ | À | E, 
(2) (AITA*)A=E, si |A|#Æ0. 
Les égalités (1) et (2) montrent que les matrices À et | À |-'A4* sont 
mutuellement inverses. On a ainsi démontré le théorème suivant. 

THEOREME 6.2. Si le déterminant d'une matrice carrée A est diffé- 
rent de zéro, la matrice À est alors inversible et A”! — | À |-'A*. 


__ Règle de Cramer. Considérons un système de 7 équations linéai- 
res à x variables 


Qt +. + Qintn = Pu 
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sur le corps &. Notons par À la matrice fondamentale de ce système : 
A = || œix ||. 

THEOREME 6.3. Si | À | = 0 le système d'équations linéaires (1) 
possède une solution unique qu'exprime les formules 
(2) mi — 14 [Bin + - + + Bad), - - - 

es Tn = | À | (Bin +... + Bad). 
7 Bi 
Démonstration. En posant Æ—1| : |, b—| : |, 


_Tn Pan — 
écrivons le système (1) sous forme d’une équation matricielle 


(3) AZ = b, 


équipotente au système (1). Selon le théorème 5.9, il s'ensuit de la 
condition | À | + 0 que les lignes de la matrice À sont linéairement 
indépendantes et que les systèmes (3) et (1) admettent une solution 
unique Z — À tb. 

De là, puisque (selon le théorème 6.2) ÀA-! — | 4 |-14*, il vient 


A: ... Ah: "fi 
A-1b=]A/t| ........ : | 
— Ain es Ann Pn _ 


— |A" ee" Je de al 5 2 cs 


et 


RE | JAI (Bis + +. + BrAn:) E 


_Tn— = |A]"t (BiAin +- és BrAnn) 
De cette dernière égalité s’ensuivent les formules (2). O 
Les formules (2) sont habituellement appelées formules de Cramer, 
tandis que le théorème 6.3 est nommé règle de Cramer. 
Notons À (k) la matrice obtenue à partir de la matrice À en subs- 
tituant à la k-ième colonne la colonne des termes libres du systè- 
me (1): 


_Bn Œno ... nn An! .…. Unn-1 Br 


En développant le déterminant de la matrice À (%) suivant les élé- 
ments de la k-ième colonne, on obtient 


| À (4) = Bidin +... + Brdnx (GR =1,...,n) 
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Ces égalités permettent de reformuler le théorème 6.3 de la façon 
suivante. 

THEOREME 6.4. Si | À | O0 le système d'équations linéaires (1} 
admet une solution unique explicitée par les formules 


A (1 A 
(2) = OL, rm OL, 


Conditions pour lesquelles un système de #7 équations linéaires 
homogènes à n variables admet des solutions non nulles. 

THEOREME 6.5. Un système de n équations linéaires homogènes à n 
variables a des solutions non nulles si et seulement si le déterminant de 
la matrice du système est nul. 

Démonstration. Soit donné un système d'équations li- 
néaires homogènes 


Cala + - + + Œintn = 0, 


Anala + - : - + Onntn = 0, 


A = || &;x || étant la matrice de ce système. Le système (1) a des 
solutions non nulles si et seulement si les colonnes de la matrice À 
sont linéairement dépendantes. Les colonnes de la matrice À sont 
linéairement dépendantes si et seulement si | À | = 0. Par consé- 
quent, le a (1) admet des solutions non nulles si et seulement 
si | A]=0. 0 


T0 
COROLLAIRE 6.6. l'équation matricielle AZ =] : |, où 
_0 
me 
AE Fnxn T=| : a des solutions non nulles si et seulement 
Th 
si |A] =0. 
Exercices 


1. Montrer que le rang d'un produit de matrices ne dépasse pas celui de 
chacun des facteurs. 

2. Soient À et B des matrices carrées d'ordre »r. Montrer que les équations 
AT = B et LA = B, où À est la matrice cherchée, sont insolubles quand le 
rang de la matrice B dépasse celui de À. 

3. Soient À et B des matrices rectangulaires possédant le même nombre 
de lignes et C la matrice obtenue de la matrice À par adjonction à droite de la 
matrice B. Démontrer que l’équation matricielle A4 = B, où est la matrice 
cherchée, a une solution si et seulement si le rang de la matrice À est égal à celui 
de la matrice C. 
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4. Soit ATX = B une équation matricielle, où © est la matrice cherchée, 
et À, sa solution quelconque. Démontrer que chaque solution de l'équation 
matricielle peut s'écrire sous la forme À, + %, où # est la solution de l’équa- 
tion Lomoène AY = 0, et réciproquement. 

5. Chercher toutes les matrices complexes dont les carrés sont égaux à une 
matrice nulle. 

6. Etudier l'équation % 4 — 0, où À est la matrice donnée.et À la matrice 
cherchée de deuxième ordre. | 

7. Chercher toutes les matrices complexes de deuxième ordre dont les carrés 
sont égaux à une matrice unité. 

Ne A et B des matrices m X nr. Démontrer que r (4 + B) < r (4) + 
r . 

9. Soient À et B des matrices possédant un même nombre de lignes et C 
une matrice obtenue en adjoignant à À toutes les colonnes de la matrice B. 
Démontrer que r (C) < r (4) + r (B). 

10. Montrer que si le produit AB est une matrice régulière, alors les ma- 
trices À et B sont également régulières. 
© 11. Soit À une matrice carrée régulière d'ordre nr. Montrer que pour toute 
matrice carrée B d'ordre n, les matrices AB, B et BA ont même ns 

12. Soient À, B des matrices n X nr de rangret s respectivement. Démontrer 
que r(AB)>r+s—n. 


b 
13. Démontrer que la matrice [° 4 est inversible si et seulement si 
ad — bc -£ 0. ° 


b 
14. Démontrer que si la matrice A= [° 2 est inversible, alors 4-1= 


— (@a—beyr.| | 


15. Démontrer que chaque matrice triangulaire À (sur le corps ) aux 
éléments non nuls sur la diagonale principale est inversible et la matrice À + 
est une matrice triangulaire. 

16. Soient À, B des matrices nr X n régulières sur le corps #. Montrer 
que les égalités AB = BA, AB = B-\4, A-B = BA-1, A-iB-1 = B-4-1 
sont équipotentes entre elles. 

17. Soit À une matrice m X nr sur le corps 4. Démontrer que: 

(a) il existe une matrice nr X m Ÿ”, telle que A = E, où E est une matrice 
unite z X n si et seulement si le rang de À vaut »; 

(b) il existe une matrice nr X m telle que AŸ = E, où E est une matrice 
m X m unité si et seulement si le rang de À vaut m. 

18. Soit À une matrice triangulaire n X n (sur le corps 4) dont tous les 
éléments de la diagonale principale valent 1. Supposons que B = 4 — E 
où E est une matrice unité z X n. Démontrer que: 

(a) B7+1 = 0: 

(b) la matrice À est inversible et A = (£E + Bj1=E — B + B°—... 

.. + (—1)7B7; 

(co) E—B)1=E+B+B+...+ Bn. 

19. Soit À une matrice triangulaire (sur un corps) à éléments non nuls sur 
la diagonale principale. Démontrer que la matrice À est inversible. 

20. Chercher les conditions que doit satisfaire une matrice carrée à élé- 
ments entiers pour que tous les éléments de la matrice inverse soient des entiers. 

21. Soient À une matrice nr X n carrée et A* la matrice adjointe à À. 
Démontrer que: 

(a) si À est une matrice singulière, alors la matrice AA* est nulle: 


*) r (A) est ici le rang de la matrice À. 


S 6] THEOREMES DES MATRICES. REGLE DE CRAMER 225 


(b) 4A* = | A | A“ si À est une matrice inversible ; 
(0) A* est une matrice singulière si et seulement si la matrice À est sin- 
ière ; 

(d)1A*|=1 AIT; 


(e) si la matrice À est symétrique ou symétrique gauche, alors ÀA* est 
aussi symétrique ou symétrique gauche: 

(f) si À est une matrice triangulaire, alors A* est aussi triangulaire. 

22. Soit A* une matrice triangulaire adjointe à la matrice nr X n A. Dé- 
montrer que: 

(a) si le une A <n—1, alors ÀA* est une matrice nulle: 

(b) si À est de rang nr — 1, alors le rang de A* est 1; 

(c) si À a le rang n, le rang de A* est alors aussi n. 

23. Soit À une matrice triangulaire n X n sur le corps #. Démontrer que 
la matrice À est inversible si et seulement si tous les éléments de la matrice À 
se rangeant sur la diagonale principale sont différents de zéro. 
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CHAPITRE VII 


ESPACES VECTORIELS 


$ 1. Espaces vectoriels 


Notion d’espace vectoriel. Soient # un corps et F son ensemble 
de base. Les éléments de l’ensemble F seront appelés scalaires, tan- 
dis que # sera nommé corps des scalaires. 

Soient V un ensemble non vide et F X V le produit direct des 
ensembles F et V. Soit donnée l’application 


Oo: FX V—+ V 


associant à chaque couple (à, a) de F X V un élément unique de 
l’ensemble V noté À a et appelé produit duscalaire À et de l'élément a. 
Si le scalaire À est fixé, l’application « induit l’application 


G) à: {1} X V — V, 


qui est la restriction © à l'ensemble {A} X V. L'application w: 
avec À fixé peut être aussi assimilée à une opération à une place (sin- 
gulaire) V—+ V associant à chaque élément a de V un élément Aa 
de Ÿ. Ainsi, wa — Àa pour tout a de Y. 

Exemple. Soient # un corps, V = F" et À un élément fixé 
de F. Notons w, l'application V dans V associant à chaque vecteur 
(a, - . ., Gn) de F” le vecteur (Àc,, . . ., Àa,) de F” appelé produit 
du scalaire À et du vecteur arithmétique (œ&, . . ., @n). 

DeériniTIon. L'ensemble V avec l'opération binaire donnée sur 
lui + (appelée addition) et l'opération de multiplication des élé- 
ments du corps des scalaires # par les éléments de l’ensemble Y 
est appelé espace vectoriel sur le corps # si pour tous a, b de Vet «, f 
de F sont satisfaites les conditions (axiomes) suivantes: 

(1) l'algèbre (V, +, —), où — est l'opération de multiplication 
par le scalaire (—1) des éléments de V, est un groupe abélien ; 


(2) (af) a = a (Ba); 
(3) a(a + b) = aa + «ab; 
(4) (a+) a = aa + Ba; 


(5) 1-a = a. 
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L'espace vectoriel muni de l’ensemble de base V est noté 7”. 
Ainsi, l’espace vectoriel #° est une algèbre munie de l’ensemble de 
base V, dans lequel l’opération binaire + et les opérations singu- 
laires w3 (multiplication par le scalaire À de F) sont des opérations 
principales, c’est-à-dire que 


F = (Y, + {o1 ILE F}), 


les opérations principales satisfaisant aux conditions (1)-(5) appelées 
axriomes de l’espace vectoriel. 

Le groupe (V, +, —) est dit groupe additif de l’espace vectoriel 7". 
Le zéro 0 de ce groupe est appelé vecteur nul de l’espace vectoriel 7. 
Les éléments de l’ensemble V sont appelés vecteurs de l’espace vectoriel 
7". Les vecteurs a et (—1) a sont dits opposés l'un à l'autre. 

Exemples d'espaces vectoriels. 1. Soit #” un espace arith- 
métique à x dimensions sur le corps F ; #” est un espace vectoriel 
sur le corps #. Cas particuliers importants: @”, #4", €. 

2. L'ensemble de tous les vecteurs du plan est un espace vecto- 
riel sur le corps #7 des nombres réels par rapport aux opérations 
d’addition et de multiplication par des nombres réels. 

3. Soit FmXr un ensemble de toutes les matrices m X n sur le 
corps F. L'algèbre ({Fmxr, +, {w; | À E F}), où + est l'opération 
d’addition des matrices et w: l'opération de multiplication des 
matrices par le scalaire À, est un espace vectoriel sur le corps #. 
On l'appelle espace vectoriel des matrices m X n sur le corps F. 

4. L'ensemble de toutes les applications de l’ensemble KR dans R 
est un espace vectoriel sur le corps # par rapport aux opérations 
d’addition des applications et de multiplication des applications 
par des nombres réels. 

5. L'ensemble C de tous les nombres complexes est un espacs 
vectoriel sur le corps .Z par rapport aux opérations d’addition des 
nombres complexes et de multiplication par des nombres réels. 

Propriétés élémentaires des espaces vectoriels. 

THÉOREME 7.1. Soient Ÿ° un espace vectoriel sur le corps F, a, bE€ 
€ Veta, BE F. Alors, 


{) sia+b=a,onab=0; 


(2) O-a — 0: 
(3) a-0 = 0; 
(4) si a+b—0, or a b = (—1) a = —a; 


(5) sia-a = a-bet a 0, on a a = b; 
(6) si a-a = 0, on a a = 0 ou a = 0; 
(7) siaa=faetaÆ0,on aa = f. 


Démonstration. (1) Vu que 0 est un zéro du groupe addi- 
tif de l'espace 7”, on a a + O0 — a. Aussi, peut-on écrire l'égalité 


15% 
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a + b = a sous forme a + b = a + 0. Selon la loi de simpli- 
fication (concernant les groupes) il s'ensuit que b = 0. 
(2) Selon l’axiome (4) de l'espace vectoriel, il vient 


O:a +0-a = (0 + 0) a = 0-a, c'est-à-dire 0O-a + O:a — 0:-a. 


Selon la propriété (1), il s'ensuit que O‘a = 0. 
(3) Selon l’axiome (3) de l’espace vectoriel, 


a-0 + &-0 = & (0 + 0) = «0, c’est-à-dire &-0 + x-0 = a:0. 


De la propriété (1), il se dégage l'égalité «-0 = 0. 

(4) Vu que a + (—1) a — 0, l'égalité a + b — 0 peut être 
écrite sous forme a + b = a + (—1) a. Selon la loi de simplifi- 
cation (concernant les groupes), il s'ensuit que b = (—1)-a. 

(5) Pour « = 0 de œa = œb, il s'ensuit que «-! (œa) — «1 (ab) 
et, en vertu de l’axiome (2) a = b. 

(6) Comme «0 — 0, on peut écrire l'égalité «a — 0 sous forme 
aa = &-0. Pour « = 0, selon la propriété (5), on en tire que a = 0. 

(7) En ajoutant (—Ba) aux deux membres de l'égalité «a — fa, 
on obtient œa + (—B) a = 0, (x — B) a — 0. Pour a 0, selon 
la propriété (6), il s’ensuit que &« — $ = 0 et « = $. 

Dépendance et indépendance linéaires d’un système de vecteurs. 
Soit 7° un espace vectoriel sur le corps #. On dit que le système 
des vecteurs a,, ..., a, de l’espace est linéairement dépendant s'il 
existe des scalaires À, . .., Àn € F non tous nuls tels que À,a, + ... 
.. + ÀÂmâm = (. 

Le système des vecteurs a,, ..., a. de l’espace 7° est dit Li- 
néairement indépendant si pour tous scalaires À,, ..., An € F de 
l'égalité Aa, + ... + Ana — 0 s’ensuivent les égalités À, — 

Pour des espaces vectoriels arbitraires restent vrais: les énon- 
cés et les démonstrations des propriétés et des théorèmes du $ 5.1 
sur les dépendance et indépendance linéaires des systèmes (proprié- 
tés 5.1.1-5.1.5, théorèmes et corollaires 5.1.2-5.1.5) ; les définitions 
et théorèmes du $ 5.1 sur les systèmes équivalents de vecteurs et 
leurs démonstrations (théorèmes 5.1.6-5.1.8) ; les théorèmes et pro- 
positions (et leurs démonstrations) du $ 5.1 sur la base et le rang 
d'un système fini de vecteurs (théorèmes 5.1.9, théorèmes et propo- 
sitions 5.1.10-5.1.15). 


Exercices 


1. Soit & = Z, un corps des classes résiduelles modulo 2. Combien de 
vecteurs contient l’espace vectoriel 7° = #®, espace arithmétique à n di- 
mensions sur le corps # ? 

2. Soient & un corps des scalaires et F?*? l'ensemble de toutes les matrices 
2 X 2 sur le corps #. Montrer que l'algèbre 


GFEXE, +, —, {wi[ À E F}), 
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où —+ est l'opération d’addition des matrices et wa l’opération de multiplica- 
tion par le scalaire À, est un espace vectoriel sur le corps #. 

3. Soit CA l'ensemble de toutes les applications de l’ensemble R des nom- 
bres réels dans l’ensemble C de nombres complexes. Montrer que l'algèbre 


(CR, +, —» {oi | À € C}), 


où + est l'opération d'addition des fonctions, w3. l'opération de multiplication 
par le scalaire À, ((Af) (x) = Àf (x), À € C) et —f = (—1)-f, est un espace vec- 
toriel sur le corps des nombres complexes. 

4. Soit R° l'ensemble de toutes les applications de l’ensemble C des nom- 
bres complexes dans l’ensemble R des nombres réels. Montrer que l'algèbre 


(RC, +, —, {ol AER)), 


où + est l'opération d'addition des fonctions et w l'opération de multiplica- 
tion par le scalaire À, est un espace vectoriel sur le corps 4 des nombres réels. 

5. Soient un corps des nombres réels et @ un corps des nombres ration- 
nels. Montrer que l'algèbre 


(R, Fr —) {oi | À € Q}); 


où —+ est une opération banale d’addition des nombres réels et w) une opé- 
ration banale de multiplication par un nombre rationnel À, est un espace vec- 
toriel sur le corps G. 

6. Soient C l’ensemble de tous les nombres complexes et Q l’ensemble de 
tous les nombres rationnels. Montrer que l'algèbre 


(C, sr — {on | À € Q}), 


où + est une addition banale des nombres complexes et w une opération de 
multiplication par le scalaire À (par le nombre rationnel À), est un espace vec- 
toriel sur le corps G. . 
Soit V l’ensemble de toutes les fonctions réelles doublement dériva- 
D Î É R — KR, satisfaisant à l'équation différentielle f” + f = 0. Montrer que 
algèbre 


(y, + — {wo | À € R}), 


où + est une opération d’addition et w3 une opération de multiplication de la 
fonction par un scalaire (un nombre réel), est un espace vectoriel sur le corps 4. 

8. Soit V l’ensemble de toutes les fonctions réelles n fois dérivables f: R —+ 
— KR, satisfaisant à la condition (à l'équation différentielle) 


0) + An) +. + ft + of = 0, 


où /f(h) est la k-ième dérivée de la fonction f et As, . . ., An-1 € R. Démontrer 
que l'algèbre (V, +, —, (oo | À ER}), où + est une opération d'addition 

es fonctions et w1 une opération de multiplication par le scalaire À, est un 
espace vectoriel sur le corps Z. 

9. Montrer que le système composé d’un seul vecteur est linéairement 
indépendant si et seulement si le vecteur n'est pas nul. 

10. Démontrer qu'un système de deux vecteurs est linéairement dépendant 
si et seulement si l'un des vecteurs est déduit de l’autre par multiplication 
par un scalaire. 

11. Montrer que les vecteurs (&, B), (y, 8) d’un espace vectoriel arithmé- 
tique à Des dimensions sont linéairement dépendants si et seulement si «ô — 
— y = : j t 

12. A quelles conditions doivent satisfaire les scalaires &, B, y pour que 
le système des vecteurs (1, &, a?), (1, B, B°), (1, y, y*) d’un espace vectoriel 
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arithmétique à trois dimensions sur le corps numérique # soit linéairement 
indépendant ? 

13. Soit 7° un espace vectoriel sur le corps numérique #. Montrer que si 
les vecteurs a, b, c de l’espace 7° sont linéairement indépendants, alors les 
vecteurs a + b, a + c, b + ce sont aussi linéairement indépendants. Est-ce 
vrai au cas où le corps des scalaires & comporte deux éléments ? 

14. Soit 9° = #7 un espace arithmétique à nr dimensions sur le corps 5. 
Montrer que le système des vecteurs a, . .., a,, de l’espace 9° est linéairement 
indépendant si et seulement si le rang de la matrice m X n aux lignes a,, ... 

.., 8m Vaut m. 

15. Montrer qu’un système des vecteurs non nuls a,, ..., a,, de l’espace 

vectoriel 7° est linéairement indépendant si et seulement si a, & L (a, ... 
-., 8) pour tous k = 2, 3, ..., m. 

16. Soient # un corps fini composé de p éléments et 7° — #7, Combien 
y a-t-il de systèmes distincts linéairement indépendants comportant k vecteurs 
(4 < n) dans l’espace 7°? 

17. Soient & un corps et À la matrice n X n sur #. Démontrer que pour 
un m suffisamment grand le système des matrices E, A, 4°, ..., Am, où 
E est une matrice unité n X n, est linéairement dépendant sur le corps &. 

18. Soit a, ..., am € Q. Démontrer que le système des vecteurs a,, ... 

-« Am est linéairement indépendant dans l'espace 4" si et seulement s’il 
est linéairement indépendant dans l'espace @?. 

19. Soit & un corps fini composé de p éléments. Combien de sous-espaces 
distincts à k dimensions (4 << n) possède l'espace vectoriel #7? 


$ 2. Sous-espaces d’un espace vectoriel 


Sous-espace vectoriel. Soient 7” un espace vectoriel sur le corps 
Æ et U € V. L'ensemble U est dit fermé dans 7° s’il est fermé rela- 
tivement aux opérations principales de 7”, opérations d’addition et 
de multiplication par un scalaire, c'est-à-dire que pour tous a,b 
de Ü et À quelconque de F,onaa+belVet Àa € U. 

D£FiNITION. On appelle sous-espace d'un espace vectoriel 7° toute 
sous-algèbre de l’espace 7° considéré comme une algèbre. 

Soit 7 = (V, +, {wa |A E F}) un espace vectoriel sur #. 
Soient 7% une sous-algèbre de l’espace 7° et U son ensemble de base. 
Alors U est un sous-ensemble non vide de l’ensemble V fermé dans 
7°. Soient @ et wx les restrictions des opérations principales « + » 
et w: de l’espace 7° à l’ensemble U, c'est-à-dire 

a  b = a + b pour tous a, b de U, 

wxa = ja —= Àa pour tout a de U; 
alors, 

(4) = (U, @&, {wa EF}). 
Toutefois, au lieu de la notation (1), on écrit 

U= U, +, {wi lA EF}. 


Indiquons les propriétés suivantes d’un sous-espace. 
PROPRIETE 2.1. Si Ÿ° est un espace vectoriel sur le corps F, alors, 
tout son sous-espace constitue un espace vectoriel sur le corps #. 
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Propri£gtTe 2.2. Si N° est un sous-espace de l’espace vectoriel 11 
et | un sous-espace de l’espace vectoriel 7’, alors N° est un sous-espace 


de l’espace 3. 

On appelle intersection des sous-espaces l,, . . ., A, de l’espace 
vectoriel 7° le sous-espace 7” muni de l’ensemble de base [ff U,f 
N, -.., NAUmn. On définit de façon analogue l'intersection d'un 


ensemble infini de sous-espaces de l'espace 7°. 

PROPRIETE 2.3. Une intersection de tout ensemble de sous-espaces de 
l'espace vectoriel T° est un sous-espace de l'espace Ÿ. 

Les propriétés 2.2 et 2.3 découlent des théorèmes 3.1.7 et 3.1.9 


respectivement. 

Enveloppe linéaire d’un ensemble des vecteurs. Soit {a,,..., a} 
un ensemble fini des vecteurs de l’espace vectoriel 7”. Le vecteur 
Aa, + . sa Ânan est appelé combinaison linéaire des vecteurs 
dé a, à coefficients dans F°. 

Dérinrrion. L'ensemble Mask :.-: hall: 4 À CF) 
de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs a,, ..., a, à 
coefficients dans F est appelé enveloppe linéaire des vecteurs a,, . .. 

-, an et noté Li(a;, ..., a,). 


On constate sans peine que l’enveloppe linéaire des vecteurs est 
fermée dans 7”, c'est-à-dire est fermée relativement à toutes les 
opérations principales de l’espace 7” (addition et multiplication par 
des scalaires). 

DEFINITION. Le sous-espace de l’espace vectoriel 7° avec l’en- 
semble de base Lia,, ..., a,) est noté £ (a,, ..., a,) et est 
appelé sous-espace étalé sur les ose 4j, - . ., Ah OU SOuS-espace 
engendré par les vecteurs a,, ..., 

DEFINITION. On appelle enveloppe linéaire de l'ensemble M,M V 
la collection L (M) de toutes les combinaisons linéaires de vecteurs 
de M avec coefficients dans F. On appelle enveloppe linéaire d'un 
ensemble vide l'ensemble {0}. 

L'enveloppe linéaire de l’ensemble M est fermée dans 7. 

DEFINITION. Un sous-espace de l’espace 7° avec ensemble de base 
L (M) est noté Z£ (M) et appelé sous-espace étalé sur l'ensemble M 
ou sous-espace engendré par l'ensemble M. 

Somme de sous-espaces. Soient %1,..., 1 des sous-espaces de 
Rats vectoriel 7° et U,, ..., U, leurs ensembles de base. L’en- 
semble 


{a +... + am | a E Ur, ..., Am € Um} 


est noté U, + ... + U,. On vérifie sans peine que cet ensemble 
est fermé dans l'espace 7°. 

DEFINITION. Ün sous-espace de l’espace 7° avec ensemble de base 
U, + + Un est > Lt somme des sous-espaces. U,, ..., Um 
et noté al +. +, 
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Notons les propriétés suivantes d’une somme de sous-espaces qui 
se déduisent sans peine de sa définition. 

PROPRIETE 2.4. Si #£ et 91 sont des sous-espaces de l’espace vec- 
toriel 7”, alors 4 + # = € + 4. 

PROPRIETE 2.5. Si £, 4, W° sont des sous-espaces de l’espace vec- 
toriel 7”, alors £ +U+W)=(£ +0) +. 

PROPRIETE 2.6. Si £ est un sous-espace de l’espace %/, alors 
L+U = 4. 

Soient £ 1, .- .- ., £m des Sous-espaces de l’espace vectoriel 7. 

DEFINITION. La somme £, + ... + #,, est appelée somme di- 
recte des sous-espaces £,, ..., £n et se note L, ® ... D Lm Si 
tout vecteur a de L, + ... + Lh se représente de façon unique 
sous forme 


a = à, + ..… + Am) où a; E L:, +4 Am € Lme 


En d’autres termes, la somme £, + ... + #,, est dite directe si 
l'égalité a, + ... +a, = b, +. + b,, entraîne les égalités 
a, = b,, ..., a. — b,, pour tous a, b, de L, + Am PbmdLm 


THSOREME 2.1. La somme des sous-espaces € et 9. de l’espace vecto- 
riel est directe si et seulement si L MN U — {0}. 

Démonstration. Posons que Ÿ + 4 = £ @ A. Alors, 
pour tout élément ce de L f\ U se vérifie l'égalité e+0—0+e, 
de laquelle se déduit l'égalité ec — 0, car la somme Ÿ + 7 est 
directe. Donc, L N U = {0}. 

Supposons maintenant que L M} U = {0}. de tous vecteurs 
a,, b, de Let a:, b. de U l'égalité a, + a, = b, + b, entraîne les 
relations a, — b, = a, — b, € L NA U — {0}, par suite, a, — b, et 
a, — b,. Par conséquent, la somme £ + % est directe. O 

THEOREME 2.2. La somme des sous-espaces #,, ..., Æ, de l’es- 
pace vectoriel est une somme directe si pour tous vecteurs a, de L, ... 

., Am de Lm l'égalité 


) a+... +a, =0 
implique les égalités 
(2) a) = 0, ..., Am = 0. 


Démonstration. Supposons que la somme £, + ... 
- + Lm est directe. Alors de |” rer (1), qu’on peut écrire sous 


forme Aa +... + am —=0+... +0, s’ensuivent les égalités 
A; — 0, _. Am — . 

Admettons maintenant que pour tous vecteurs a,, ... 
respectivement de Z,, ..., Lm, l'égalité (1) entraïne les égalités EY 


Quels que soient les vecteurs b,, c, de L,, ..., b,, ec, de L, l’éga- 
lité 
(3) b+...+bh=u+... + Cm 
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implique (b, — c,) + ... + (b» — cn) = 0, d’où, suivant l’hy- 
pothèse, s’ensuivent les égalités 


b, — ce, = 0, CECI by, — Cm = (. 


Ainsi, de (3) s’ensuivent les égalités 
b, = c;, CCE T b,, = Cme 


Par conséquent, la somme £, + ... + #£, est directe. [ 

Variétés linéaires. Soient £ un sous-espace de l’espace vectoriel 7” 
et ZL son ensemble de base. Définissons sur l’ensemble Ÿ la relation 
binaire — en posant que a — b si et seulement si a — b € L. Appe- 
lons cette relation binaire congruence en £. 

PROPOSITION 2.3. Une congruence sur l'ensemble V en £ est une 
relation d'équivalence sur V. 

Démonstration. La congruence en Z est apparemment 
réflexive. La relation en Æ est symétrique, ca dd a—bezZ 
s'ensuit b — a € L. La congruence en ÆZ est transitive, car pour 
tous a,b,cE V,dea—beLetb—c€ Ls'ensuit a — c=(a— b) — 
+ (b—c)E ZL. Par conséquent, la congruence en £ est une rela- 
tion d'équivalence sur l’ensemble V. © 

La relation d'équivalence — sur V définit la partition de l’en- 
semble V en classes d'équivalence. 

DerINITION. Soit £ un sous-espace de l’espace vectoriel 7°. Toute 
classe d'équivalence de la congruence en £ est appelée variété linéaire 
de l’espace Ÿ° de direction £. 

Exemple. L'ensemble de toutes les solutions d’un système 
compatible d’équations linéaires à n variables est une variété li- 
néaire de direction Z d’un espace vectoriel arithmétique à 7 dimen- 
sions, où £ est l’espace des solutions du système d'équations homo- 
gène correspondant. 

É la définition donnée plus haut découlent les propriétés 2.7 
et 2.0. 

PROPRIETE 2.7. Deux vecteurs de l’espace vectoriel Ÿ° appartiennent 
à une même variété linéaire de direction £ si et seulement si leur diffé- 
rence appartient à L. 

PROPRIETE 2.8. Toutes deux variétés linéaires de l’espace vectoriel 3° 
de direction £ sont soit coïncidentes, soit disjointes. La réunion de toutes 
les variétés linéaires de l'espace Ÿ° de direction £ est égale à l’ensemble V. 

Notons a + Li(a € V) l’ensemble {a + x | x € L}. 

PROPRIETE 2.9. Si H est une variété linéaire de l'espace vectoriel % 
de direction £ et a € H, alors H = a + L. 

Démonstration. Vu que tout élément de l’ensemble a - 
+ L est comparable à a en £/,on a a + L € H. En outre, tout éle- 
ment c de À est comparable àaen L,etonac—aë€tlLetcE€a + 
+ L. Donc, HE a + L. Par conséquent, H = a + Z. O 
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CoROLLAIRE 2.4. Si a et b sont des éléments d'une même variété 
linéaire de l’espace Ÿ° de direction £, on a alors a + L = b + L. 

CoRoOLLAIRE 2.5. Si Z 3 Ÿ et c un élément quelconque de l'espace 
", ce + L est alors une variété linéaire de l'espace Ÿ° de direction £. 

PROPRIETE 2.10. Soient £ et 11 des sous-espaces de l’espace vectoriel 
7°eta, bE VA L'inclusion a + LE b + U a lieu si et seulement si 
a—beEeEl et Le U. 

Démonstration. Supposons que a + LE b + U. Alors, 
NS Jap a—bEUeta+U—=b+U, don, a+ Leca+U 
et LE U. 

Admettons maintenant que sont satisfaites les conditions a — b€ 
EU, LE U. Alors, a+U=b+UV eta+Lea+U; donc, 


PROPRIÉTÉ 2.11. Une intersection des variétés linéaires a + L et 
b + U d'un espace vectoriel n'est pas vide si et seulement si a—be€ 
€ L + U. 

Démonstration. Supposons que l'intersection a + L/f 
N b + U n'est pas vide et c est un élément de l'intersection. Alors, 
<=atl-b+u où lE Let uEU; donc a—b——l+u 
et a—bEeL+U. 

Admettons maintenant que a — bE L + U. On a alors a — b = 
= v+u,oüvElLuEUVeta + (—v) = b + u. Par conséquent, 
les variétés a + Let b + U ont un élément commun b + u. [ 

PROPRIETE 2.12. Si l'intersection de la variété linéaire de direction 
æ et de la variété linéaire de direction 11 n'est pas vide, elleconstitue 
alors une variété linéaire de direction £ (| 1. 

Démonstration. Supposons que l'intersection des variétés 
a + Let b + U n’est pas vide et que c est leur élément commun; 
dans ce cas a+ L=c+lL b+U=c+Ueta+zf b+ 
+ U=c+zLfN c+ U. On vérifie sans peine que ec + ZLfN ce + 
+ U=c+(L AU). Donc,a+LNb+U=c(LfN UV), c'est-à- 
dire que l'intersection des deux variétés envisagées est une variété 
linéaire de direction £ f\ /. DO 

ProPRI£TE :2.13. Si un espace vectoriel Ÿ° est une somme directe 
des sous-espaces L et U, l'intersection des variétés linéaires de direction 
£ et de direction 1 ne comporte alors qu'un seul élément. 

Démonstration. Soit Ÿ = £ @ LL, alors V= L+U, 
LA U = {0}. Soient a + Let b + U des variétés linéaires de di- 
rections £ et % respectivement. Selon la propriété 2.11, leur inter- 
section n’est pas vide, car a— bE V = L + U. Soit c l’élément 
commun de l’intersection. Selon la propriété 2.12, il s'ensuit que 


a+LNb+U—=e+(L AU)=c+40}=e. CO 
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Exercices 


1. Chacune des conditions suivantes dégage de l’espace vectoriel 7° = #7 


des ensembles de vecteurs (x, . .., r,). Lesquels de ces ensembles sont fermés 
dans Ÿ° par rapport à l’addition et la multiplication par des scalaires: 


(a) mtzt...+z =0; (@) = 1; 


D) r+tzt...+z =1; (f) = zn = 0; 
(©) Z1—172—...—7n = 0; (g)  zirn = 0; 
(d) zx, = 0; (D) x=z=...= 1)? 


2. Soit 79° = &"*R l'espace vectoriel de toutes les matrices r X n sur 


un corps. Montrer que l'ensemble de toutes les matrices noue (symétri- 
ques gauches) de l’espace 7° est un sous-espace de l’espace 7° par rapport à l'addi- 
tion et la multiplication par des scalaires. 


3. Soient 9° = #"”*7 sur le corps numérique #, £ un sous-espace de tou- 
tes les matrices nr X n symétriques et Z un sous-espace de toutes les matrices 
symétriques gauches. Démontrer que 7° = £ @ %. 

4. Soit 7° un espace vectoriel (sur .7) de toutes les fonctions f trois fois 
dérivables: R—+R, satisfaisant à la condition f” + f’ — 0. Montrer que l’en- 
semble de toutes les fonctions de l’espace, satisfaisant à la condition f” + f = 0, 
constitue un sous-espace de l’espace 7° 


5. Soit 9° = #°*2 un espace vectoriel des matrices 2 X 2 sur le corps À 
des nombres réels. Montrer que l’ensemble de toutes les matrices sur Æ de 


l’aspect [ < 4 constitue un sous-espace de l'espace 7°. 


b 
6. Soient a,, ..., ax, b:, -.., b, des vecteurs de l'espace vectoriel 92. 
Démontrer que 


L (a;, . a}) + L (b,, 1 b.) = L (a:, ee) AR » b,, . b,). 


7. Démontrer que l'intersection de tout ensemble de sous-espaces de l’es- 
pace vectoriel 7° est un sous-espace de l’espace 7°. 

8. Soient Z et % des sous-espaces de l'espace vectoriel 7°. Démontrer 
que Z + Z est une intersection de tous les sous-espaces de l'espace 7° conte- 
nant les sous-espaces Z et %. 

9. Soient a, b, c des vecteurs satisfaisant à la condition a + Àb + Ec = 0, 
où À, & sont des scalaires non nuls. Montrer que L (a, b) = L (b, c) = L (c, a). 

10. Supposons que les vecteurs a, b sont linéairement indépendants. Mon- 
trer que Z (a, b) = Z (a) @ Z (b). 

11. Soit un système des vecteurs a, b, c linéairement indépendant. Dé- 
montrer que Z (a, b, c) = Z (a) @ £Z (b)® Z (0e). 

12. Montrer que si le vecteur b est une combinaison linéaire des vecteurs 
Aus +. Am Al0rSs L(a,, ..., a,) = L (a, ..., am, D). 

13. Supposons que l'espace vectoriel est en ndré par le sous-espace % 
et le vecteur a. Montrer que si bE VNU, alors 7° = % @ £ (b). 

14. Soit 7° la somme des sous-espaces Z et Z. Montrer que %° = £ @ % 
si peut être représenté de façon unique au moins un vecteur e € V sous forme de 
c= a—<+b, où a€Z, bE U. 

15. Soit 7° une somme directe des sous-espaces Z et %. Montrer que si 
&y, + - « Am est un système linéairement indépendant de vecteurs du sous- 
espace Z, et b,, . .., b, un système linéairement indépendant de vecteurs de 
Z, alors a, ..., am, b,, -.., b, est un système linéairement indépendant 
de vecteurs de l'espace 7°. 

16. Soit 7° un espace vectoriel, somme des sous-espaces Z,, La 3. 
Démontrer que 9° = Z, @ Z:® £a si et seulement si L, N L, = 0 et 
(Li + La) N La = 0. 
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17. Soient 9° = #7, où # est un corps des scalaires composé de deux 
éléments, et b,, ..., b,, un système linéairement indépendant de vecteurs de 
l'espace 7°. Combien de vecteurs comporte l'enveloppe linéaire ZL (b,, ..., b,.) 
de ces vecteurs ? 


$ 3. Base et dimension de l’espace vectoriel 


Base de l’espace vectoriel. Soit 7° un espace vectoriel avec l’en- 
semble de base V. S’il existe dans V un ensemble fini {a,, ..., a,} 
de vecteurs tel que V = L(a,, ..., a»), on dit alors que l’espace 
° est engendré par l’ensemble fini {a,, ..., a,} qu’on appellera 
ensemble (ou système) engendrant les espaces Ÿ. 

DEFINITION. Un espace vectoriel est dit de dimension finie s'il est 
engendré par un ensemble fini de vecteurs. 

D&erFiNiTION. On appelle base d’un espace de vecteurs de dimension 
finie un système de vecteurs non vide, fini et linéairement indé- 
pendant engendrant cet espace. 

Exemple. Soit Ÿ = #" un espace vectoriel arithmétique 
sur le corps #. Le système des vecteurs unités 


& = (1; 0,:.:,0);:. ee = (0, 0,:..,0:0 


est linéairement indépendant et engendre l’espace 7”, c’est-à-dire 
V = L(e;, ...,e,). Par conséquent, le système des vecteurs 
©], - + -» en constitue la base de l’espace F”. 

TæeoremE 3.1. Tout espace vectoriel == {0} et de dimension finie 
possède une base. En outre, si le système des vecteurs 


(1) ‘8,,.::4 a: 


engendre l'espace vectoriel Ÿ°, alors la base du système des vecteurs (1) 
ect la base de l’espace 7. 

Démonstration. Supposons que l’espace 7° est engendré 
par le système des vecteurs (1), c'est-à-dire V = ZL(a,, ..., a,); 
on peut estimer que les vecteurs du système (1) ne sont pas nuls. 
Selon le théorème 5.1, le système (1) a une base. Soit 


(2) b,,..., b, 


la base du système (1). Le système (2) engendre alors aussi l’espace 7, 
c'est-à-dire V = L (b,, ..., b,). De plus, le système (2) est linéai- 
rement indépendant. Par conséquent, le système (2) est la base du 
système (1) et, partant, la base de l’espace 7°. D 

THEOREME 3.2. Soit Ÿ° un espace vectoriel = {0} et de dimension 
finie. Alors, le nombre d'éléments d'une base de l’espace Ÿ° vaut le 
nombre d'éléments de toute autre base de cet espace. 

Démonstration. Selon le théorème 3.1, l’espace 7° pos- 
sède une base. Soient 


A) b,..., b, 
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une base de l’espace 7° et 
C) Ces eo 


toute autre base de cet espace. Alors, V = L(b,, ..., b,) — 
= L(c, ..., c,). Les systèmes de vecteurs (1) et (2) sont donc équi- 
valents. Donc, selon le théorème 5.1.2, nr =5s. [ 

COROLLAIRE 3.3. Si la base de l’espace vectoriel Ÿ” est composée de n 
éléments, alors, pour k >> n tout système de k vecteurs de l’espace F° est 
linéairement dépendant. 

Démonstration. Si b,;, ..., b, est une base de l’espace 
F'et a,, ..., a, des vecteurs quelconques de V, alors a,, ..., a, € 
€ L(b,, ..., b,). Il s'ensuit, selon le théorème 5.1, pour £À > n, 
que le système des vecteurs a,, ..., a, est linéairement dépen- 
dant. () 

COROLLAIRE 3.4. Si la base de l’espace vectoriel Ÿ° comporte n vec- 
teurs, alors tout système de n vecteurs engendrant l'espace 7° est une base 
de cet espace. 

THEOREME 3.5. Tout sous-espace 1 d'un espace vectoriel de dimen- 
sion finie Ÿ° est de dimension finie. Si Ÿ possède une base composée de 
n éléments et WU est un sous-espace 5 {0}, alors 71 possède une base 
dont le nombre d'éléments est inférieur ou égal à n. 

Démonstration. Soient Ÿ° un espace vectoriel de dimen- 
sion finie et ?{ son sous-espace. Si 7 est un sous-espace — {0}, il 
est alors de dimension finie. Supposons que le sous-espace 7/ est 
= {0}. Alors 7” est un espace {0} et, selon le théorème 3.1, pos- 
sède une base. Posons que la base de l’espace 7° comporte n élé- 
ments. Alors, tout système de vecteurs linéairement indépendant de 
l'espace 7° contient nr éléments au plus. 

Soit u, un élément non nul de l’espace 4. Si VU L(u,), il 
existe un vecteur u, € ÜU — L(u,), le système des vecteurs u;, u: 
étant linéairement indépendant. Si VU L(u,, uw), il existe un 
vecteur us € UXCL (u,, u,), le système des vecteurs u,, u,, u, étant 
En indépendant. En continuant de la sorte, on aboutit à 

a suite 


(1) uw, uw, us, ... 


d'éléments linéairement indépendants de l’espace ?7/. Cette suite 
comporte n éléments au plus. Il existe donc un nombre naturel 
m<n(m>0) tel que U = Lu, ..., uh). Le sous-espace 7 
est ainsi de dimension finie et le système des vecteurs u,, . .., um 
est sa base. 

Complétion jusqu’à la base d’un système de vecteurs indépen- 
dant. Est-il possible d'inclure dans toute base un système quelconque 
de vecteurs linéairement indépendant ? 

THEOREME 3.6. Un système de vecteurs linéairement indépendant 
de l’espace vectoriel 7° de dimension finie et == {0} ne constituant pas 
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une base de l’espace peut être complété jusqu'à la base de l’espace 7. 
Démonstration. Soit 


(1) a, -.., am 

un système linéairement indépendant ne constituant pas une base de 
l’espace 7”. Soit b,, . .., b, la base de l’espace 7°. Considérons le 
système 


OS} Ass ub..s.:.1b 


Selon le corollaire 3.3, ce système est linéairement dépendant. Donc, 
un au moins des vecteurs b,, . .., b, est une combinaison linéaire 
des vecteurs qui le précèdent dans le système (S). Eliminons un de 
ces vecteurs du système (S); on obtient le système 


| { 
(S:) a, ..., am, bi, ..., bo, 


équivalent au système (S) et, par suite, générateur de l’espace 7. 
Si (S,) comporte plus de nr éléments, alors, (selon le corollaire 3.3) il 
est linéairement dépendant et, partant, un des éléments b(), ... 
..., b;2, est une combinaison linéaire des éléments précédents. 
Supprimons cet élément de (S,). On obtient alors le système (S,) 
équivalent au système (S) et, par suite, générateur de l’espace 7. 
En poursuivant l'opération après m éliminations on aboutit au 
système den vecteurs 


(Sn) au ..., am, 9), ..., bo, 


équivalent au système (S) et donc engendrant l’espace 7”. Selon le 
corollaire 3.4 le système (S,,) est la base de l’espace 7°. Comme le 
système ($,,) contient le système de départ (1), le système (S,) est 
la base cherchée de l’espace 7°. DO 

THEOREME 3.7. Si 9 est un sous-espace de l’espace vectoriel 7° de 
dimension finie, il existe alors un sous-espace %f° de l’espace F', tel que 


4) 7 =1U06Y. 

Démonstration. L'égalité (1) est vraie si 9, est un sous- 
espace trivial, c’est-à-dire un sous-espace — {0} ou un sous-espace 
coïncidant avec 7°. Supposons que %, est un sous-espace non tri- 
vial et 
(2) 4.5.7: 


est sa base. Selon le théorème 3.6 le système (2) peut être complete 
jusqu’à la base de l’espace 7”, c'est-à-dire qu’il existe des vecteurs 
Amir - + <» An pour lesquels le système 


(9) Ai ssh ns dd LE A 
devient la base de l’espace 7°. Alors, 
(4) V=U+W, 
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où W — Lam, - - -, ar). Démontrons que 
(5) UnW = {0}. 
En effet, sic€E U NW, alors 
C= a +... + Amam EU, € = Cms1mrs + - .: 


.+ana EW 
et, par suite, 


Qay +... + Gmam + (—Gm41) Am+1 + + + + + (—An) an = 0. 
En vertu de l'indépendance linéaire du système (3), tous les coeffi- 
cients s’annulent et, en particulier, &, — 0, ..., äm — 0. Par con- 
séquent, ce = 0, c’est-à-dire (5) se vérifie. 

7 la base de (4) et (5) on conclut que pour #° = € (a»,1, . .. 

a,) on a l'égalité (1). 
” CorozzamEe 3.8. Si le système (3) est la base de l’espace 7”, alors 
PL (a, :: 4) 0 Las: a): 


Dimension de l’espace vectoriel. Un des plus importants inva- 
riants de l’espace vectoriel est sa dimension. 

DeriINITION. On appelle dimension de l’espace vectoriel de dimension 
finie == {0} le nombre de vecteurs d’une base quelconque de l’es- 
pace. La dimension d’un espace vectoriel — {0} est par convention 
égale à zéro. La dimension de l’espace vectoriel est désignée par 
dim Ÿ.. 

Exemple. Soit #” un espace vectoriel arithmétique sur le 
corps #. Les vecteurs e, = (1,0,..., 0),e: = (0,1,0,..., O),... 

…) En = (0, 0, ..., O0, 1) constituent la base de l’espace. Par 
conséquent, dim #" = n. 

Considérons quelques propriétés de la dimension. 

PROPRIETE 3.1. Si 7° est un espace vectoriel de dimension finie et 
dim Ÿ' — n, alors, pour À => n, tout système de À vecteurs de 1” es- 
pace 7” est linéairement dépendant. 

Démonstration.Sin = 0, alors 7° — {0} et la proprié- 
té 3.1 est vérifiée. Mais si dim #° — nr > 0, la base de l’espace 7” 
est alors constituée de nr vecteurs. Selon la propriété 3.3, on en 
déduit que pour À > n tout système de k vecteurs de l’espace 7° 
est linéairement dépendant. [] 

CoROLLAIRE 3.9. Si dim 7°— n et le système des vecteurs b,, ... 

., bn de l’espace Ÿ° est linéairement indépendant, alors m < n. 

ProPri£Te 3.2. Si 4ql est un sous-espace d’un espace vectoriel de 
dimension finie Ÿ°, alors 


(1) dim < dim Ÿ.. 
Démonstration. L'inégalité (1) est apparemment vraie 


si 9 = {0}. Mais si le sous-espace = {0}, alors (selon le théorè- 
me 3.5) il est de dimension finie et (selon le théorème 3.1) a une 
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base. Soit b,,..., b,, la base du sous-espace 7/. Alors, dim # = m. 
Dans l’espace 7° le système des vecteurs b,, . .., b,, est linéaire- 
ment indépendant. Donc, selon le corollaire 39 m<n. ( 
ProPrigTe 3.3. Si 7 est un sous-espace de l'espace vectoriel de 
dimension finie et dim 7/ — dim Ÿ°, on a alors HU = 7. 


Démonstration. Si le sous-espace 7 — {0}, alors 
dim # = 0. Par suite, en vertu de l'hypothèse dim 7° = 0. Donc 7° 
est également un espace vectoriel égal à {0}. Par conséquent, XL = 
=". 


Supposons que 7 =£ {0}. Il est alors de même que 7”, de dimen- 
sion finie et, selon le théorème 3.1, possède une base. Soit b,, . .. 
-.., b, sa base. On a alors dim 7% = net, par hypothèse, dim Ÿ° — 
— n. Le système b,, . .., b, est donc également une base de l’espa- 
ce 7°. Par conséquent, 7! = 7. 


PROPRIETE 3.4. Si l’espace vectoriel de dimension finie Ÿ° est une 
somme directe des sous-espaces 1 et £, alors 


(1) dim 7 = dim Y + dim £. 


Démonstration. Par hypothèse #9 = Y @ Z et, par 
suite, 


(2) UNnL= {0}, 

(3) V = U + L. 

Si 4 ou £ sont égaux à {0}, l'égalité (1) est apparemment vraie. 
Supposons que % et Z sont Æ {0}. Soient 

(4) b;, 9? br; 

€)  bm+is + - +; Dm+s 


des bases des espaces % et £ respectivement. Démontrons que le 
système 


6} “hs: bé bis ses bé: 
est une base de l’espace 7°. En vertu de (2), on a 
(7) ZL(b,, ..., bn) MN L (bus + + +» Dm+s) = {0}. 


Le système (6) est linéairement indépendant. En effet, pour tous 
scalaires À, . .., ÀÂm+s de l'égalité 


ab T eee + Ambm + Amt#ibmti + + 2. + Am+sbm+s = 0, 
en vertu de (7), s'ensuivent les égalités 
(8) lb ni He ns hmbm — 0, em +1Dm +1 + sise Àm+sDm+s — 
= 0, 


et comme les systèmes (4) et (5) sont linéairement indépendants, 
il s'ensuit de (8) que À, = 0,..., Àm —= 0, .... Àm+s — 0. Ensui- 
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te, en vertu de (3), 
V=U+L=L(b,,..., bn) + L (bars - - bm+s) — 
— L (b,, .  …, bn» b+1; ee b+s), 


autrement dit, le système (6) engendre l'espace 7”. Bref, on a dé- 
montré que le système (6) est une base de l’espace 7”. Par consé- 
quent, dim Ÿ° = m + s — dim % + dim £. O 

THÉOREME 3.10. Si l'espace vectoriel Ÿ° est une somme des sous 
espaces de dimension finie W. et £, alors 


(1) dim(Z + £) + dim (%f\ £) = dim XL + dim £. 
Démonstration. Supposons que 
(2) 7°=71U + £. 


Si UN L = {0}, la somme (2) est alors directe; donc, selon la 
propriété 3.4, le théorème est vrai. [] 

Supposons que UfN\ LÆ @. Alors l’espace Y MN £, de même 
que 7/, est de dimension finie. Soit 


(2) b,..., b, 


la base de l’espace 4 N\ £. Complétons-la jusqu’à la base des espa- 
ces 7 et Z. Soient 


(3): -b;, :62, bb, Db5.::8 be 

la base de l'espace 7/ et 

(4) b,,..., be, bruns + - ++ Dar 

la base de l’espace Z. Alors, 

(5) dim(HAÆ£)=s, dim = m, dm£ =s+k 

et, par suite, 

(6) U=L(b,,..., bm), L=L(b,,...,b,, bm+1, : +.» bm+x) 

De (4) et (6), on dérive que 
V=U+L=L(b,,..., bn, bm+u + - + bm+n); 

c'est-à-dire que le système 

(7) Db,,..., bn, bm+rs - - +, Dm+r 


engendre l’espace 7. 
Montrons que le système (7) est linéairement indépendant. 
Supposons que l’on a 


O) Ah: bi. EL, Ah + 


CE + hm+kbm+R — 0. 
16—01762 
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De (6) et (8), on dérive que 
Âm+1bm+1 + ee: + Am+kbm+r E UN L 
et, partant, 
Àm+1iPm+1 +: + Am+kbm+r E L (b,, . .., b,). 


En vertu de l'indépendance linéaire du système (5), il s'ensuit 
que 


(9h Ass 0, er Au 0: 
A partir de (8) et de (9) on déduit l'égalité 
Mb +... + Ambm = 0. 

Vu l'indépendance linéaire du système (3) découle l'égalité 
M0, 3. À; 0) 


Bref, on a établi que le système (7) est linéairement indépendant. 
Ainsi, le système (7) est la base de l’espace 7° et 


(10) dim(U+£)=m+k. 
En vertu de (5) et (10), on a 
dim(U + £) + dm(U{N £)=m+k+Ss— dim Y + 
+ dim £. DO 


Exercices 


1. Montrer que le système des vecteurs (œ&, B), (y, 6) d’un espace vectoriel 
D D NE dimensions 7° est une base de l'espace 7° si et seulement 
si aù — z 0. 

2. Montrer que le système des vecteurs (1, 1, 1), (0, 1, 1) (1, O0, 1) est 
une base de l’espace 7° — #3. Chercher les lignes de coordonnées des vecteurs 
unités e, = (1, 0, 0), e,; = (0, 1, 0), es = (0, 0, 1) par rapport à cette base. 

3. Montrer que pour des scalaires &, B, + quelconques le système des vec- 
teurs (1, &, B), (0, 1, y), (0, 0, 1) est une base de l’espace Ÿ° = #3. 

4. Soit un corps numérique. À quelles conditions doivent satisfaire les 
scalaires &, B, y € F pour que le système des vecteurs (1, «, «*), (1, B, B°), 
(4, y, y*) soit une base de l'espace #5? 

5. A quelles conditions doit satisfaire le scalaire À pour que le système 
des vecteurs (À, 1, 0), (1, À, 1), (0, 1, À) soit une base de l’espace £°; de 
l'espace G°? 

6. Soit 7° un espace vectoriel constituant une somme directe des sous- 
espaces de dimension finie Z, et Z,. Montrer qu'après avoir complété la base 
du sous-espace Z, par la base du sous-espace Z. on obtient la base de l'espace 92. 

7. Soit F un corps constitué de deux éléments. Combien de bases diffé- 
rentes possède l'espace #3? 

8. Soit 7° un espace vectoriel à n dimensions. Démontrer que le système 
des vecteurs a,, ..., a, est une base de l'espace 7° si et seulement si 7° — 
= £ (a, ..., a). 

9. Soit 7° = F"X1 un espace vectoriel des matrices m X nr sur le corps #. 
Quelles sont sa base et sa dimension? 
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10. Soit 9° un espace vectoriel de dimension finie {0}. Démontrer que 
la dimension du sous-espace Z (as, . .., a) étalé sur les vecteurs donnés 
A1» + - ++ Am de l’espace Ÿ° est du rang de la matrice composée avec les lignes 
de coordonnées des vecteurs envisagés dans une base quelconque. 

11. Démontrer que le système a,, . .., a, des vecteurs non nuls de l'espace 
vectoriel à rz dimensions 7° n'est une base de l’espace 7° que si ag 6 L (ay, ... 

.., äp) pour k = 2,8, ...,n. 

12. Soient # un corps fini composé de p éléments et 7° = #n. Combien 
de bases distinctes possède l’espace vectoriel Ÿ°? 

13. Soient a,, . .., a, une base de l’espace vectoriel Ÿ° et k un entier posi- 
tif inférieur à nr. Démontrer que 7° = Z (a,, .... ay) ® £ (az, . . . a,). 

14. Soit e,, .... e, une base standard de l’espace vectoriel 7° = #7. 
Montrer que le système des vecteurs a,, . .., a, de l’espace 7° est une base de 
l’espace 7° si et seulement si e,, ..., e, € La, ..., a,). 

15. Démontrer que si la somme des dimensions de deux sous-espaces d’un 
espace à nr dimensions est supérieure à #7, ces sous-espaces possèdent alors un 
vecteur non nul commun. 

16. Démontrer que l’espace vectoriel 7° ne possède que deux sous-espaces 
si et seulement si l’espace 7‘ est à une dimension. 

17. Démontrer qu'un espace vectoriel à deux dimensions sur un corps numé- 
rique possède un ensemble infini de sous-espaces à une dimension distincts. 

18. Soient 7° = % @ £, où 7‘ est un espace à trois dimensions, et Z, Z 
des sous-espaces {0} non identiques à 7°. Montrer que l'un des sous-espaces 
Y, £ est à une dimension, et l’autre à deux dimensions. 

19. Soient F et Z des sous-espaces à une dimension différents d'un espace 
vectoriel bidimensionnel 7°. Démontrer que 7° = £Z @ %. 

20. Soient Z et Z des sous-espaces à deux dimensions différents d’un 
espace vectoriel tridimensionnel 7°. Démontrer que Ÿ° = £ +% et £ N% 
est un sous-espace unidimensionnel. 

21. Soient Z et 7 des sous-espaces d’un espace vectoriel à #7 dimensions 7® 
dont les dimensions sont k et s respectivement. Démontrer que: 


(a) si LNV= {0} et k+s=n, alors = ZE Y; 

(bb) si = LS +Y et k+ks=n, alors = £ 7. 

22. Démontrer que l’espace vectoriel à n dimensions peut être représenté, 
pour n > 1, sous forme d’une somme directe de #7 sous-espaces unidimension- 


, + +. b, la base de l'espace vectoriel 7°. Montrer que 7° = 
= £Z (b)®...®£ (b;). ; 

24. Soit Ÿ° — Li + Lo + Las OÙ Pis Le, 3 sont des sous-espaces de 
l'espace à x dimensions 7° dont les dimensions sont r, s, t respectivement. 
Démontrer que 7° = Z, ® Z2 ® Z: si et seulement sir+s+t= n. 


$ 4. Isomorphismes des espaces vectoriels 


. Ligne de coordonnées d’un vecteur par rapport à une base donnée. 
Soit 7° un espace vectoriel sur le corps #. 
THEOREME 4.1. Soit 


(1) bi... bn 


la base de l'espace vectoriel Ÿ'. Pour chaque vecteur a de V il existe 
dans F* un vecteur arithmétique unique (œ1, - .., @h) tel que 


(2) a=ab +... + lbs. 


16* 
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Démonstration. Vu que le système des vecteurs ({) en- 
gendre l'espace 7°, tout vecteur a de V peut être représenté sous 
forme d’une combinaison linéaire des vecteurs du système (1) tel 
que (2). Cette représentation est unique. En effet, si 


a = Bab, + ... + f:b, (B: € F) 


est une représentation quelconque de a en forme d’une combinaison 
linéaire des vecteurs (1), alors 


(@y — Ba) ba + - . - + (an — Pr) b, = 0. 


En vertu de l'indépendance linéaire du système (1) il s'ensuit les 
égalités 


 — Bi =0,..., an — B, = 0 et a; = B,, ..., an = P;. 


Par conséquent, le vecteur a possède une représentation unique sous 
forme d'une combinaison linéaire des vecteurs de la base (1). OC 
DEFINITION. Soient b,, .... b, une base fixée de l’espace 7”, 
aCEV et a = ab, + ... + œ«;\b,, où a;,..., a@ € F. Les 
coefficients 1, . . ., &«, sont dits coordonnées du vecteur a relativement 


à la base fixée. Le vecteur (œ,, . ... «,) € F" est appelé ligne de 
œ: 

coordonnées, tandis que le vecteur | : | est dit colonne de coordon- 
Œn! 


nées du vecteur a relativement à la base fixée. 
Isomorphisme des espaces vectoriels. On appelle application de 
l'espace vectoriel 1 dans Ÿ° l'application de l’ensemble U dans Y. 
DEFINITION. L'application de l'espace vectoriel 7 sur l’espace 
vectoriel 7° est appelée isomorphisme si elle est injective et satisfait 
aux conditions de linéarité: 


f(a+b)=f(a) +f(b),  f(Aa) — À (a) 


pour des a, b quelconques de U et tout À de F. Les espaces vectoriels 
qL et 7° sont dits isomorphes si l'on est en présence d’un isomorphi- 
sme de ?/ sur 7. 

En d’autres termes, l'application f de l’espace vectoriel 7/ et 7° 
est appelée isomorphisme si elle est injective et respecte les opéra- 
tions principales de l'espace 4 considéré comme une algèbre. 

La notation { = Ÿ° signifie que les espaces vectoriels 7% et 7° 
sont isomorphes. 

TH£OREME 4.2. Soient Ÿ° un espace vectoriel à n dimensions sur 
le corps F et n > 0. L'espace Ÿ° est alors isomorphe à l'espace vectoriel 
arithmétique F". 

Démonstration. Soit 


(4) by... bn 
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une base fixée de l’espace 7°. Soit 


f:V— F 
l'application associant à chaque vecteur a de Ÿ sa ligne de coordon- 
nées f (a) relativement à la base fixée. Soit (V1, . - ., YA) un vecteur 


arbitraire de F”. Le vecteur y,b, + ... + vb, est son image 
anticipée dans l'application f. Donc, f est l'application de V sur F7. 
En outre, selon le théorème 4.1, pour tous a, b de V si f (a) = f (b), 
alors a — b. Par conséquent, f est une application injective de V 
sur F". L'application f satisfait aux conditions de linéarité. En effet, 
si a = ob + ... + ab, b = Bb, + ... + B,b,, alors 


a + b = (a + B;) bi + ... + (ax + B;:) b, 
et 


f (a + b) = (ai + fa, es Œn + Pr) — 
= (@, ..., an) + (B: +. Pn) — j (a) + j (b). 
Ensuite, si À EF, alors Àa = (Aa) b, + ... + (Aa) b, et 
f (a) = (Aa, . .., An) = À (y, .- . ., @n) = Àf (a). 


Bref, f satisfait aux conditions de linéarité. Par conséquent, l’appli- 
cation f est un isomorphisme de l'espace 7° sur l’espace #”. O 

Tæ£oreMEe 4.3. Soient Ÿ° un espace vectoriel à n dimensions sur le 
corps F avec une base firée et n > 0. L'application f: V — F° asso- 
ciant à chaque vecteur a de V sa ligne de coordonnées relativement 
à la base fixée constitue un isomorphisme de l'espace Ÿ° sur l'espace 
vectoriel arithmétique F”. 

Ce théorème découle directement du théorème 4.2 et de sa dé- 
monstration. 

CoROLLAIRE 4.4. Soit Ÿ° un espace vectoriel de dimension finie 
-Æ {0} dont la base est fixée. Un système de vecteurs de l'espace T° est 
linéairement dépendant si et seulement si le système des lignes (colonnes) 
de coordonnées de ces vecteurs relativement à la base fixée est linéaire- 
ment dépendant. 

CoROLLAIRE 4.5. Soit Ÿ° un espace vectoriel de dimension finie 
à base firée. Le rang du système des vecteurs a,, . .., a, de l’espace 7° 
est égal à celui de la matrice composée des lignes (colonnes) de coordon- 
nées de ces vecteurs relativement à la base fixée. 

Etudions les propriétés des isomorphismes des espaces vectoriels. 

ProPrI£TE 4.1. Si f est un isomorphisme de l'espace vectoriel 9 
sur Ÿ'° et g un isomorphisme de l’espace Ÿ° sur W°, alors leur composi- 
tion est un isomorphisme de 91 sur f°. 

Démonstration. Par hypothèse, gf est une application 
injective de U sur W. L'application gf satisfait aux conditions de 
linéarité. En effet, en vertu de la linéarité des applications g et f, 
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pour tous a, b de V et tout À de F, il vient: 
(8) (a + b) = g(f(a — b)) = 8 ( (a) + f (b)) — 
= 8 (f (a)) + 8 F (b)) = (£f) (a) + (gf) (b), 
(8) (Ga) = £g ( (Aa)) = £g (Af (a)) = Ag ( (a)) = à (8) (a). 
Par conséquent, gf est un isomorphisme de 7 sur 7”. O 
PROPRIETE 4.2. Si f est un isomorphisme de l'espace vectoriel 1 
sur l’espace vectoriel 7°, alors f-! est un isomorphisme de 7° sur 11. 
Démonstration. f étant une application injective de 
U sur V, f-!' est une application injective de V sur U. En outre, 


f”! satisfait aux conditions de linéarité. En effet, en vertu de la 
linéarité de l’application f pour tout a de V et tout À de F, il vient: 


f 7 (a) + 7 (b)) = f (7! (a)) + f C7 (b)) = a + b, 
f (AÏT" (a)) = Àf (f7" (a)) = Aa. 
d'où 
f" (a + b) = f7" (a) + f-" (b), f”" (Aa) = A" (a). 
Par conséquent, f-! est un isomorphisme de 7° sur #. 
PROPRIETE 4.3. La relation d'isomorphisme d'un ensemble d'espaces 
vectoriels quelconque sur le corps # est une relation d'équivalence. 
Démonstration. La relation d'isomorphisme est appa- 
remment réflexive. En vertu de la propriété 4.1, elle est transitive. 
En vertu de la propriété 4.2, la relation d’isomorphisme est symétri- 


que. Donc, la relation d’isomorphisme est une relation d'équivalence. 
PROPRIETE 4.4. Soient 


(1)  b,,..., b, 
une base de l'espace vectoriel 1 et f un isomorphisme de sur l'espace 
vectoriel 7°. Le système des vecteurs f (b,), . . .. f (b,) est alors une 


base de l’espace 7. 
Démonstration. Le système des vecteurs 


(2) f(b;). .... f (b,) 


est linéairement indépendant. En effet, en vertu de la linéarité de 
l'application f pour tous À,, ..., À, de F de l'égalité 


A1f (bi) +... + nf (ba) = 0’, 
où 0’ est un vecteur zéro de l'espace 7°, s’ensuivent les égalités 
Îf (Mb: +  …. o —+— À, b,) = 0° — Î (0). 


Comme l'application f est injective de la dernière égalité il s'ensuit 
que 


(3) Ab +... +A,b, = 0. 
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Le système (1) étant linéairement indépendant, de (3) dérivent les 
égalités À, = 0, ..., À, — (. 

En outre, le système (1) engendre l’espace 7°. En effet, si ç € V, 
alors le vecteur f-! (ce) € U et on peut le représenter sous la forme 


(4) f” (ec) = bi +... + vb, isssses Yn EP), 


vu que le système ({) est la base de l’espace AL. En vertu de la linéa- 
rité de l'application f de (4) s’ensuivent les égalités 


Ce = f (Yab +... + Yaba) = Vif (bi) +... + af (b). 


Par conséquent, le système (2) engendre 1’espace 7” et est sa base. 

TH£OREME 4.6. Soient AL et 7° des espaces vectoriels de dimension 
finie sur le corps F. Les espaces AL et 7° sont isomorphes si et seulement 
si leurs dimensions sont identiques. 

Démonstration. Supposons que U æ 7°. Si l’un de ces 
espaces est égal à {0}, l’autre est également égal à {0}, c'est-à-dire 
que dim À — dim 7° — 0. Supposons maintenant que %L et 7° 
sont des espaces £ {0}. Alors, en vertu de la propriété 4.4, le nombre 

"éléments de la base de l’espace % vaut celui de la base de l’espace 
F° (les dimensions de ces espaces sont identiques). 

Posons à présent que dim L = dim 7° = n. Si n = 0 les espa- 
ces 1. 7° — {0} et sont donc isomorphes. Mais si r > 0, alors, 
selon le théorème 4.2, U=.F" et #" æ 77. I] s'ensuit, en vertu 
de la transitivité de l’isomorphisme, que les espaces vectoriels 9 
et 7° sont isomorphes. .[ 


Exercices 


1. Soient Z et Ÿ° des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps #. 
Montrer qu'il existe un monomorphisme de l’espace Z% dans 7° si et seulement 
si dim? < dim 7° 

2. Soient Z et Ÿ° des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps #. 
Démontrer qu'il existe un épimorphisme de l'espace Z sur 7° si et seulement 
si dim? > dim Ÿ°. 

3. Soient Z et 7° des espaces vectoriels à n dimensions sur un corps fini 
composé de m éléments. Combien y a-t-il d’isomorphismes de l'espace Z sur 
l'espace 7°? 

4. Donner un exemple d'espace vectoriel sur le corps # qui ne soit pas de 
dimension finie. 

5. Soit ” un espace vectoriel sur le corps & de dimension non finie. Mon- 
trer qu'il existe un monomorphisme de tout espace vectoriel de dimension finie 
Ÿ° sur le corps # de l'espace 3j”. 


$ 9. Espaces vectoriels à multiplication scalaire 


Multiplication scalaire dans un espace vectoriel. Soient 7° un 
espace vectoriel sur le corps # , V l'ensemble de base de l’espace 7° 
et F l’ensemble de base du corps # appelé ensemble des scalaires. 

DeFixiTioN. On appelle multiplication scalaire dans l'espace F 
une application VŸ X V — F associant à chaque couple d'éléments 
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a, b de V un scalaire noté a-b et satisfaisant aux conditions: 


(4) a-b = b-a pour tous a, b de V: 
(2) (œa + Bb)-c = a (a-c) + B (b-c) pour tous a, b de V 
et «, B de F. 


Le scalaire a-b est appelé produit scalaire des vecteurs a et b. 

DEFINITION. Une multiplication scalaire dans l’espace 7° est 
dite non dégénérée si a-a = O pour tout vecteur a de V non nul. 
Une multiplication scalaire dans l’espace 7” est dite nulle si a-b = 0 
pour tous a, b de V. 

PrRoPosiTION 5.1. Si Ÿ° est un espace vectoriel avec multiplication 
scalaire, alors a-0 = Ô pour tout a de Y. 

Démonstration. En vertu de la condition (2), a-0 — 
— à-(0. + 0) = a-0 + a-0 et, par suite, a-0 + a-0 = a-0 -- 0. 
En vertu de la règle de simplification, il s'ensuit que a-0 = 0. 

Remarquons que dans tout espace vectoriel de dimension finie 
= {0} la multiplication scalaire peut être introduite de manières 
diverses. 

Soit 7° un espace vectoriel avec multiplication scalaire 


(3) VX V—F, 


satisfaisant aux conditions (1), (2) de la définition. Si £ est un sous- 
espace de l’espace 7”, alors l'application (3) induit 1 application 
L X L— F qui satisfait également sur ZL aux conditions (1), (2). 
Aussi le produit vectoriel £ peut-il également être considéré comme 
un espace vectoriel avec multiplication scalaire. 

Système de vecteurs orthogonal. Soit 7° un espace vectoriel (sur 
le corps ) avec multiplication scalaire. 

DE£riNiTION. Les vecteurs a, b de V sont dits orthogonaux ou 
mutuellement orthogonaux si leur produit scalaire est nul. 

La notation a ! b traduit que a-b — 0. 

DEFINITION. Un système des vecteurs a,, . .., a, de l’espace 7° 
est dit orthogonal si sont orthogonaux entre eux deux quelconques 
des vecteurs du système. Un système comportant un seul vecteur 
non nul est considéré comme orthogonal. Un système de vecteurs 
orthogonal constituant la base de l’espace 7° est appelé base orthogo- 
nale de l'espace. 

TH£OREME 5.2. Soit Ÿ un espace vectoriel avec multiplication 
scalaire non dégénérée. Le système orthogonal des vecteurs non nuls de 
l'espace Ÿ est linéairement indépendant. 

Démonstration. Soit 
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un système orthogonal des vecteurs non nuls de l'espace 7°. Montrons 
que pour tous scalaires À,, ..., Àm (de F) de l'égalité 


(2) Mat... + Amam = 0 


se déduit l'égalité à zéro de tous les coefficients. Multiplions les 
deux membres de l'égalité (2) par le vecteur a,, k € {1, ..., m} 
et l'on obtient 


h (a,a;) +... + À (a,az) +... + Àm (ana) = (. 
En vertu de l’orthogonalité du système (1), on en déduit l'égalité 
(3) x (ax-ax) = 0. 


Vu que par hypothèse, a, 0 et la multiplication scalaire dans 7” 
n'est pas dégénérée, on a aza, + 0. Donc, de (3) découle l'égalité 


Ag = 0 pou k—=1,..., m. 


Par conséquent, le système des vecteurs (1) est linéairement indé- 
pendant. [] 

CoROLLAIRE 5.3. Si Ÿ” est un espace vectoriel à n dimensions = {0} 
avec multiplication scalaire non dégénérée, alors tout système orthogo- 
nal de l'espace de n vecteurs non nuls constitue la base orthogonale de 
l'espace 7. 

Procédé d’orthogonalisation. Le principe du procédé d’orthogo- 
nalisation ressort de la démonstration du théorème. 

THÉOREME 5.4. Soit Ÿ° un espace vectoriel de dimension finie avec 
multiplication scalaire non dégénérée. Un système orthogonal de vec- 
teurs non nuls ne constituant pas la base de l'espace peut être complété 
jusqu'à la base orthogonale de l'espace. 

Démonstration. Soient dim 7° = n > 1 et 


(1) b:, RE bn 


un système orthogonal de vecteurs non nuls de l’espace Ÿ” ne cons- 
tituant pas une base de l'espace, c'est-à-dire m << n. Selon le 
théorème 3.6, le système (1) peut être complété jusqu'à la base. Soit 


CY Ds ssh Crée: @ 

la base de l'espace 7°. Posons 

(3) bm+1 = Cm+i — Mb — 0. — Ambm 

et cherchons pour quelles valeurs des scalaires À,, ..., Àn le vec- 
teur b,+, est orthogonal à tous les vecteurs du système de départ 


(1), c'est-à-dire satisfait aux conditions 


(4) bh+:1b: = (0 (ë = 1, ET m). 
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En vertu de (3) et de l’orthogonalité du système (1), ces conditions 
peuvent tre écrites sous la forme 


Cm+1b; — À; (bib;) = 0. 
Vu que b, Æ 0 et b,-b,; 0, ces conditions s’écrivent sous la forme 


À, = <pèl (i=1, ..., m). 
Avec un tel choix des coefficients À; dans l'égalité (3), le vecteur 
bh+1 Satisfait aux conditions (4), c’est-à-dire est orthogonal à chaque 
vecteur du système (1). Il s'ensuit de (3), en vertu de l'indépendance 
linéaire du système b,, ..., b, bh+1, que b»+, = 0. Par consé- 
quent, b,, ..., b», bm4+, est le système orthogonal des vecteurs 
non nuls. Si m + 1 < n, on obtient de façon analogue le vecteur 
non nul b,,., orthogonal aux vecteurs b,, ..., b, bh»+,. En pour- 
suivant ce procédé dit procédé d'orthogonalisation du système (2) on 
aboutit au système orthogonal b,, ..., bm, bm+1, - .., b, des 
vecteurs non nuls de l’espace 7”. Selon le corollaire 5.3, ce système 
est la base orthogonale de l’espace 7° et, par suite, constitue le 
supplémentaire cherché du système initial (1) jusqu’à la base ortho- 
gonale de l’espace 7°. O 

On voit sans peine que l'application du procédé d’orthogonali- 
sation à un système linéairement dépendant des vecteurs non nuls 
conduit à un système comportant un vecteur nul. 

COROLLAIRE 5.9. Tout espace vectoriel de dimension finie {0} 
avec multiplication scalaire non dégénérée est muni d'une base ortho- 
gonale. 

Démonstration. En effet, selon le théorème 3.1, un 
espace de dimension finie {0} possède une base. Soit 


(1)  b,,..., b, 


la base de l’espace 7°. En posant que b, est le système orthogonal 
de départ et en appliquant au système (1) le procédé d’orthogonali- 
sation, on obtient la base orthogonale de l'espace 7”. 

Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace. Soient 7° un espace 
vectoriel avec multiplication scalaire et M € V. Si le vecteur a 
de V est orthogonal à chaque vecteur de M, on le désigne par le 
symbole a |! M. Le symbole M1 désigne l’ensemble de tous les 
éléments de l’espace 7° orthogonaux à M: 


ML = {aE€EV|a L M}. 


On vérifie aisément que l’ensemble 1 n'est pas vide et est fermé 
dans 7”, c'est-à-dire fermé par rapport à l'addition et à la multipli- 
tation par des scalaires. 

DEFINITION. Un sous-espace de l’espace 7” avec ensemble de base 
M4 est dit orthogonal à l'ensemble AI. 
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Si £ est un sous-espace de l’espace 7”, alors le symbole Z1 
désigne le sous-espace à ensemble de base Li. 

DÉFINITION.Un sous-espace £ ! est dit orthogonal à £ dans l'espace 
4° ou supplémentaire orthogonal de £ dans l'espace 7. 

Exemple. Soit 7° —.,#" un espace vectoriel arithmétique 
sur le corps # avec multiplication scalaire standard. Soient M — 
RE = 


a — (oi, RE in): +. Am — (&m1 nes mn) (œin € F). 
Considérons un système homogène d'équations linéaires 


Qi: + . + Œinln = 0, 


nr ue. 


sur le corps .F. On constate sans peine que l’ensemble M1 coïncide 
avec l'ensemble de toutes les solutions du système (1). Soient £ — 
— £ (a, ..., am) et L = La, ..., an) = L(M). On vérifie 
aisément que chaque vecteur orthogonal à ÀZ est orthogonal à toute 
combinaison linéaire des vecteurs a,, . .., am. c’est-à-dire M1 € 
€ L:. Inversement, chaque vecteur de Zi est orthogonal à M, 
c'est-à-dire Li € Af1. Ainsi, M1 — Li. Par conséquent, l’espace 
des solutions du système homogène d'équations linéaires (1) coïncide 
avec l’espace £ 1. 

THEOREME 5.6. Soient 7° un espace vectoriel avec multiplication 
scalaire et £ son sous-espace de dimension finie dans lequel le carré 
scalaire de tout vecteur non nul est différent de zéro. On a alors 7° = 
= £ @ L+. 

Démonstration. Si £ est un sous-espace — {0}, le 
théorème est apparemment vrai. 

Supposons que Z est un espace Æ {0}. Démontrons que 


() £N Li = {0}. 


En effet, si a € LA L', alors a-a — 0. Par hypothèse, a-a 0 
pour a # 0. Donc, pour a € Lf\ L‘ il s'ensuit de a-a — O que 
a = (0. 

Ensuite, démontrons que 


(2) 7 = £L @ Lt. 


Par hypothèse, £ est un espace vectoriel de dimension finie Æ# {0} 
avec multiplication non dégénérée. En vertu du corollaire 5.9, 
£ est muni d’une base orthogonale. Soit 


(3) b,... bn 


la base orthogonale de l’espace £. Il suffit de montrer que pour 
tout vecteur a de L il existe des scalaires À,, . .., À, et un vecteur 
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x tels que 
(4) a=Ab +... + Ambm + x, x € Li. 


Multiplions les deux membres de l'égalité (4) scalairement par le 
vecteur b;, on obtient a-b; = À; (b;:b:). Puisque b,-b; 0, il 
s'ensuit les égalités 


2 a-b; . 
(5) À= b;-b, (i=1, ..., m). 
Avec un tel choix des scalaires À; le vecteur x = a — À,b, — .. 


... — ÀAmbm est orthogonal à chaque vecteur de la base (3), car, 
en vertu de (4) et (5), 


xb, = ab; — À; (b;b;) = Ù (i 1, .; , m). 


Le vecteur x est donc orthogonal à toute combinaison linéaire des 
vecteurs b,, ..., b, et, partant, orthogonal à ZL: donc, 


(6) x=a—Ab,— ... —A,b, €EL*. 


Sur la base de (4) et (6) on conclut qu'on est en présence d’une dé- 
composition directe de (2). O 

COROLLAIRE 5.7. Si £ est un sous-espace de dimension finie de 
l'espace vectoriel Ÿ° avec multiplication scalaire non dégénérée, alors 
J = £ @ £1. 

COROLLAIRE 5.8. Si £ est un sous-espace de l'espace vectoriel de 
dimension finie Ÿ° avec multiplication scalaire non dégénérée, alors 
FF = £ @ Lt. 

THÉOREME 5.9. Si £ est un sous-espace d'un espace vectoriel de 
dimension finie Ÿ° avec multiplication scalaire non dégénérée, alors 
(L1)1 = #. 

On laisse le soin de démontrer ce théorème au lecteur. 


Exercices 


1. Soit a un vecteur non nul de l'espace vectoriel 9° = 43 avec multi- 
plication scalaire standard. Quelle est la dimension du sous-espace de l'espace 7° 
orthogonal au vecteur a? 

2. Soient a, b des vecteurs linéairement indépendants de l’espace 7° = .#? 
avec multiplication scalaire standard. Chercher la dimension du sous-espace 
orthogonal aux vecteurs a et b. 

3. Soit 7° — G*° un espace vectoriel bidimensionnel sur le corps des nom- 
bres rationnels avec multiplication scalaire standard. Chercher dans 7° le 
sous-espace = {0} dans lequel le carré scalaire de tout vecteur est différent de 1. 

4. Soit 7‘ un espace vectoriel avec multiplication scalaire non dégénérée. 
Démontrer que si un vecteur non nul b est orthogonal aux vecteurs a,, . .., a 
de l’espace 7°, alors b € L (a. 2.5 8): 

5. Soit 7° un espace vectoriel avec multiplication scalaire non dégénérée. 
Soit ay, ..., 8m un système de vecteurs linéairement indépendant de l'es- 
pace Y°. Démontrer que si un vecteur non nul b est orthogonal aux vecteurs 
By» + + +» Am» le Système a, . .., Am, b est alors linéairement indépendant. 
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6. Soit Z un sous-espace {0} d’un espace vectoriel de dimension finie 7° 


avec multiplication scalaire non dégénérée. Soient a,, ..., a, une base ortho- 
onale de l'espace Z et b,, ..., b, une base orthogonale de l'espace Z+. 
émontrer que à, . . .+ &ms Die + - +» b, est une base orthogonale de l’espace 7°. 


7. Soient Z, 7 des sous-espaces d’un espace vectoriel de dimension finie 
39 avec multiplication scalaire non dégénérée. Démontrer que: 


a) (£h)l=z; (b)(L+H2)I=rinYL (0) (LNZ)L=ZL+YL. 


8. Soient Z, 7 des sous-espaces de l’espace vectoriel de dimension finie 7° 
avec multiplication scalaire non dégénérée, la dimension de Z étant inférieure 
à celle de Z. Démontrer que dans l’espace 7 il y a un vecteur non nul ortho- 
gonal au sous-espace £. 


9. Soient Z, Z des sous-espaces de l’espace vectoriel de dimension finie 
9° avec multiplication scalaire non dégénérée. Démontrer qu'il existe dans 9° 
un vecteur non nul orthogonal aux sous-espaces Z et Ÿ si £ + Y - V°. 


$ 6. Espaces vectoriels euclidiens 


Espace vectoriel euclidien. Soit 7° un espace vectoriel avec mul- 
tiplication scalaire sur le corps 4 des nombres réels. Cet espace est 
également appelé espace vectoriel réel. 

DEFINITION. Un espace vectoriel sur le corps .7 avec multiplica- 
tion scalaire définie positive (c'est-à-dire a-a > 0 pour tout a € 
€ V X {0}) est appelé espace vectoriel euclidien. 

TH£OREME 6.1. Un espace vectoriel arithmétique sur le corps À 
avec multiplication scalaire standard est euclidien. 

Démonstration. Soient 7° = .#" un espace vectoriel 
arithmétique avec multiplication scalaire standard et a — (a;, ... 
…...r nr b = (B1, .- . ., Ph) des vecteurs de cet espace. Selon la 
définition de la multiplication scalaire standard, ab = «;f, <- ... 
... 7 Anfn. Par conséquent, aa = &? + ... + an. Et comme 
y» + - -, An Sont des nombres réels, on a aa >> 0 pour tout vecteur 
a non nul de l’espace 7”. CO 

DeriNiITION. Un espace vectoriel arithmétique .#" avec multipli- 
cation scalaire standard est dit espace euclidien standard à n dimen- 
sions et est noté 6. 

Exemple. Considérons l’ensemble V. de toutes les fonctions 
réelles d’une variable réelle x continues sur l'intervalle [0, 11. 
L'ensemble V par rapport à l'addition et à la multiplication par 
des nombres réels est un espace (de dimension infinie) vectoriel 


1 
sur Z. La formule fg — | f (x) g (x) dx définit dans V la multi- 


0 
plication scalaire. On obtient ainsi un espace vectoriel euclidien 
avec multiplication scalaire. 
Norme du vecteur. Soit Ÿ° un espace vectoriel euclidien. 
DeriniTIoN. On appelle norme du vecteur de l’espace euclidien la 
racine Carrée arithmétique du carré scalaire du vecteur. 
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La norme du vecteur est notée || a ||. 

Par définition, || a || = Wa-a. Donc, || a | — a-a. 
DEFINITION. Le vecteur a est dit normé si || a || = 1. 

Le théorème suivant énonce les propriétés fondamentales de la 


norme d'un vecteur. 
THEOREME 6.2. Si a, b sont des vecteurs de l'espace euclidien et 


ÀER, alors 
(1) [a || > 0, avec || a || = O si et seulement si a = 0; 
(2) Ia =1Allal; 
(3) |a-b|<|la|l-|| b|| (inégalité de Cauchy-Bouniakovski) ; 
(4) Ha + bI|<|la || + || b || (inégalité du triangle). 
Démonstration. La multiplication scalaire dans un 
espace euclidien est définie positive, c'est-à-dire || a [| — Va-:a > 0 
+ 


pour a = 0. En outre, || a || — O pour a = 0. 
Selon la définition de la norme 


[Aall=V (Aa) (Aa) = VA (aa) = |, Vaa=|2l:llal, 
+ + + 


autrement dit, (2) se vérifie. 

L'inégalité (3) est vraie si a = 0 ou b = 0. Aussi posera-t-on 
que a et b sont des vecteurs non nuls. Pour tous nombres réels & 
et B on à l'inégalité 

(œa — Bb) («a — Bb) > 0. 

En ouvrant les parenthèses dans le premier membre de l'inégalité 
a*a® — 2afab + B*b° > O0 et en posant a = || b || et BP = || a ||, 
il vient 

2 (ab) —21all-1b Il-ab 2 0, 

Ia 1-11 b 1 (la 1-1 b | — ab) > 0. 
Vu qu aÆ0 et bZÆO0, on a [[a|l-||b|| 0, et, par suite, 
(5) ab<llall-Ib ||. 
Substituons dans cette inégalité —a à a: 

—a-b<|jall-1b ||. 


Sur la base de deux dernières inégalités on conclut qu'on est en 
présence de l'inégalité (3). 

Pour démontrer l'inégalité (4) il suffit de montrer que || a +- 
+ bF< (la |l + || b 1). On constate aisément que || a + b | = 
= (a+ b)(a+b) = {la | + || b |f + 2ab; donc, 


Ia + bIF =“ all + 1 b 1) + 2 (ab — !ja [l-1 b |). 
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En vertu de (5) le deuxième terme dans le second membre de la 
derniere égalité est inférieur ou égal à zéro, donc, 


ia+bl< (al + 1b |); 


d’où l’on déduit l'inégalité (4). O 

Base orthonormée de l’espace euclidien. Une des notions essen- 
tielles des espaces euclidiens est celle de base orthonormée. 

DEFINITION. Le système des vecteurs a,, ..., a, de l’espace 
euclidien est dit orthonormé s'il est orthogonal, chaque vecteur 
étant normé. Le système de vecteurs orthonormé constituant la 
base de l'espace est dit base orthonormée de l'espace. 

THEOREME 6.3. Un espace vectoriel euclidien de dimension jinie 
Æ {0} est muni d'une base orthoncrmée. 

Démonstration. Soit 7° un espace euclidien à r dimen- 
sions, n >> (. Selon le corollaire 5.5, 7” possède une base orthogo- 
nale ; soit 


(1)  b,, ..., b, 


une telle base. Normons le système (1), c'est--àdire formons le 
svstème 


e, = {| b, ||"! b,, ...r Cn = |[b; Ft b,. 
On voit sans peine que 
À si i=k, 

= |; si ik. 


Par conséquent, le système e,, . .., e, est une base orthonormée 
de l’espace 7”. D 

Voyons quelques propriétés d’une base orthonormée. 

PROPRIETE 6.1. Si 7” est un espace euclidien à n dimensions = {0}, 
alors tout Système orthonormé de n vecteurs constitue une base orthonor- 
mée de l'espace 7. 

Cette propriété découle directement du corollaire 5.3. 

PROPRIETE 6.2. Un système orthonormé de vecteurs d'un espace 
euclidien de dimension finie {0} peut être complété jusqu'à la base 
orthonormée de l'espace. 

Démonstration. Selon le théorème 5.4, un système 
orthonormé des vecteurs b,, ..., b, ne constituant pas une base 
peut être complété jusqu’à une base orthogonale 


b,, . b:.; bh+1: . ee b, 


de l’espace. En normant les vecteurs b,,+,, . . ., b, de ce système, 
c'est-à-dire en substituant || b, [!-b; à b; pouri=m+i,...,n, 
on obtient une base orthonormée de l'espace. [ 
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PROPRIETE 6.3. Si e,, ..., e, est une base orthonormée d'un 
espace euclidien et 


A — Œ1€1 + .. + Unen) b — B.e — .. + Bren 
sont les vecteurs de l'espace, alors 
ab — @1B + CRC + QnBn et Il a |[* — a? + .. À a. 


Cette propriété se déduit sans peine de celle de bilinéarité de la 
multiplication scalaire. 


ProPri£TEe 6.4. Si e,, .... e, est une base orthonormée d'un 
espace euclidien et a — aie, + ... + œ&,e,, alors a; — ae; pour 
i — Î{. ..., n, c'est-à-dire que les coordonnées du vecteur a sont ses 


projections sur les vecteurs de base. 

Démonstration. L'égalité «; — ae; s'obtient de l'éga- 
lité a = ae, + ... + œ,e, après multiplication scalaire par le 
vecteur e;. [ 

PROPRIETE (6.5. Si £ est un sous-espace de l'espace euclidien de 
dimension finie 7°, alors Ÿ = £ D £1 et dim" = dim £ + 
— dim £+. 

Cette propriété découle directement du corollaire 5.8 et de la 
propriété 3.4, car dans un espace euclidien la multiplication scalaire 
est non dégénérée. 

Isomorphismes des espaces euclidiens. Soient 7% et 7° des espaces 
euclidiens. | 

DeriniTion. L'application f de l’espace euclidien 7 sur 7” est 
appelée isomorphisme si elle est injective et satisfait aux conditions: 


() fa + b) = (a) + f(b); 
(2) f (Aa) = Àf (a); 
(3) ab = (a) f (b) 


pour tous a, b de V et tout scalaire À de R. Les espaces euclidiens 
sont dits isomorphes s’il y a isomorphisme de l'espace euclidien ?/ 
sur 7. 

La notation #4 = 7° signifie que les espaces euclidiens #% et 7° 
sont isomorphes. 

Notons les propriétés suivantes des isomorphismes. 

PROPRIETE 6.6. Une relation d'isomorphisme sur un ensemble quel- 
conque d'espaces euclidiens est une relation d'équivalence. 

Démonstration. On voit sans peine que la relation 
d’isomorphisme est réflexive. 

Profitons des propriétés 4.2 et 4.3 des isomorphismes d'espaces 
vectoriels. Si f est un isomorphisme de l’espace euclidien ?/ sur 
ÿ', alors f-? est bijectif et satisfait aux conditions de linéa- 
tité. Ensuite, vu que f satisfait à la condition (3), pour tous a, b 
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de V,ona 
ab = (ff-*) (a) Gf71) (b) = f Gr? (a)) f C7? (b)) = fr? (a) fr? (b), 


c'est-à-dire l'application f-! satisfait également à la condition (3). 
f”! est ainsi un isomorphisme de l'espace euclidien 7° sur 7%. Par 
conséquent, la relation d’isomorphisme des espaces euclidiens est 
symétrique. 

Soient 7/, 7°, # des espaces euclidiens. Si f est un isomorphisme 
de % sur 7” et g un isomorphisme de Ÿ° sur #, alors, selon la pro- 
priété 4.1 des isomorphismes d'espaces vectoriels, la composition 
gf est une application injective de 7 sur Ÿ° qui satisfait aux condi- 
tions de linéarité. Ensuite, vu que 


ab —f(a)f(b), f(a)f(b) = 8 ( (a)) & U (b)), 


on a 


= (gf) (a) (gf) (b) 


pour tous a, b de U. gf est donc un isomorphisme de l’espace eucli- 
dien ?/ sur #. Par conséquent, la relation d'’isomorphisme est 
transitive. ( 

PROPRIETE 6.7. Soient U, Ÿ° des espaces euclidiens et f un isomor- 
phisme de 11 sur Ÿ°. Sie,, ..., e, est une base orthonormée de l'espa- 
ce 1, alors le système f (e,), . . ., f (e,) est une base orthonormée de 
l espace Ÿ. 

Démonstration. Comme f est un isomorphisme, on 
a e;ex — f (e;) f (ex). Donc, 


si ik, 


1 
f (es) f (ex) = erex = ke si ik. 


Le système f (e,), . .., f (e,) est ainsi orthonormé. En outre, selon 
la propriété 4.4 des isomorphismes des espaces vectoriels, le système 
f (e1), ..., f (e,) est la base de l'espace 7°. D 

TH£OREME 6.4. Tout espace euclidien {0} de dimension n est 
isomorphe à un espace euclidien de dimension n standard. 

Démonstration. Soient Ÿ° un espace euclidien à n 
dimensions et e,. ..., e, sa base orthonormée fixée. Soit €, un 
espace euclidien standard à x dimensions. Selon le théorème 4.3 
l'application f: V — R" associant à chaque vecteur x = E,e, + ... 

.. —— En€n de V sa ligne de coordonnées (£,, .. : En) est er 

et satisfait aux conditions de linéarité. De plus, si Y = 10, +- 

. 7 Mn, alors 


XY — Emi ES us EnNn En (Ë . En) (Mas ee. Mn) = 
= f (x) f (y): 


Donc, f cest un isomorphisme de l’espace euclidien 7° sur l’espace 
euclidien standard &,. [Ü 


17—01762 
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THÉOREME 6.5. Deux espaces euclidiens de dimension finie sont 
isomorphes si et seulement si leurs dimensions sont les mêmes. 

Démonstration. Soient 7, et 7° des espaces euclidiens 
de dimension finie. Si les espaces 7/ et 7° sont isomorphes, alors 
on a, selon le théorème 4.6, dim 7 — dim 7. 

Admettons maintenant que dim 4, = dim? = n. Si nr = 0, 
Jes espaces 7/ et 7° sont alors — {0} et, partant, isomorphes. Mais 
si ñ > 0, alors, selon le théorème 6.4, 9. æ 8, et 6, = 7°. En 
vertu de la transitivité de l'’isomorphisme, il s'ensuit que les espaces 
euclidiens ? et 7° sont isomorphes. O 


Exercices 


1. Soient a, b des vecteurs d’un espace euclidien orthogonaux entre eux. 
Montrer que || a + b[?= || a |? + [| b |5. 

2. Montrer que pour tous vecteurs a, b de l'espace euclidien || a + b ||? + 
+ a—blf=2(|al+ 1 b 1"). 

3. Soient a, b des vecteurs de l’espace euclidien tels que || a || = || b ||. 
Démontrer que les vecteurs a — b et a + b sont orthogonaux entre eux. 

4. Démontrer que pour tous vecteurs a, b de l'espace euclidien | || a || — 
— bII< a+ b il. 

5. Soient a, b des vecteurs non nuls de l’espace euclidien. Chercher le 
vecteur de la forme a + Àb, où À € R, possédant la plus petite norme et montrer 
que ce vecteur est orthogonal au vecteur a. 

6. Soient a, b des vecteurs linéairement indépendants d'un espace eucli- 
dien tridimensionnel 9°. Démontrer que dans l'espace 7‘ il n'existe que deux 
vecteurs de norme unitaire qui soient orthogonaux aux vecteurs a et b 

7. Soit 7° = G° un espace vectoriel bidimensionnel sur le corps des nom- 
bres rationnels avec multiplication scalaire standard. Chercher dans 7° un 
sous-espace = {0} dans lequel le carré scalaire d’un vecteur quelconque est 
différent de 1. 

8. Soient a, b des vecteurs linéairement indépendants de l’espace eucli- 
dien 7° à n dimensions. Chercher la dimension du sous-espace de l'espace 7° 
orthogonal aux vecteurs a et b. 

9. Soient Z un sous-espace de l’espace euclidien 9° à r dimensions et 


2 son supplémentaire orthogonal. Soient a,, ..., a, une base orthonormée 


de l’espace Z et b,, ..., b,_, une base orthonormée de l'espace +. Démon- 
trer que a, ..., a,, b,, . .., b,_, est une base orthonormée de l'espace 7°. 

10. Soient a, b des vecteurs de l’espace vectoriel euclidien. Démontrer 
que | a-b| = || a ||-|| b || si et seulement si les vecteurs a et b sont linéaire- 
ment dépendants. 

11. Soient a,, ..., a, un système orthonormé de vecteurs de l'espace 
euclidien 7°. Posons que pour chaque vecteur e de l’espace 7° || e |? = 
= (a,c)? + ...—+ (ac). Démontrer que le systèm: des vecteurs a,, ..., am 
est une base de l’espace 7°. 

12. Soient Z, 7 des sous-espaces de l’espace vectoriel euclidien de dimen- 
sion finie. Démontrer que: 


(a)(£1)L=g; (b(£+2)L=gsingt; (c(LNAZ)L=gti+yt. 


CHAPITRE VIII 


OPÉRATEURS LINÉAIRES 


$ 1. Applications linéaires 


Applications et opérateurs linéaires. Passons à l’étude des homo- 
morphismes des espaces vectoriels; ils sont également nommés 
applications linéaires. 

DériniTion. Soient 7/ et #° des espaces vectoriels sur le corps .#. 
Une application f: # — 7° est appelée application linéaire ou 
homomorphisme si cette dernière satisfait aux conditions de linéa- 


rité, c'est-à-dire pour tous a, b € V et tout À € F sont satisfaites 
les conditions 


f(a+b)=f(a) +f(b), f(Aa) = Àf (a). 


Si une application linéaire de 7/ sur 7” est injective, elle s'appelle 
alors isomorphisme ou application isomorphe de 7 sur 7°. 

Un ensemble de toutes les applications linéaires (homomor- 
phismes) de l'espace 7 dans l’espace 7° sera noté Hom (7, 7"). 

Une application linéaire de l'espace vectoriel 7° dans lui-même 
est appelée opérateur linéaire de l'espace 7°. Un ensemble de tous 
les opérateurs linéaires de l’espace 7° est noté Hom (7, 7"). 

Soit @ une application linéaire de l’espace vectoriel 7/ sur l’es- 
pace vectoriel 7‘. Alors, pour tous vecteurs a,, ..., a, de 7 et 
tous scalaires 4,,..., AM EF,ona 


(1) a +... + Anmam) = Mo (a) + ... + An (an). 


La démonstration est effectuée par récurrence sur m. Si m — À, 
en vertu de la linéarité de l'application @, on a @ (ÀA,a;) = À; (a,). 
Posons que la proposition est vraie pour m — 1 vecteurs. Alors, 
en utilisant l'égalité 


Ad +... + Am-38m-1 + Amam = (aa +... + Am-1am 1) + 


+ Amams 
il vient 
P (Ma: TRE rm 8 m) — ® (Ma; GE 7 Due À m -18m -1) En 
+ 9 (Âmam). 
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Selon l'hypothèse de récurrence 
P (a+ -.. + Am-18m-1) = MP (a) +... + Am-19 (Am-1)- 


En outre, @® (ÀAmam) — Àm® (am). Par conséquent, l'égalité (1) est 
vérifiée. CO 

Exemples. 1. Soit Ÿ° un espace vectoriel. L'application 
e: Ÿ —+ Ÿ° associant à chaque vecteur x de V le vecteur lui-même, 
c'est-à-dire e (x) = x est un opérateur linéaire. Il est appelé opé- 
rateur identique ou unitaire de l'espace. 

2. Soient 7° un espace vectoriel sur le corps # et À un élément 
fixé du corps. L'application Àe: Ÿ° — Ÿ° associant au vecteur x le 
vecteur Àx est un opérateur linéaire de l’espace 7°. On l'appelle 
opérateur d'homothétie de coefficient À. L'opérateur d'homothétie 
de coefficient À — 0 est dit opérateur zéro. L'opérateur d’'homothétie 
de coefficient À — 1 est un opérateur identique. 

3. Soit 7° — £ @ %. Tout élément x de 7° sera représenté de 
façon unique sous forme de x—=1+u,oùlE Let u € U. L'appli- 
cation Ÿ' —+ 7° associant au vecteur x sa composante 1 dans le ter- 
me direct de ?/ est un opérateur linéaire de l'espace 7”. On l'appelle 
opérateur projectif. 

4. Soit 7° un espace vectoriel (sur Z) des fonctions réelles à 
une variable x définies et indéfiniment dérivables sur l’ensemble R 
des nombres réels. L'opérateur D: 7° — %° associant à chaque élé- 
ment f € V sa dérivée _ est un opérateur linéaire, car il satisfait 
aux conditions de linéarité 


Df+g=DP+D(s; D =D 


pour tous f, g € V et tout À € R. Cet opérateur est appelé opérateur 
de dérivation. 

9. Soient 7° = 7" un espace arithmétique de vecteurs colonnes 
de 7 dimensions et À une matrice carrée n “ n fixée sur le corps #. 
L'application de l’espace 7” dans lui-même associant à chaque vecteur 
X EF" le vecteur ÀX est un opérateur linéaire de l'espace 7. 

TH£EOREME 1.1. Soient | et Ÿ° des espaces vectoriels sur le corps F, 
er, - - -, €n La base de l'espace 1 et c;, . . ., ©, des vecteurs arbitraires 
de l’espace 7°. Il existe alors une application linéaire unique de l'es- 
pace % dans l'espace Ÿ° satisfaisant aux conditions 


(1) (er) = ©1, - -., p (en) = Cn. 

Démonstration. Tout vecteur de l'espace 7 peut être 
représenté sous forme d'une combinaison linéaire des vecteurs de 
base, c'est-à-dire sous la forme de Àe, + ... + À,e,. Notons œ 
l'application de % dans 7”, définie par l'égalité 

plie +... +he) = +... +he 

pour tous À,, ..., À, de F. 
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On constate sans peine que l'application œ satisfait aux condi- 
tions (1). 
L'application satisfait aux conditions de linéarité. En effet, si 


X = er + ... + ane et y = Be, + ... + B,e,, 
alors 


X + Y = (@1 + Pile; +... + (an + Pa) en 
et Àr = Àde, + ... + Aax. 
Par conséquent, en vertu de la définition de l'application o, 
px + y) = (ai + Bi) © +... + (an + Ba) En = 
= (aie +... + ann) + (Bios +... + Bac) = 
= p (x) + p (y); 
p (Ax) = Aa + ... + Aaues = À (aie, + . .. + ann) — 
= À (x). 


Posons que w est une application linéaire de %,/ dans 7” satisfai- 
sant aux conditions Ÿ (e,) = €,, . .., Ÿ (e,) = c,. Alors, pour tout 
vecteur x = &je, + ... + &,e, de l’espace 7, il vient 


Ÿ (x) = @1Ÿ (es) + . .. + au (en) = œies + ... + ane, — 
= @ (x), 

c'est-à-dire d = p. O 

COROLLAIRE À. à Soient 4 et ÿ" des espaces vectoriels sur F , e,, .. 
. .., €n une base de l'espace 11 ; œ et des applications linéaires de ql 
dans Ÿ" telles que œ (e,) = b (e,) pour k = 1,..., n. Alors, q = . 

CoRoOLLAIRE 1.3. Soient A ...… En une base de l'espace vectoriel 7° 
el Cy, - - .» Cn des vecteurs arbitraires de cet espace. TL existe alors un 
opérateur linéaire unique @ de l'espace Ÿ° satisfaisant aux conditions (1). 

Noyau et image de l'opérateur linéaire. Soit @ l'opérateur li- 
néaire de l'espace vectoriel 7°. L'ensemble {x € V | (x) = 0} est 
noté Ker p. Autrement dit, l’ensemble Ker est une image inverse 
du vecteur nul dans l'application œ, Ker @ = q-! (0). En vertu de la 
linéarité de l'opérateur p, cet ensemble est fermé par rapport à l’ad- 
dition et à la multiplication par des scalaires. Par conséquent, il 
existe un sous-espace de l'espace 7° avec ensemble de base Ker 9. 

DerINiTION. Un sous-espace de l'espace vectoriel 7° avec ensemble 
de base Ker est appelé noyau de l'opérateur linéaire @ et noté 
er q. La dimension du noyau porte le nom de défaut de l'opérateur 
p, défaut @ = dim er . 

L'ensemble {p (x) | x E V} est noté Im œ ou p (Ÿ). En vertu de 
la linéarité de l'opérateur w, cet ensemble est fermé par rapport à 
l'addition et à la multiplication par des scalaires. Il'existe donc un 
sous-espace de l’espace 7° avec ensemble de base Im . 
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D£rFixiTioN. Un sous-espace de l'espace vectoriel 7° avec ensem- 
ble de base Im œ est appelé image de l'opérateur linéaire œ@ et noté 
Jmç. La dimension de l’image de l'opérateur est appelée rang 
de l'opérateur @, rang @ = dim ({m). 

TH£OREME 1.4. Soit ® un opérateur linéaire d'un espace vectoriel 
de dimension finie 7°. Alors 

(1) La somme du rang et du défaut de l'opérateur @ vaut dim 7. 

Démonstration. Premier cas: Ker p = {0}. Si7" = {0}, 
on voit immédiatement que la conclusion du théorème est vraie. 

Supposons que 7” est un espace = {0}. Soient dim 7° = nr et 
e,, - ... €, une base de l’espace 7°. Alors, le système des vecteurs 
p (e1), ..., (e,) engendre l'espace Zm, c'est-à-dire Im q — 
= L (@ (e1), +... (en)). 

Ce système de vecteurs est linéairement indépendant. En effet, si 


lp (es) + ... + gp (er) = 0, 
alors, en vertu de la linéarité de l'opérateur y, 
p (Aie + ... + Are) = 0. 
Comme Ker @ = {0}, il s'ensuit que 
Àje, + .. + Ànen —= 0 
et, en vertu de l'indépendance linéaire des vecteurs, À, = 0, 
.» Àn = 0. Le système ® (e;), . .., q (e,) est ainsi une base de 
l espace «fm et, par suite, le rang @ vaut n. En outre, le défaut 
est égal à zéro. Par conséquent, l'affirmation (1) se verifie. 
Deuxième cas: Ker @ = {0}. Posons que défaut o = ret Er, + -- 
., €, est une base du noyau de l'opérateur ®@, la base de |” espace 
er q@. Sir = dim Ÿ, alors l'affirmation (1) est apparemment vraie. 
Admettons que r << n — dim Ÿ°. Dans ce cas le système e,, ...,e, 


peut être complété jusqu'à la base de l'espace 7°. Soit e,, - .., e,, 
Ey4ir - : -» En la base de l'espace 7°; alors 


Im q = L(p(e:), ...,  (e:)). 
Vu que (e;) =0,..., p(e;), =0,0ona 
Im P — L (@ (e,41), es P (en)), 


autrement dit, le système des vecteurs @ (e,41), . . ., ® (e,) engendre 
l'espace { m. 
Ce système est linéairement indépendant. En effet, si 


Ar+r P (Cr) + +. + An (en) = 0, 
alors, en vertu de la linéarité de l'opérateur , 


p (À,+1@r+1 + .. + ÂAn€n) = 0, 
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d'où 
Àr+1€r+1 ste Àn€n Ê Ker @- 
Puisque e,, ..., e, est une base de l'espace #'er ®, il existe des 


scalaires À,, . .., À, tels que 
hr+i@rter + eee + Anen = MA +... +A,e, 
et, par suite, 
(—Ajea+... +(—h)e, + Astier +... + he, = 0. 


En vertu de l'indépendance linéaire des vecteurs e,, ..., e, il 
s'ensuit que tous les coefficients du second membre de l'égalité sont 
nuls et, en particulier, À,4, — 0, ..., À, —= 0. Le système des 
vecteurs œ (e,+1), . .., p (e.) est ainsi une base de l'espace mo 
et le rang vaut n — r. Par conséquent, l'affirmation (1) est vraie. [] 

Opérations sur des applications linéaires. Soient ?7/ et 7° des espaces 
vectoriels sur le corps # , p, d des applications linéaires de ?/ dans 7°. 
La somme œ + w est définie comme une application de * dans 7 
qui associe à l'élément x 7/ de l'élément q (x) + 1 (x) de 7”, c'est-à- 
-dire 


(p + 4) (x) = p (À) + Ÿ (x). 


Le produit du scalaire À € F et de l'application Œç est défini comme 
application de 7%. dans 7° associant à l'élément x € ?7/ l'élément 
A (x) de l’espace 7”, c'est-à-dire (Ap) (x) = À (x). 

ProposiTion 1.5. Soient @ et 1 des applications linéaires de l'espace 
vectoriel 91 dans l'espace vectoriel Ÿ° et À € F. Alors @ + et Ag sont 
des applications linéaires de 1 dans 7. 

Démonstration. La somme œ + 1# satisfait aux condi- 
tions de linéarité. En effet, pour tous a, b € U et tout À € F', on a: 


(p + ÿ) (a + b) = e (a + b) + b (a + b) = p (a) + p (b) + 
+ Ÿ (a) + Ÿ (b) = p (a) + ÿ (a) +  (b) + 1 (b) — 
= (p + +) (a) + (ç + Ÿ) (b); 
(p + +) (a) = p (ka) + ÿ (a) = Àp (a) + At (a) = 
= À (p (a) + Ÿ (a)) = À ((p + 1) (a)). 
Ainsi, @ + 1 est une application linéaire de 7 dans 7°. 


Le produit A satisfait aux conditions de linéarité. En effet, pour 
tous a, bE Uettout À Fona: 


(cp) (a + b) = À (q (a + b)) = À (p (a) + (b)) — 
= À (a) + A (b) = (Ap) (a) + (y) (b); 
(Ap) (Ha) = Àp (ua) = À (up (a)) = (Au) q (a) = 
= 1 (Âp (a)) = p ((p) (a)). 
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Par conséquent, À est une application linéaire de 4 dans 7°. O 
CoRoOLLAIRE 1.6. L'ensemble Hom (7, Ÿ°) est fermé par rapport à 
l'addition et à la multiplication par des scalaires. 


Exercices 


1. Soit @ un opérateur linéaire de l’espace vectoriel unidimensionnel 7° 
sur le corps 3. Démontrer qu'il existe un scalaire À € F tel que œ (x) = Àx 
pour tout vecteur x € Y. 

2. Soient œ et des opérateurs linéaires de l’espace vectoriel de dimension 
finie et pp — 0. Aura-t-on p = 0? 

3. Soient une application linéaire de l’espace vectoriel 7 dans l’espace 
7° et b € Im p. Démontrer que l’ensemble @-! (b) (p-! (b) = {x € V | @ (x) = 
— b}) est une variété linéaire de l’espace 7 de direction er ®. 

4. Soient @ une application linéaire de l'espace vectoriel Z dans l'espace 
7° et a,, ..., am € U. Démontrer que si le système œ (a,), ..., q (a) est 
linéairement indépendant dans ?°, le système a,, ..., a,, est alors linéaire- 
ment indépendant dans %. 

5. Soit @ une application linéaire injective de l’espace vectoriel Z dans 
l'espace 7°. Démontrer que si le système a,, . .., a,, est linéairement indé- 
pendant dans %, le système  (a;), ..., (a) est alors linéairement indé- 
pendant dans Ÿ”. 

6. Démontrer que l'application linéaire @ de l'espace vectoriel 7% dans 
l’espace 7° est injective si et seulement si 'er p = {0}. 

7. Soit @ une application linéaire de l'espace vectoriel Z à n dimensions 
dans l'espace 7° de dimension nr. Démontrer que @ est un isomorphisme. 

8. Soient @ une application linéaire de 1 espace vectoriel Z sur l’espace 
unidimensionnel %° et aE€E UX Kery. Démontrer que Z = er ® @ £ (a). 

9. Soient p, % des opérateurs linéaires de l’espace vectoriel 9° tels que 
Se = Kervwÿ = {0}. Démontrer que Ker (hp) = {0}. 

0. Soit q un opérateur linéaire de l’espace vectoriel 7° satisfaisant à la 
condition op=œ. Montrer que 7° = er p® Ym 9. 

11. Soient Z et 7° des espaces vectoriels sur le co #, l'espace 7 étant 
unidimensionnel. Démontrer que toute application différente de zéro de % 
dans Ÿ” est injective. | 

12. Soit om (7, 7°) un see vectoriel de toutes les applications linéai- 
res de l'espace vectoriel % de dimension finie dans l'espace de dimension 
finie 9°. Démontrer que 


(a) si dim % = 1, alors dim (ÿ£om (Z, #°)) = dim Ÿ°} 

(b) si dim ?* = {, alors dim (om (%, L7°)) = dim %. 

13. Soient 7 et 7° des espaces vectoriels de dimension finie dont les dimen- 
sions sont m et n. Démontrer que la dimension de l'espace vectoriel 3£om (Z, 7°) 
vaut le produit mn. 


14. Soit ® l'application linéaire de l'espace vectoriel de dimension finie 
% dans l'espace vectoriel 9°. Démontrer que 


dim{(%'er q) + dim ({m q) = dim %. 


15. Soit o une application linéaire de l’espace vectoriel Z dans l'espace 
vectoriel de ditiension finie 7°. Soit a, ..., an un système de vecteurs de 
l’espace Z tel que le système q (a:), . .., p (a) soit une base de l'espace 
Jm œ. Démontrer que 


YU = er p D Z (a, - . +, Am). 
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16. Soit : un opérateur linéaire de l’espace vectoriel de dimension finie 7° 
sur le corps #. Démontrer que pour un nombre naturel suffisamment grand m 
les EU linéaires , ®@?, ..., o" sont linéairement dépendants sur le- 
corps #. 


$ 2. Représentation des opérateurs linéaires 
par des matrices 


Matrice d’un opérateur linéaire. Soit Ÿ° un espace vectoriel de 
dimension finie sur le corps F, 


(1) €;» .…) Cn 


étant sa base et o l'opérateur linéaire de l’espace Ÿ°. Représentons 
les vecteurs œ (e;), ...,  (e.) sous forme de combinaisons linéaires 
des vecteurs de la base (1): 


p (es) = G1©r + - + + Onien: 
Cu SE ru te ve eu se 


P (en) = Lines + + ee + Annen. 


DeriNITION. La matrice M (®) 
[| us .. Œin 7 
M (®p) —_ | Sue 


dont la k-ième colonne est la colonne de coordonnées du vecteur- 
@ (e:) relativement à la base (1), est appelée matrice de l'opérateur 
linéaire @ relativement à la base (1). 

Rappelons que F"*" désigne l’ensemble de toutes les matrices. 
nx< n sur le corps #. 

THEOREME 2.1. Soit Ÿ° un espace vectoriel sur le corps # avec une 
base (1) fixée. L'application ® associant à chaque opérateur linéaire 
de l'espace Ÿ° sa matrice M (p) relativement à la base (1), est une ap- 
Plication bijective de l'ensemble Hom (9°, Ÿ°) sur l'ensemble FX. 

Démonstration. ® est apparemment une application sur 
l'ensemble FrX*n, Démontrons que l'application ® est injective, 
c'est-à-dire que pour tous œ et de l'égalité M (@) = M (1) s'en- 
suit l'égalité ® = vŸ. De M (œ) = M (+) se dégage l'égalité 


M (@ (ex)) = M (b(e:)) pour k=1,...,n, 
d'où 
p(e,) = vb(ex) pour k=1,...,n. 


Selon le corollaire 1.2, il s'ensuit l'égalité = Ÿ. O 

Soit À un scalaire, À € F. Notons w; l'opération singulaire (unai- 
re) dans l’ensemble Hom (%/, 7’) associant à chaque application 
linéaire @ € Hom (9/, 7°) l'application linéaire A: 


wi (p) = À. 
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‘Cette opération sera appelée opération de multiplication par le sca- 
laire À. 


THEOREME 2.2. Soient , Ÿ des espaces vectoriels sur le corps F. 
L'algèbre 

(Hom (7, 7°), +, —, {wi 141€ F}) 
est un espace vectoriel sur le corps F. 

Démonstration. Selon le corollaire 1.2, l’ensemble 


Hom (7/, 7°) est fermé par rapport à l'addition et aux opérations 


singulaires (unaires) w1 de multiplication par des scalaires du 
‘COTPS #. 


Notons que « — » désigne une opération singulaire (unaire) dans 
l’ensemble Hom (7, 7°) associant à l'opérateur ® € Hom (7, 7°) 


l'opérateur —@ = (—1) p, et Ô l'application zéro de % dans 7. 
L'algèbre (Hom (%, 7”), +, —) est un groupe abélien. En effet, 


on vérifie sans peine que pour tous @, W, x € Hom(Z, F')on a 
les égalités 


pP+p=vb+e. p+Ù= , 
p + (6 + x) = (p + +) + % p + (—) = 0. 
En outre, on vérifie aisément que pour tous À, WE F,ona 
À (+4) = Àp + A, (Au) o = À (up), 
A +u)p=Àp+up,  1:p = 9. 


Ainsi, tous les axiomes de l'espace vectoriel se vérifient. 
L'espace vectoriel 


(Hom (YU, 7°), +, —, {wi |A E F}) 


‘sera appelé espace vectoriel des applications linéaires L dans Ÿ° et on 
le notera <£om (4, 7°). 


Connexion entre les colonnes de coordonnées des vecteurs x et 
-@(x). Soient 


(1) e,.::, ee; 


la base fixée de l’espace vectoriel 7° et l'opérateur linéaire de cet 
espace. Soient, ensuite, 


x = Ee + ... + Ee, et (x) = Mie + ... + Mnen. 


Notons M (x) et M (œ (x)) les colonnes de coordonnées respectivement 
des vecteurs x et (x) relativement à la base fixée (1): 


| &s | ni: 
= | , M (œ(x))= | : 
n À LL Nn 


€herchons la connexion entre ces colonnes de coordonnées. 
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TH£oR£ME 2.3. Soient l'opérateur linéaire de l'espace vectoriel 


7° et M (œ) la matrice de l'opérateur @ relativement à la base (1). 
Alors pour tout vecteur x € V est satisfaite l'égalité 


M (œ@ (x) = M (@) M). 


Démonstration. Soit 


les égalités (2) sont alors vérifiées. Si x = £,e, + ... + &e, € V, 
alors 


p (x) = Ep (e1) + ... + Ep (e2). 


En substituant sur la base de (2) dans cette égalité les vecteurs 
@ (e1), ..., p(e,), il vient 


p (x) = Es (œunes +... + Œnaen) + ee. + En (min +... 


2 + Cnn€n)s 
d'où 


p (x) = (œuËr + + + Qinbn) © + oc + (Œnibr + 


... fi nn En) Cne 
Donc, 


M (œ (x)) = SD UE 8 ie D Se aUte ré 
L'Aniêi + sus + Annên J L'Ans .…. Ann À LE 


| Cuir …. + Aynên nl RCT oi Œin nl H 
. . , 


c'est-à-dire M ( (x)) = AZ (p) M (x). O 

TH£OREME 2.4. Soient w l'opérateur linéaire de l'espace vectoriel 
7" et M (®) la matrice de l'opérateur œ relativement à la base fixée (1). 
Si pour tout vecteur xE Von a 


(3)  M(p (x) = BM (x), 


alors B = M (®). 
Démonstration. Selon la définition de la matrice M (œ), 


(4) Mi(p) = (M (œte)), M (p(e:)), . .., M (p (eh))). 
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En portant successivement dans (3) au lieu de x les vecteurs de base 
Ep» + + -» €n, il vient 


1 
0 

M (œ(e:))= BM (e:)= B Le 
0 }. 
0 

(5) M(p(e))=BM (e:)=B Le 

0 

Mw(e)=BM(e)=8| : |=28". 

1 


Sur la base de (4) et (5) on conclut que les colonnes correspondantes 
des matrices M (œ) et B coïncident. Par conséquent, M (@) = B.0 

Proposirion 2.5. Soient q et 1 les opérateurs linéaires de l'espace 
vectoriel Ÿ° à base fixée e,, ..., e, et À E F; alors 


4) M(p+v) = M (ep) + M (+); 
(2) M (o) = AM (œ). 
Démonstration. Soient xE V et 


p (x) = ie, + .….. + E,e,; 
Ÿd (x) = Me +... + uen, 


alors 
(g® + Ÿ) (x) = (+ nm) à + ….. + (En + Mn) En. 


Donc, 


(3) 


| : + | UE, KE? 
x (e+wen | ATTIRSE 
L En . Mn J ca Nn_ 
= M (p(x))+ M (y (x)) 


et, selon le théorème 2.3, 
(4) M ((e + Ÿ) (x)) = (M (o) + M (p)) M (x). 


L'égalité (4) est vraie pour tout x € V. Selon le théorème 2.4, de (4) 
s'ensuit l'égalité (1). 
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En vertu de (3), (Ag) (x) = ÀË,e, + ... + AëE,e,; donc, 


M ((p) (x)) = AM ( (x)) 
et, selon le théorème 2.3, pour tout x, on a 


(6) M (Go) (x) = AM (œ)) M (x). 


Selon le théorème 2.4, de (5) s'ensuit (2). CO 

Rang d’un opérateur linéaire. Etablissons la connexion entre le 
rang d'un opérateur linéaire et le rang de sa matrice. 

TH£OREME 2.6. Le rang d'un opérateur linéaire d'un espace vecto- 
riel de dimension finie == {0} est égal au rang de la matrice de cet opé- 
raleur. 


Démonstration. Soite,;, ..., e, la base fixée de l'espa- 
ce vectoriel 7”. Soient M (œ (e:)), ..., M (œ (e,)) les colonnes de 
coordonnées des vecteurs  (e:), . .., p (e,) relativement à la base 


fixée. Ce sont des colonnes de la matrice M (œ) de l'opérateur œ re- 
lativement à la base fixée, c’est-à-dire 


M (®) = (M (@ (e1)); .-.., A (p (ex))). 
Donc, 


(4) rang M (q) = rang (M ( (e:)), .- .., M (y (e,))). 


En vertu du corollaire 7.3, le rang du système des vecteurs ® (e;). 
, ® (e,) est égal au rang du système de colonnes de ces vecteurs. 
De là et à partir de (1) il s'ensuit que 


(2) rang M (p) = rang (p (e:), . .., œ (eh)). 
Soient x un vecteur arbitraire de l’espace Ÿ° et x — E,e, + . 
+ E,e, En vertu de la linéarité de l'opérateur œ l'égalité 
o (x) = Ep (e,;) +... + Esp(e.) se vérifie. Aussi a-t-on 


Im (p) = L(p(e:), - -., p (en)); 


c'est-à-dire que l'image de l'opérateur œq est engendrée par les vec- 
teurs  (e,), .-.., @ (e.). Selon le corollaire 7.3, il s'ensuit que 


(3). rang q = rang (q (e:), . -., p (e,)). 


Sur la base de (2) ct (3) on conclut que le rang œ est égal au rang de 
la matrice M (p). © 

Connexion entre les colonnes de coordonnées d’un vecteur relati- 
vement à de différentes bases. Soit 7° un espace vectoriel de dimension 
n =Æ{0} sur le corps .F. Soient données deux bases de cet espace: 
©1, + :» €n, la première base et e,, ..., en, la deuxième. Les vec- 
teurs de la deuxième base seront représentés sous forme des combi- 
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naisons linéaires de la première base : 
L 


e, — lin@1 + . + Lie: 


On appelle matrice de passage de la première base à la deuxième la 
matrice T7, 


lyg Lie +. lin 


nt lno . La 
dont la k-ième colonne est la colonne de coordonnées du vecteur eÿ 
relativement à la première base. 

PropPosiTIoN 2.7. La matrice T est inversible. 

Démonstration. Il s'ensuit de l'indépendance linéaire 
des vecteurs e, ..., e, l'indépendance linéaire des colonnes de 
coordonnées de ces vecteurs, autrement dit, l’indépendance linéaire 
des colonnes de la matrice T7 (voir corollaire 7.4). I] s'ensuit, selon 
le théorème 5.1, que la matrice 7 est inversible. [ 

Notons M (x) la colonne de coordonnées du vecteur x € V relati- 
vement à la première base et A” (x) relativement à la deuxième 
base. Cherchons la relation entre M (x) et A1’ (x). 

THÉOREME 2.8. Soient M (x) et M” (x) les colonnes de coordonnées 
du vecteur x respectivement relativement à la première et à la deuxième 
bases et T la matrice de passage de la première base de l'espace à la 
deuxième. On a alors les égalités 
(2) M(x) = TM (x); 

(3) M'(x) = T-M (x). 

Démonstration. Soient xE V et 
(4) x = £je, + ... + ke, ; 
(5) x= EËe +... +kEe,; 
par conséquent, 

1 | [à 
M (x)= | : |, M'(x)= | : |. 
L Ent En] 

Portons dans (5) les expressions de ei, .. .. e, des égalités (1), il 
vient | j 


x = Ef (ne +... Htnien) + oc. + EE (line +... 
ee + lanen), 
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[RS 
=) 
Cm! 


d'où 
(6) x — (t1Ës + . .. + tinên) e + ... 
co + (n18s + < : . + fnnên) €n: 
À partir de (4) et (6) on déduit les égalités 
Et = uit ce Htinên; 


En = tni8 + .…. + innên. 


De là on obtient l'égalité 


BH él 
L En En 


c'est à-dire que AJ (x) = TM” (x). Multiplions à gauche les deux 
membres de cette égalité par T-! et l’on obtient (3). O 

CoROLLAIRE 2.9. Si M (x)et M” (x) sont des lignes de coordonnées 
du vecteur x respectivement par rapport à la priemère et à la deuxième 
bases, on obtient alors 


EMI (x) = M! (x}'T, tM° (x) = M (x}(T-!). 


Connexion entre les matrices d’un opérateur linéaire relativement 
à de différentes bases. Soient 7” un espace vectoriel de dimension finie 
= {0}, e,, ..., e, la première base de l’espace 7°, ei, . .., e, la 
deuxième base de l’espace 7” et T la matrice de passage de la première 
à la deuxième base. 

TH£OREME 2.10. Soient @ l'opérateur linéaire de l'espace vectoriel 
F, M (œ) et M” (œ) les matrices de cet opérateur respectivement par 
rapport à la première et à la deuxième bases et T la matrice de passage 
de la première à la deuxième base, ur a alors M” (®) = T-!M (œ) 7. 

Démonstration. Selon le théorème 2.8 pour tout x € V, 
on à 


(2) M(x) = TM (x); 
(3) M'(x) = T1M (x), 


où Àf (x) et M” (x) sont des colonnes de coordonnées du vecteur x 
respectivement par rapport à la première et à la deuxième bases. En 
substituant dans (3) @ (x) à x, il vient 


M" (q (x)) = TM (q (x)). 

Selon le théorème 2.3, M (@ (x)) = M (p) M (x), donc, 
M" (q (x)) = TM (e) M (x). 

En vertu de (2), il vient 
M (q (x)) = [TM (@) T] M (x). 
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Etant donné que cette égalité se vérifie pour tout x de V, on a, en 
vertu du théorème 2.4, M°'(œ@) = T-!M (®) T. Q 

DériNiTionN. Les matrices À et B de l’ensemble F*2 sont dites 
semblables sur le corps # s'il existe une matrice inversible T € Frxn 
telle que À = T-IBT. 

Du théorème 2.10 découle le corollaire suivant. 

CoRoLLAIRE 2.11. Si @ est un opérateur linéaire de l'espace vectoriel 
7° de dimension finie non réduit à {0}, alors les matrices de cet opéra- 
teur rapportées à deux bases quelconques de l’espace sont semblables. 

ProPposirioN 2.12. La relation de similitude des matrices sur l’en- 
semble Fn*n est une ralation d'équivalence. 

Démonstration. La relation de similitude est réflexive, 
<car À — E”'AE, où E est une matrice unité. La relation de simili- 
tude est symétrique, car de l'égalité À — T-IBT s'ensuit B — 
= (T-1)-14T-1, La relation de similitude est transitive, car de 
A = Tr-'BT et B = T;!CT, s'ensuit 


A = (TiT)"C (TT). 


La relation de similitude des matrices sur le corps # définit la 
partition de l’ensemble Fr*r en classes d'équivalence appelées 
classes de matrices semblables. À chaque opérateur linéaire de l'espace 
vectoriel 7” est associée une classe unique de matrices semblables. 


Exercices 


1. Comment variera la matrice d'un opérateur linéaire si l'on permute 
dans la base e,, . . ., e, deux quelconques des vecteurs, par exemple, e, et e.? 

2. Démontrer que le rang de l'opérateur linéaire d'un espace vectoriel de 
dimension finie est égal au rang de la matrice de cet opérateur. 

3. Montrer que tout opérateur linéaire de rang r d’un espace vectoriel de 
dimension finie peut être représenté sous forme d'une somme de r opérateurs 
linéaires de rang {. 

4. Soit 7° un espace vectoriel de toutes les matrices carrées d'ordre deux 
sur le corps #&. Montrer que la transformation q consistant dans la multipli- 


cation des matrices de 7° à gauche par la matrice | | ( est un opérateur liné- 
aire. Chercher la matrice de l'opérateur q dans la base 


ook Look Lol: Lo4]- 


5. Démontrer que l'opérateur linéaire q de l’espace vectoriel de dimension 
finie 7“, permutable avec chaque opérateur linéaire de l'espace 7”, est un sca- 
laire, c'est-à-dire qu’il existe un scalaire À tel que q (x) = Àx pour tout vec- 
teur x de 7°. 

6. Soient œ@ un opérateur linéaire quelconque, un opérateur linéaire 
inversible de l’espace vectoriel de dimension finie. Démontrer que rang (mp) = 


= rang (bp) = rang ®. 
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7. Soient p, + des opérateurs linéaires quelconques d'un espace vectoriel 
de dimension finie. Démontrer que: 


(a) rang (p + +) < rang q + rang; 

(b) rang (gÿ) < rang, rang (qŸ) < rang; 

(c)  déf p < déf (pp) < déf p + déf y. 

8. Donner un exemple d'opérateurs linéaires œ@, % d'un espace vectoriel 
bidimensionnel pour lesquels rang (p, d) rang (+9). 

9. Démontrer que pour tous opérateurs linéaires q, Ÿ d'un espace vectoriel 
de dimension n est satisfaite l'inégalité 

rang (pÿ) > rang q + rang — n. 


10. Soit œ un opérateur linéaire de l'espace vectoriel 7°. Le sous-espace Z 
de l'espace 7° est dit invariant relativement à @ si q (L) & L. Supposons que 
l'opérateur @ possède relativement à la base e,, . .., e, une matrice diagonale 
à nent diagonaux différents. Chercher tous les sous-espaces de l’espace 7° 
invariants relativement à @ et montrer que leur nombre vaut 27. 
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Algèbre linéaire. Soit # un corps des scalaires. 

DEFINITION. L'algèbre (V, +, {wa | À € F}, -) est appelée algèbre 
linéaire si les opérations binaires +, - et les opérations singulaires 
w; satisfont aux exigences suivantes: 

1) l'algèbre (V, +, {w | À € F}) est un espace vectoriel sur le 
corps # ; 

2) les conditions de bilinéarité sont remplies, c’est-à-dire 

(a + b) e — ac + be, c(a + b) = ca + cb, 

OX (ab) = (wa) b = a (w 1b) 
pour tous a, b,cEVettout er. 

On appelle rang de l'algèbre linéaire la dimension de l’espace vec- 
toriel (V, +, {wi |A € F}). 

Exemples. 1. Soit C l’ensemble de tous les nombres com- 
plexes. L'’algèbre 


(C, +, {ox [A ER}, °) 


est une algèbre linéaire sur le corps 4 des nombres réels. Son rang 
vaut deux. 

2. Soit F"*" un ensemble de toutes les matrices n X r sur un 
corps. L'algèbre 


(F ns S {wa [A EF},  ), 


où w: est une opération singulaire (unaire) de multiplication par le 
scalaire À, constitue une algèbre linéaire sur le corps # de rang n°. 
On 1 appelle algèbre matricielle complète sur le corps #. Son rang 
vaut n°. 

3. L'algèbre des quaternions sur le corps .# étant fixée, soient Ÿ° 
un espace vectoriel de dimension quatre sur le corps Z et e, i, ji, k 


18—01762 
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sa base. Définissons la multiplication des vecteurs de base par les 
égalités suivantes: 
F—ÿ =k= —e, ij=—ji=k, jk = —kj = i, 
ki = —ik = j; 
ae — ea pour tout vecteur a € fe, i, j, k}. 
Le produit de deux quaternions quelconques est défini par l'égalité 


(ae + Bi + vi + Ôk) (aie + Bai + Y15 + O1k) — 
= (aus — PB: — Yy1 — 66,) e + 
+ (abri + Bar + VO1 — Ov) à + 
+ (avi + y + ÔB: — B6;) j + 
+ (@ô1 + œÔ + By1 — YB1) k. 


Les quaternions q = ae + Bi + yj + ôk et q = ace — pi — 
— yj — Ôk sont dits conjugués. Le nombre réel 


N (q) = q-q = &° + B° + y? + 6° 
est appelé norme du quaternion. 


Une vérification directe montre que les conditions de bilinéarité 
sont satisfaites. L’algèbre 


(Y, +, {ox IAE R}, -) 


est donc linéaire. On l'appelle algèbre des quaternions sur le corps 
des nombres réels. On vérifie aisément que l'algèbre (V, +, —,-,e) 
est un anneau non commutatif, dans lequel pour tous a, b € V avec 
a = 0 l'équation ax — b est résoluble. 

Algèbre d’opérateurs linéaires d’un espace vectoriel. Soient 7° 
un espace vectoriel sur le corps # et ®, des opérateurs linéaires de 
cet espace. Le produit mp est défini comme composition de œ et Ÿ, 
c’est-à-dire comme application de l’espace 7° dans lui-même asso- 
Ciant à l'élément x de V l'élément œ (1 (x)): 


(pb) (x) = p (b (x): 
Proposition 3.1. Un produit de deux quelconques opérateurs liné- 
aires de l'espace vectoriel Ÿ° est un opérateur linéaire de cet espace. 
Démonstration. Soient ® et w des opérateurs linéaires 
de l’espace 7°. Le produit œw satisfait aux conditions de linéarité. 
En effet, six, YEVet € F, alors 
(pp) (x + y) = p (b (x + y)) = p (bp (x) + Ÿ (7) = 
= @ ( (À) + @ ( (5) = (q+) (x) + (pt) (y); 
(pb) (x) = @ (Gb Gx)) = p Gb (x)) = À (q (4 (x))) = 
= À ((p) (x)). 


Ainsi, le produit q est un opérateur linéaire de l’espace 7°. O 
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Soit 7° un espace vectoriel sur le corps #. En vertu du corollaire 
1.6, om (7°, Ÿ°) est un espace vectoriel sur le corps F : 


om (7, F) = Hom (7, 7°), +, {ox |A E F}), 


où wj est une opération singulaire (unaire) de multiplication d’opé- 
rateurs linéaires de l’espace 7° par le scalaire À. Considérons l'al- 
gèbre 

(Hom (7°, 7°), +, {mm IA EF}, -), 
où l’opération binaire « - » est une opération de multiplication d’opé- 
rateurs linéaires de l’espace 7”; cette algèbre s'appelle algèbre d'opé- 
rateurs linéaires de l'espace 7° et est notée End 7. 

THEOREME 3.2. Soit Ÿ° un espace vectoriel sur le corps F. L’algèbre 
End Ÿ° est une algèbre linéaire sur le corps F. 

Démonstration. Selon le théorème 2.2, l'algèbre 


(Hom (7°, 7°), +, {wi | À € F}) 
est un espace vectoriel sur le corps #. En outre, les conditions de 
bilinéarité sont satisfaites : 
A) (p+b) x = px + Ÿ4; 
2) x +4) = xp + xŸ; 
G) A (pb) = (A) + = p Av), 
où p, w, X= Hom(7”, 7)et AE F. 
Démontrons l'égalité (1). Si x € Ÿ, alors 
((@ + 4) x) (x) = (q + +) (x (x) = @ (x (x) + à (x (x) = 
= (px) (x) + (x) (x) = (px + x) (x), 
c'est-à-dire qu’on aboutit à (1). De façon analogue, on démontre (2). 
Démontrons la première des égalités de (3). Si x € V, alors 
(À (pb)) (x) = À (pb) (x)) = À (p ( GX) = (ep) (+ (x) — 
= ((Ap) Ÿ) (x), 
c'est-à-dire À (@) = (A) +. De façon analogue, on démontre l’éga- 
lité (Ap) à = p (At). O 
Isomorphisme de l’algèbre d’opérateurs linéaires et de l’algèbre 
matricielle complète. Soient A et {” des algèbres linéaires sur le corps 
#. L'application ® de l'algèbre U sur l'algèbre U’ est appelée 
isomorphisme si elle est injective et respecte les opérations principales 
de l’algèbre 1, c'est-à-dire 
O(a+b)=O(a) + O (b)}, (Aa) — A0 (a), 
® (ab) = ® (a) © (b) 
pour tous a, b E V et tout À € F. Les algèbres U et U’ sont dites 
isomorphes s'il y a un isomorphisme de l’algèbre U sur l'algèbre U’. 
18e 
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On vérifie sans peine que la relation d'isomorphisme d’une collec- 
tion quelconque d'’algèbres sur le corps .# est une relation d’équi- 
valence. 

Exemple. L'algèbre des nombres complexes 


(C. +, {w, [AE R}, :-) 
est isomorphe à l'algèbre de toutes les matrices de la forme 


a —b] 
h a | sur Ÿ : 


Le 
b a 
Dans ce cas la correspondance 


: a —b 
ati |} L 


est établie par l’isomorphisme des algèbres linéaires considérées. 
Notons M (n, F) l’algèbre matricielle complète sur F : 


M (n, .F) = (TX, +, oi lrEF},-). 


\ 
a, bER}, +, {w.|,A€R}, à 


THEOREME 3.3. Soit 7° un espace vectoriel de dimension finie sur 
le corps F avec une base fixée e,, ..., e,. L'application associant à 
chaque opérateur linéaire q de l'espace Ÿ° sa matrice M (®) relativement 
à la base fixée constitue un isomorphisme de l'algèbre d'opérateurs li- 
néaires End 7° sur l'algèbre matricielle complète M (n, F). 

Démonstration. La correspondance de > M (œ) est 
une application de l’ensemble End #° = Hom (?', 7°) sur l’ensemble 
#"X*" des matrices rz X n. En vertu du théorème 2.1, cette applica- 
tion est bijective. De plus, elle respecte toutes les opérations prin- 
cipales de l'algèbre End 7”, c'est-à-dire 


(A) M(p +v) = M (e) + M (p), 
(2) M (9) = 1M (®), 
(8) M (pb) = M (y) M (Ÿ) 


pour tous @, 1 € Hom (7”, 7") et tout À € F. Les égalités (1) et (2) 
ont été démontrées au paragraphe précédent. 

Démontrons à présent l'égalité (3). Soit x € V. Alors (pb) (x) = 
= (1 (x)) et, selon le théorème 2.3, 


M (Cp) Go) = Me Go) = M (+) M (4 (x) = 
= [A (o) M (HI M (x). 
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Ainsi, pour tout vecteur x E V, on a 
M ((ob) (x)) = [M (œ) Ml M (x). 


Selon le théorème 2.4, il s'ensuit l'égalité (3). 
Par conséquent, l'application considérée est un isomorphisme de 
l'algèbre End 7° sur l'algèbre M (n, F). 


Exercices 


1. Démontrer que la multiplication des quaternions est associative. 
2. Démontrer que dans l'algèbre des quaternions le système d'équations 


ir + jy =e, kr — ey = i 
admet une solution unique, tandis que le système 
xi+yi=e, zk — ey = i 


n’a pas de solutions. 
3. Soient a = ae + Bi + yj + Ôk un quaternion et a* = ae — Bi — 
— yj — Ôk. Montrer que pour tous quaternions a, b, on a 


(a) N (a) = aa° = a? + f° + y? + 6; 
(b)  N (ab) = NW (a) N (b); 
(c) (ab)* = b°a*. 


4. Montrer qu'il existe un nombre infini de quaternions satisfaisant à 
l'équation x° + e = 0. 

5. Soit a = ae + Bi + yj + ôk un quaternion quelconque. Vérifier que 
les quaternions a et a* sont des racines de l'équation x° — 2ax + N (a) e = 0. 

6. Montrer que si le quaternion a n'est pas un nombre réel il n'existe que 
deux quaternions satisfaisant à l'équation x? = a. 

7. Démontrer que pour tous deux quaternions a et b,on a 


(aa*) (bb*) = (ab) (ab). 


En déduire que si chacun des nombres m, n est une somme des carrés de quatre 
entiers, alors le produit mn est également une somme des carrés de quatre entiers. 

8. Démontrer qu’en algèbre des quaternions chacune des équations ax = b, 
ya = b avec a 0 admet une solution unique. 

9. Montrer que l’ensemble de tous les quaternions différents de zéro cons- 
titue un groupe par rapport à la multiplication. 

10. Montrer que huit quaternions -e, +i, +j, +k forment un groupe 

multiplicatif (il s'appelle groupe quaternionique). 

11. Soit Y une algèbre de rang n sur le corps #. Montrer qu'avec 4 > n 
tous k éléments de l'algèbre % sont linéairement dépendants sur le corps #. 

12. Soient respectivement 1, 7, J, X des matrices complexes 


k ’| [ 0 à [° | [' 4 
O 11° L—14 03° Li 01° LO —:l” 
ù é= V—1. Montrer que = J®= K?°= 1, IJJ = —JI = K, JK = 
—KJ = I, KI = —IK = J. 
13. Démontrer que l'algèbre des matrices de la forme 
[ a+ Bi A 
—y+0ôi a—fi 


avec a, B, y, Ô réels et i = V =! est isomorphe à l'algèbre des quaternions 
sur le corps des nombres réels. 


Il 2 
| 
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$ 4. Opérateurs inversibles 


Opérateurs inversibles. Soient ç un opérateur linéaire de l’es- 
pace vectoriel 7° et e un opérateur identique de cet espace. L'opéra- 
teur œ est dit inversible s’il existe un opérateur linéaire de l’espace 
T° tel que 


(1) qp=Ee, vyp =e. 


Il n'y a qu’un seul opérateur Ÿ répondant aux conditions (1). 
En effet, si l'opérateur Y, satisfait aux conditions qh, = &, 19 = 
= &, alors 


Va = Ye = V1 (ph) = (hip) D = ep = Y, 


c'est-à-dire ‘Ÿ1 = Y. 


L'opérateur linéaire # satisfaisant aux conditions (1) s'appelle 
opérateur inverse de l'opérateur œ et est noté @”!. 

THÉOREME 4.1. Soit @ un opérateur linéaire d'un espace vectoriel Ÿ° 
de dimension finie = {0}. Les conditions suivantes sont alors équipo- 
tentes : 

(a) l'opérateur est inversible; 

(b) œ est une application injective de 7° sur T'; 

(c) Ker @ = {0}; 

(d) déf @ = 0; 

(e) rang o = dim 7”; 

(f) la matrice de l'opérateur qœ relativement à toute base de l'espace 
T° est inversible. 

Démonstration. Soient @ un opérateur inversible et 
l'opérateur inverse de @. Démontrons que o est injectif, c'est-à-dire 
que pour tous a, b € V il s'ensuit de q (a) =  (b) que a = b. En 
effet, si œ@ (a) =  (b), alors 


Ÿ ( (a)) = ÿ (p (b)), (pp) (a) = (tp) (b), 
e (a) = e(b), a = b. 


De plus, œ est une application sur V, c’est-à-dire que pour tout 
a € V on a une image anticipée. En effet, 


 (p (a)) = (qŸ) a = ea — a, 


c'est-à-dire que Ÿ (a) est l’image anticipée de a dans l'application q. 
Si @ est une injection, le vecteur nul 0 possède une image anti- 
cipée unique dans l'application ®, c'est-à-dire Ker ® = {0}. 
Si Ker q — {0}, la dimension du noyau de l'opérateur est 
nulle, c’est-à-dire déf q = 0. 
Si déf @ = 0, alors, selon le théorème 1.4, rang @ = dim Ÿÿ”. 
Supposons que rang @ = dim 7° = n. Soiente, ,..., e, la base 
fixée de l’espace 7 '. Selon le théorème 2.6, le rang de la matrice 
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M (œ) est égal à celui de l'opérateur œ et, par suite, vaut n. Ainsi, 
les lignes de la matrice M (œ) sont linéairement indépendantes. Par 
conséquent, selon le théorème 5.1, la matrice Af (@) est inversible. 

Posons que la matrice A (œ) est inversible et B est sa matrice 
inverse, c'est-à-dire 


M(9)B=E et BM (œ) = E. 


Selon le théorème 2.1, il existe un opérateur linéaire + de l’espace 7” 
tel que B soit la matrice de l’opérateur 1 relativement à la base fi- 
xée, c’est-à-dire B = M (œ). En outre, M (e) = E, par conséquent, 


M (eo) M (+) = M (e) et M (b) M (œ) = M (e). 


En vertu du théorème 3.3, M (@) M (y) = M (gblet M (+) M (@)= 
= 1 (p@), aussi a-t-on 


M (gp) = Me), M (bo) = M (e). 


Selon le théorème 2.1, il s'ensuit les égalités qp = e et do = e, 
c'est-à-dire que l'opérateur œ est inversible. [ 

Groupe linéaire complet. Selon le théorème 5.1, l’ensemble de 
toutes les matrices inversibles rz X nr sur le corps # est un groupe 
par rapport aux opérations de multiplication et d’inversion. 

DEFIxITION. Un groupe multiplicatif de toutes les matrices inver- 
sibles rz X r sur le corps # est dit groupe linéaire complet de degré n 
sur le corps # et est noté GL (n, .F). 

On voit aisément que tout opérateur inversible de l’espace vecto- 
riel 7° est un automorphisme de cet espace. Inversement, tout auto- 
morphisme de l’espace 7° est un opérateur inversible. L'ensemble 
de tous les opérateurs inversibles de l’espace vectoriel 7° est noté 
Aut 7. 

Considérons l’algèbre (Aut 7”, -, -!), où + est une opération bi- 
naire de multiplication d'opérateurs linéaires de l'espace 7° et -! 
une opération de formation de l'opérateur inverse de l’opérateur 
donné ; cette algèbre sera désignée par le symbole #ut 7°. 

THEOREME 4.2. Soit Ÿ° un espace vectoriel sur le corps #. L'algèbre 


ut Ÿ° est alors un groupe. 


Démonstration. L'ensemble Aut 7° d'opérateurs inver- 
sibles de l’espace 7” est fermé par rapport aux opérations + et “À. 
En effet, si @ est un opérateur inversible, o-! est alors un opérateur 
inversible, car gp"! = p-!@ = &. En outre, si et sont des opé- 
rateurs inversibles, leur produit est un opérateur linéaire inversible, 
car 


(pp) (pp) = e et  (p'lp”!) (pp) = e. 


Selon le théorème 2.3, la multiplication d'opérateurs linéaires est 
associative. L'opérateur identique & est inversible et est un élé- 
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ment neutre par rapport à la multiplication, c'est-à-dire que qe = 
= ep —= q pour tout opérateur linéaire ®. Enfin, pour tout opéra- 
teur inversible @ se vérifient les égalités mp”! = @-!p — e. Ainsi, 
les opérations principales de l'algèbre ut Ÿ' satisfont à tous les 
axiomes du groupe. Par conséquent, cette algèbre est un groupe.Q 

THÉOREME 4.8. Soit 7° un espace vectoriel de dimension n {0} 
sur le corps #. Le groupe ut 7° est alors isomorphe au groupe matri- 
ciel linéaire complet GL(n, F). 

Démonstration. Considérons une application bijective 


D: Aut7"— GLi(n, F), 


définie par l’égalité ® (p) = A7 (æ), où M (œ) est la matrice de l’opé- 
rateur linéaire œ relativement à la base fixée de l’espace 7°. Selon 
le théorème 3.3, pour tous p, 1 € Aut 7° 


M (pt) = M (o) M (+). 


Par conséquent, pour tous opérateurs inversibles ®, Ÿ on a ® (y) = 
= ® (p) D (+). Selon le théorème 3.3.1, il s'ensuit que © est un 
homomorphisme. ® est donc un isomorphisme du groupe Æ#ut 9° sur 
le groupe GL(n, F). D 


Exercices 


1. Soient ®, des opérateurs linéaires inversibles d’un espace vectoriel. 
Démontrer que qŸ est un opérateur linéaire inversible et (p#)-! = p-lp-. 

2. Montrer que les opérateurs linéaires œ, 9 d'un espace vectoriel sont 
inversibles si et seulement si les opérateurs qy et le sont. 

3. Soit @ un opérateur inversible de l'espace vectoriel 9°. Montrer que 
o est un isomorphisme de 7° sur 7°. 

4. Soient y, des opérateurs linéaires d'un espace vectoriel 7° de dimen- 
sion finie. Montrer que si qŸ est un opérateur identique de l'espace 7°, alors 
et sont inversibles. 

5. Soient p, Ÿ des opérateurs linéaires d'un espace vectoriel. Montrer que 
si Kerœ = Kerwÿ = {0}, alors Ker (pw) = {0}. 

6. Soient @ une application linéaire de l’espace vectoriel Z dans l'espace 
vectoriel 7° et une application linéaire de 7° dans l'espace vectoriel 3}°. 
Démontrer que si Ker @ = {0} et Kerÿ = {0°}, alors Ker (bp) = {0}. 

7. Soient @ un opérateur inversible et un opérateur linéaire quelconque 

d’un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que rang (qb) = rang (ÿ) = 
= rang Ÿ. 
8. Démontrer que l'opérateur linéaire de l'espace vectoriel de dimension 
finie Ÿ° est inversible si et seulement s’il transforme chaque système de vecteurs 
linéairement indépendant de l’espace 7° en un système de vecteurs linéairement 
LE den de cet espace. 

. Soit om (7°, 7‘) un espace vectoriel de tous les opérateurs linéaires 
de l'espace 7°. Soient q un opérateur fixé et ÿ un opérateur linéaire quelconque 
de l'espace 7°. Démontrer que l'application ÿ —> a est un opérateur linéaire 
de l'espace om (7°, 7°). Montrer que l’ensemble {| d € Hom (7*, 7°)} 
coïncide avec l’ensemble de tous les opérateurs linéaires de l’espace vectoriel 
om (7°, F°) si o est un opérateur inversible. 
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$ 5. Vecteurs propres et valeurs propres. 
Equations caractéristiques 


Vecteurs propres et valeurs propres. Soient 7° un espace vectoriel 
sur le corps # et @ un opérateur linéaire de cet espace. 

De£riniTioN. Un vecteur a € V est appelé vecteur propre de l’opé- 
rateur o si a Æ 0 et le vecteur œ (a) est égal au produit d’un scalaire 
et du vecteur a. 

Le scalaire À € F est appelé valeur propre de l'opérateur @ s’i} 
existe un vecteur a non nul tel que (a) = Àa. 

Si a est un vecteur propre de l'opérateur w, il existe alors un sca- 
laire À € F unique satisfaisant à la condition q (a) — Àa. En effet, 
si a 0 il s'ensuit de l'égalité Àa — À,a que À — À. Aussi, si 
@ (a) = Àa, dit-on que le vecteur a est associé à la valeur propre À. 

Exemples 1. Soient 7° un espace vectoriel {0} sur le 
corps # et À un scalaire de choix fixé. Définissons l’application œ: 
V — V, en posant q (a) — Àa pour tous a € V. On voit sans peine 
que p est un opérateur linéaire de l’espace 7°; on l'appelle opérateur 
d'homothétie de rapport À. Le scalaire À est la valeur propre de l'opé- 
rateur qui, de plus, est unique. Tout vecteur non nul de l’espace 
7” est un vecteur propre de l’opérateur associé à la valeur propre À. 

2. Soit 7° un espace vectoriel des fonctions réelles à une variable- 
définies sur R et indéfiniment dérivables; 7° est l’espace sur le 


Lé d # # . e 
corps des nombres réels .#. Notons E l'opérateur de dérivation asso- 


ciant à chaque élément jf € V sa dérivée dL. On voit sans peine que 


l'opérateur de dérivation est un opérateur linéaire de l’espace 7°. 
SiA ER, la fonction eÀ* est alors le vecteur propre de l’opérateur de 
dérivation, car — ex, Ainsi, tout nombre réel est la valeur 
propre de l'opérateur de dérivation. 

3. Soient 7 un espace vectoriel bidimensionnel sur le corps des 
nombres réels #, #° = #° et « ER. Notons œ, l'opérateur de 
rotation associant à chaque vecteur de l’espace 7° un vecteur for- 
mant avec le vecteur de départ un angle &. On voit sans peine que 
P4 est un opérateur linéaire de l’espace 7° qui n’a pas de vecteurs 
propres si à = kn, où k est un entier. 

Notons e l’opérateur identique de l’espace vectoriel 7°. Si œ est. 
un opérateur linéaire de l’espace vectoriel 7” et À un scalaire arbitrai- 
re, À E F, on constate aisément que Àe — ip est un opérateur li- 
néaire de l’espace 7°. 

PROPOSITION 5.1. Soient @ un opérateur linéaire de l'espace vecto- 
riel Ÿ° et À la valeur propre de cet opérateur. L'ensemble de tous les vec- 
teurs propres de l'opérateur @ coïncide avec l'ensemble Ker (Àe — œ) XX 


NX {0}. 
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Démonstration. Selon la définition du noyau, 

Ker (4e — p) = {x € V | (Àe — p) (x) = 0}. 
Si a € Ker (Àe — p) {0}, alors 

(Àe — q) (a) — 0, Ae(a)—qp(a) =0, (a) = Àa. 
Ainsi, tout vecteur non nul de l’ensemble Ker (Àe — œ) est le vecteur 
propre de l’opérateur . 

Soit b un vecteur propre quelconque de l'opérateur œ associé 
à À, c'est-à-dire œ (b) = Ab, dans ce cas, 

Ab — p(b) = 0, Àeb — p(b) = 0, (Àe — op) (b) = 0. 
Donc, b € Ker (Àe — œ), et comme b = 0, alors 

b € Ker (ke — p)X{0}. D 


Détermination des vecteurs propres d’un opérateur linéaire. Soi- 
ent 7” un espace vectoriel sur le corps # avec une base fixée e,,... 
+. €nr P un opérateur linéaire de cet espace et À = M (œ) la 
matrice de l'opérateur œ relativement à la base fixée, À = || a ||. 

Pour déterminer les vecteurs propres de l'opérateur @ associés 
à À il faut chercher Ker (Àe — œ). Soit x un vecteur de V; il possède 
dans la base fixée une colonne de coordonnées Z = M (x): 


CAEN ES 
Zn J 


Selon le théorème 2.3, la colonne de coordonnées du vecteur 
(Aie — œ)(x) est (ÀE — A) 7, c'est-à-dire AM((Àe — œ) (x)) — 
= (ÀE — À) Z. Le vecteur] x € Ker (Àe — œ) si et seulement si 


(I) (RE — AT = 0. 


La condition (1) peut être écrite sous forme d'un système linéaire 
homogène par rapport aux variables z,, . .., x, : 


(À —@i;)Ti— Gyote — ... —Gyntn = 0; 
{{) — AiTi + (À — Ge) To — ... — GonTn = 0; 
RS …. +(À— ann) Zn = (0. 


Le vecteur x € V est un vecteur propre de l'opérateur œ associé 
à la valeur propre À si et seulement si la ligne de coordonnées (zx;, . .. 
. + Zn) du vecteur x est une solution non nulle du système linéaire 
homogène (1). On a ainsi démontré la proposition suivante. 
Proposiriox 5.2. Soient q un opérateur linéaire, de l’espace vecto- 
riel 7° avec base fixée et M (œ@) = À la matrice de l'opérateur q relative- 
ment à la base fixée. Le vecteur x est un vecteur propre de l'opérateur 
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associé à la valeur propre À si et seulement si la ligne de coordonnées du 
vecteur x est une solution non nulle du système (1). 

Equation caractéristique. Soit 7° = .#" un espace des vecteurs 
colonnes arithmétiques de dimension n sur le corps #. Soit À la 
matrice n X n fixée associée à #. Considérons l’application 1 :X — 
— AX pour À E.#". On vérifie aisément que # est un opérateur 
linéaire de l'espace 7°. 

DériNiTiox. Soit À la matrice nr X n associée au corps #. Le 
vecteur colonne X est dit vecteur propre de la matrice À si X est un 
vecteur non nul et AX peut être représenté sous forme de produit 
d’un scalaire et du vecteur X, c’est-à-dire sous forme de AX = ÀX. 
À dans ce cas est appelé valeur propre de la matrice À. 

On voit sans peine que les vecteurs propres et les valeurs propres 
de l'opérateur linéaire sont des vecteurs propres et des valeurs pro- 
pres de la matrice À. 

THEOREME 5.3. Soit À une matrice carrée du type nr X n sur le 
corps .Ÿ. L'élément À de F est une valeur propre de la matrice si et 
seulement si 


(1) IAE — A]=0. 


Démonstration. L'élément À, À EF, est une valeur 
propre de la matrice À si et seulement s’il existe un vecteur colonne 
X1 € F" non nul tel que AX, = ÀX, et, partant, (ÀE — A)X, = 0. 
Autrement dit, À est une valeur propre de la matrice À si et seule- 
ment si l'équation 


(2) (A—XE)X =0 


admet une solution non nulle. L'équation (2) peut être considérée 
comme la forme matricielle de l'écriture du système de rx équations 
linéaires à nr variables avec matrice (À — ÀE). L'équation (2) a une 
solution non nulle si et seulement si le déterminant de la matrice 
(A — ÀË) est nul. CO 

CoROLLAIRE 5.4. Un élément À du corps # est une valeur propre de 
la matrice À si et seulement si la matrice ÀE — À est irréversible. 

DeérixiTIoN. Soit À une matrice carrée du type nr “X nr sur le corps 
#. L'équation | ÀE — À | = 0 à variable À est appelée équation 
caractéristique de la matrice À. 

CoRoOLLAIRE 5.5. Un scalaire À € F est une valeur propre de la 
matrice carrée À (sur # )si et seulement si À est une racine de l'équation 
caractéristique de ceite matrice. 


Exemple. Soit À — Ë | une matrice associée au corps des 
scalaires Z. Alors 
À—1 —1 | 


ÀE—A= | =9 ii 
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L'équation 
ÀA—1 —1 
—2 À1—1 


est l’équation caractéristique de la matrice 4. Ses racines À, = 1 +. 


+ V2, = 1 —Y 2 sont les valeurs propres de la matrice À. 
Proposiriox 5.6. Soient À et B des matrices n X n semblables sur 
le corps des scalaires #. Alors | ÀE — À | = | ÀE — B | et les équa- 
tions caractéristiques de ces matrices coïncident. 
Démonstration. Vu que À et B sont semblables, il exis- 
te une matrice inversible T sur # telle que À = T-'BT, donc, 


ÀE — A=XE—T-BT = T'(ÂE — B)T; 
par conséquent, 

[AE — Al=]ITIIAE —B|IIT |. 

Comme |T-1||IT|=ITT|=|E|=1,;onal|ÀE — À | — 
= [AE — B |. Il s'ensuit que les équations caractéristiques 

IAE —Al=0 et |JAE — B|=0 


—=0 ou (À—1)}2—2—0 


des matrices À et B coïncident. O 

DeriniTiox. Soient un opérateur linéaire de l’espace vectoriel 7” 
de dimension finie # {0} et M () sa matrice relativement à une base 
quelconque. L'’équation | ÀE — M (œ) | = O0 est appelée équation 
caractéristique de l'opérateur . 

Opérateurs linéaires à spectre simple. Etudions les opérateurs 
linéaires d’un espace vectoriel de dimension nr possédant » valeurs 
propres différentes. 

THEOREME 5.7. Si les vecteurs propres a,, ..., a, de l'opérateur 
linéaire possèdent des valeurs propres différentes, le système a,, ..., a» 
est alors linéairement indépendant. 

DEMONSTRATION. Soient un opérateur linéaire de l’espace vecto- 
riel7'eta,,...,a» ses vecteurs propres associés à de différentes 
valeurs propres, c'est-à-dire 


(1) P (a) — TETE es P (am) = Ânâm 
et 
(2) MR pou ik. 


La démonstration est effectuée par récurrence sur le nombre m. Vu 
que tout vecteur propre est différent du vecteur nul, le théorème est 
vrai pour m — 1. En admettant que le théorème est vrai pour m — 1 
vecteurs, démontrons qu'il est vrai pour m vecteurs. Il faut démon- 
trer que pour tous &,, . .., 4m € Fil s'ensuit de l'égalité 


(3) aa +...+aGmam = 0 
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les égalités 
(4) a —=0,..., am = 0. 


œ étant un opérateur linéaire il s'ensuit de (3) l'égalité «;g (a) +... 
...+AmE (Am) = 0 et, en vertu de (1), on a 


(5) Aa +... + Amhmam = 0. 


Ajoutons aux deux membres de l’égalité (5) les parties correspondan- 
tes de l'égalité (3) multipliées par (—À,), il vient alors 


(6) @y (Ai — Am) + - + + Ami (m1 — Àm) Am-1 = 0. 


Selon l'hypothèse de récurrence, le système des vecteurs propres 
A, ..., Am, est linéairement indépendant. Aussi déduit-on de (6) 
les égalités 


a (M TT Àm) = 0,..., Œm -1 (Am -1 nn Àm ) = (0. 
En raison de (2) on en tire 
(5) 1 —= 0, er Am-1 —= 0. 


En vertu de (3) et (7) man = 0, de plus, a, 0; par consé- 
quent, m —= 0. 

On a ainsi démontré que de (3) s'ensuit (4), c'est-à-dire que le 
système a,,..., an est linéairement indépendant. O 

DeriNiTioN. L'opérateur linéaire d’un espace vectoriel de dimen- 
sion n (nr > 0) possédant nr valeurs propres différentes est appelé 
opérateur à spectre simple; le jeu de toutes les valeurs propres d’un 
opérateur est appelé spectre de l'opérateur. 

PROPOSITION 5.8. Soit o un opérateur linéaire de l’espace vectoriel 


de dimension n à spectre simple {li, ..., À,}. Soient e,, ..., en 
Les vecteurs propres de l'opérateur œ associés respectivement à À,,..., À. 
Le système e,, . . ., e, est alors une base de l’espace 7. 


Démonstration. Par hypothèse, le spectre À,, . .., Àn 
de l'opérateur p est composé des scalaires différents deux à deux. En 
raison du théorème 5.7, en découle que le système des vecteurs pro- 
pres e,, .-.., en est linéairement indépendant. Selon le corollaire 
7.3.4 il s'ensuit que le système e,, . .., e, est une base de l'espa- 
ce Ÿ. O 

THÉOREME 5.9. Soient o un opérateur linéaire de l’espace vecto- 
riel T° de dimension n à spectre simple À,,...,Anete,..., e, des vec- 
leurs propres de l'opérateur @ associés respectivement aux valeurs pro- 
pres À» + « «+» ÀÂn-. La matrice diagonale 


TA 
(1) Le 
L hn | 
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est alors une matrice de l'opérateur œ@ relativement à la basee,,...,e, 
et pour tout vecteur x = zje, +... + ze, de l'espace Ÿ° 


(2) (x) = Ati +... + AnTnen- 
Démonstration. Par hypothèse, 
(3) @ (e;) — he; ss OP (eh) _— Ân€n- 


Ces égalités montrent que la matrice diagonale (1) est une matrice de 
l'opérateur relativement à la base e,, . .., e,. Ensuite, si x € V 
et x — ze, + ...—+z1,e,, en raison de la linéarité de l’opéra- 
teur œç, on a @(x) = x, (e,) +... + z,œ (e,). En vertu de (3), il 
s'ensuit les égalités (2). O 

Condition de similitude d’une matrice à une matrice diagonale. 

TH£OREME 5.10. Soient À une matrice nr X n sur le corps .# possé- 
dant n vecteurs propres linéairement indépendants et T la matrice dont 
les colonnes sont des vecteurs propres linéairement indépendants de la 
matrice À. La matrice T-' AT est alors diagonale et les éléments de sa 
diagonale principale sont les valeurs propres de la matrice À. 

Démonstration. Soit 


À 


les vecteurs propres linéairement indépendants de la matrice À asso- 
ciés respectivement à À,, . . ., An, c'est-à-dire 


AXS = AXS co AX = XX. 


Notons 7 une telle matrice, de sorte que T = X;pouri=1,...,n: 
c'est-à-dire 


T = [X,, ee) X,l. 
Comme les colonnes de la matrice 7 sont linéairement indépendantes, 
cette dernière est inversible. De la définition du produit des matrices, 
on déduit que 

AT = [AX,,..., AX,); 


d'où, en raison de (1), il vient 


AT ={A,X;, ... Ann] = [X 49 RDS | À] 
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On obtient ainsi 
ra 

T'AT—= | NA EE 

À; + 

THÉOREME 5.11. Siune matrice carrée À d'ordre n est semblable sur 
le corps # à une matrice diagonale, la matrice À possède alors nr vec- 
teurs propres linéairement indépendants. 

Démonstration. Supposons que la matrice À est sem- 
blable sur le corps # à une matrice diagonale, c'est-à-dire qu'il existe 
une matrice inversible T telle que 

FA _ 


(4) T-1AT— 


L An | 


avec À, - . ., Àn € F. Multiplions à gauche les deux membres de 
l'égalité (1) par T ; il vient alors 


ri = 
AT =T 


Ân 


Par conséquent, 
(AT, AT) = TE,.:.54 À TT, 
et, par suite, 
AT= NT", ::3, AT = XT”, 
autrement dit, les colonnes 71, ..., 7" de la matrice 7 sont des 
vecteurs propres associés respectivement à À, ..., À. Comme la 


matrice T est inversible, ses colonnes sont linéairement indépendan- 
tes (selon le théorème 5.1). O 


Exercices 


1. Chercher les vecteurs propres et les valeurs propres des matrices sui- 
vantes sur le corps des nombres rationnels: 


o(} et ef] 


0 # 
2. Soit « un nombre réel non nul. Montrer que la matrice [ A 


ne possède pas de valeurs propres réelles. 


3. Soit « un nombre réel différent de zéro. Chercher les valeurs propres 
et les vecteurs propres sur le corps des nombres complexes de la matrice 


| cos & sin a] 
— Sin & COS 
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4. Chercher les vecteurs propres et les valeurs propres sur le corps des 
nombres complexes des matrices suivantes: 


"001 "000 
L 2 —1 .—2i 
a loto: mliotk of}: [7,7]. 
100 010 : 0 


5. Soit À =[° : une matrice sur le corps #. Montrer que le scalaire 
2€ F est une valeur propre de la matrice À quand À? — (œ + 6) à + («ô — 


6. Démontrer que les nombres réels sont les valeurs propres d'une matrice 
réelle symétrique. 

7. Soit À une matrice carrée. Montrer que la matrice transposée {4 pos- 
sède les mêmes valeurs propres que la matrice À. _ 

8. Montrer que les valeurs propres d'une matrice diagonale sont ses élé- 
ments diagonaux. 

9. Démontrer que les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses 
éléments diagonaux. 

10. Demontrer que toutes les valeurs propres d’une matrice carrée À sont 
différentes de zéro si et seulement si la matrice À est inversible. 

11. Soient À une matrice carrée et 4 tout entier positif. Démontrer que 
si À est une valeur propre de la matrice 4, ÀR est alors une valeur propre de la 
matrice A. 

12. Les valeurs propres d'une matrice inversible À étant connues chercher 
les valeurs propres de la matrice A-!. 

13. Soit À la valeur propre d'une matrice inversible 4. Démontrer que 
À" est une valeur propre de la matrice A” pour tout nr entier. 

14. Soit À une matrice carrée sur le corps F : 


FO) = ao ++... + amAT, où Go, As + - + Em € Fr 

f (4) = @E + A +...+anAm(E est la matrice unité). 
Démontrer que si À est une valeur propre de la matrice À, alors f (À) est une 
valeur propre de la matrice f (4). Montrer que tout vecteur propre de la ma- 
trice À est un vecteur propre de la matrice /f (A). 

15. Soient À, B des matrices carrées n X n sur le corps #, la matrice À 


étant inversible. Démontrer que les matrices AB et BA possèdent une même 
équation caractéristique. 


16. Chercher la matrice diagonale semblable sur le corps des nombres 
rationnels à la matrice: 


oi} [22 et 2]. 


17. Chercher la matrice diagonale semblable sur le corps des nombres 
réels à la matrice: | 


wo js DT}: of]. 


18. Chercher la matrice diagonale semblable sur le corps des nombres 
1 


complexes à la matrice 1 0” 


19. Soit & un nombre réel non entier multiple de x. Démontrer que la 


matrice [ as à | n'est pas semblable à la matrice diagonale réelle. 
—sinœ cos« 
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20. Montrer qu toute matrice 2 X 2 réelle dont le déterminant est néga- 
tif est semblable à la matrice diagonale réelle. 


21. Soient À =|0 h une matrice sur le corps & et a0. Démontrer 


que la matrice À n’est pas semblable à la matrice diagonale. 
22. Démontrer que deux matrices diagonales sont semblables si et seule- 
ment si elles ne diffèrent que par l’ordre de disposition des éléments diagonaux. 
23. Soit À une matrice semblable à la matrice diagonale. Démontrer que 
la matrice 4" est semblable à la matrice diagonale pour tout entier positif. 
24. Chercher toutes les matrices carrées de deuxième ordre sur le corps @ 
aux valeurs propres 1 et —1. 


19—01762 


CHAPITRE IX 


SYSTÈMES D'’INÉGALITÉS LINÉAIRES 


$ 1. Systèmes d’inégalités linéaires 
Notions élémentaires. Le système de la forme 
(A)  œtit. . . + Gintn KV: (i = 1, ..., m), 


où 4 ER,Y: ER, est appelé système d'inégalités linéaires. 
Posons 
A; — (jy, + + + Uin) (=, 3, mm). 
Le système (1) peut être écrit sous la forme vectorielle: 
(2) a;x< y: LT, 52, M), 


me (1): 


A — a _ 
mi mn 
Le système (1) peut être écrit sous la fornie matricielle: 


(3) Ax<e, où c— 


Van 
Soient 4” l’espace arithmétique de dimension 7x sur le corps des 
nombres réels 4 et R" son ensemble de base. 
Le vecteur de R” aux coordonnées E,, . . ., E, est appelé solution 
du système (1) si 
QE + s.. T LinEn < Vi (ë = 1, . n). 
Le système (1) est dit compatible s'il admet au moins une solution. 
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Le système (1) est dit incompatible s’il n’admet pas de solutions. 

Le vecteur (E,, ..., &,) € R'est dit non négatif si E, > 0 pour 
i—1,...,n. Un vecteur non négatif E;, . .., £, est dit positif si 
l’une au moins de ses coordonnées est positive. 

L'inégalité 
(4) Bin +... + Brnrn <Y 


est appelée implication du système (1) si chaque solution du systè- 
me (1) est une solution de l’inégalité (4). 
L’inégalité de la forme 


(9) (Asa EE D + Âmâm) X< AMV: + .….e + km Ÿms 


où ÀA1>0,..., An > 0, est appelée combinaison linéaire non négative 
d'inégalités du système (2). 
ProposiTiox 1.1. Toute combinaison linéaire non négative d'iné- 
galités du système (2) est une implication de ce système. 
Démonstration. Posons que l'inégalité (5) est une com- 
binaison linéaire non négative d'’inégalités du système (2). Soit 
& € R" une solution quelconque du système (2), 


(6) ae < Vi (i = 4, de. m). 


En multipliant la i-ième inégalité de (6) par À; pouri=1,...,m 
et en additionnant ces inégalités, il vient 


(a +... + Amam) 8< MY + ee + AmŸm- 


Ainsi, l'inégalité (5) est l’implication du système (2). O 

Systèmes homogènes d’inégalités linéaires et cônes convexes. 
Soient 7° un espace vectoriel arithmétique sur le corps des nombres 
réels .#, 7° — .#"et a,,..., a, des vecteurs de l’espace 7. 

Le système 


(1) ax < 0 (ë == 1, _. m) 


est appelé système d'inégalités linéaire homogène. 

DEFINITION. Un ensemble non vide de vecteurs de l’espace vecto- 
riel 7‘, fermé par rapport à l'addition et à la multiplication par des 
scalaires non négatifs (des nombres réels non négatifs) est appelé 
cône convexe de l'espace 7. 

Exemples. Î. Soita € R",a = 0. L'ensemble 


{ia |AZ>O,AECR)} 


est un cône convexe de l’espace .#". Ce cône est appelé demi-droite 
engendrée par le vecteur a. 

2. L'ensemble de toutes les combinaisons non négatives du sys- 
tème des vecteurs a,, . . ., a, de l’espace .#”" est un cône convexe de 
cet espace ; on le notera L* (a,,..., a,). 


19% 
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3. Soit 7° = .#", £ étant un sous-espace de l’espace 7° et L son 
ensemble de base. Alors, L est un cône convexe de l’espace 7. 

4. L'ensemble de toutes les solutions non négatives d'un système 
d’inégalités linéaire homogène (1) est un cône convexe de l’espace 7”. 

9. Soit a €ER',a 0. L'ensemble de toutes les solutions de l’iné- 
galité ax << 0 est un cône convexe de l’espace 7”. Ce cône est appelé 
sous-espace de l’espace Ÿ°' défini par le vecteur a. 

ProposiTion 1.2. Un ensemble de toutes les solutions du système 
linéaire homogène (1) est un cône convexe d’un espace vectoriel 7. 

La démonstration de cette proposition est laissée au soin du 
lecteur. 

COROLLAIRE 1.3. Si a,,..., a, sont des vecteurs non nuls, alors le 
cône de toutes les solutions du système linéaire homogène (1) est une 
intersection de m sous-espaces de l'espace Ÿ° définis par les vecteurs 
4. 0. 

Implications d’un système homogène d’inégalités linéaires. Pour 
démontrer le théorème de Minkowski il nous faut deux lemmes. 

LEMME 1.4. Si 


(3) béLia, .-.., ah), 

alors l'inégalité 

(2) bx<0 

n'est pas une implication du système 
(1) ax< 0 = 1, :::;m): 


Démonstration. Le rang du système des vecteurs a,,... 
+ Am Sera noté r. Supposons qu'est satisfaite la condition (3), 
alors 


(4) rang {a,,..., a, b} = rang (a,,..., a,} + 1 =r +1. 
Soient 

ay = (Gps + + + Lin) (=; cs: mm); 

b — (B,, ..., fn). 

Considérons le système d'équations linéaires 


Œ11T1 + .. + inln — 0, 


5) Gmin FF --. + Amntn = 0, 
Bit... + Pat = 1. 


Sur la base de (4) on conclut que les rangs des matrices fondamentale 
et complète du système (5) valent r + 1. Par conséquent, le systè- 
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me (5) est compatible. Aussi existe-t-il un vecteur 8 tel que 
a;$ = 0 . 
DE — 1 (= ts ::, M): 


Le vecteur & est la solution du système (1) qui ne satisfait pas 
à (2). Ainsi, l’inégalité (2) n'est pas une implication du systè- 
me (1). O 

COROLLAIRE 1.5. Si l'inégalité (2) est l'implication du système (1), 
alors 


bELi(a,, ..., ah). 


Selon la loi de contraposition cette affirmation est équipotente 
au lemme 1.4. 
LEMME 1.6. Soient l'inégalité 


(2) ex<0 
une implication du système 
{) ax<0 (i=1,...,m) 
et 
(3) c=Aa +... <+Am-jam-1 + ÂAmâms 
Ms ces m2 0, Âm K 0. 
À lors, l'inégalité (2) est une implication du système 
(4) ax<0 G=1,...,m—1). 


Démonstration. Considérons le système 


(1) ax<0,..., an_,x< 0, (—a») x< 0. 
Le vecteur c, en vertu de (3), est une combinaison linéaire non 
négative des vecteurs a,, . .., 4m_,, (—ah), 


(I) c=hka +... + Am am + (—Âm) (—an)- 


En vertu de la proposition 1.1, il s’ensuit que (2) est une implication 
du système (II): 


©) A + (0). 


I1 nous faut démontrer que toute solution & du système (4) est 
une solution de l'inégalité (2). Deux cas sont possibles: a,ë< 0 ou 
(—an)$ << 0. Si a,Ëë< 0, alors & est une solution du système (1) et, 
par conséquent, par hypothèse, & est une solution de l'inégalité (2). 
Si, par contre, —a»$6< 0, alors &est une solution du système (1°); 
par conséquent, en raison de (4), c’est également une solution de 
l'inégalité (2). Bref, toute solution de (4) est une solution de l’iné- 
galité (2). O 
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Théorème de Minkowski. En théorie des inégalités linéaires un 
des théorèmes essentiels est le suivant. 
THEOREME 1.7. Soit l'inégalité 


(2) bx<O0 
considérée comme une implication du système 
(1) a;:xx< 0 (i=1,...,m). 


Alors, bE Lr(a,, ..., a»). 

Démonstration *) (conduite par récurrence sur m). Le 
théorème est vrai pour m — 1. En effet, posons b 0. Par hypothe- 
se, l'inégalité bx< 0 est l'implication de l'inégalité ax < 0. Selon 
le corollaire 1.5, b — Àa,, où À ER. Comme bÆ0,onai #0, 
a, <0et a,a, > 0. Donc le vecteur (—a,) est une solution de l’iné- 
galité a,x< O0 et, par hypothèse, une solution de l'inégalité (2), 
c'est-à-dire Aa, (—a,)< 0. Par conséquent, À > 0. Le théorème est 
apparemment vrai pour b = 0. 

Supposons que le théorème se vérifie quand le système est com- 
posé de m — 1 inégalités. Etant donné que (1) —+ (2), en raison du 
corollaire 1.5, bE L(a,, ..., a,). Parmi les représentations du 
vecteur b il y a une représentation où le nombre des coefficients non 
négatifs est le plus grand. Soit 


(3) b — Àja; + .. + Àmam 


une de ces représentations. Soit s le nombre des coefficients non 
négatifs dans (3), s< m. Il faut démontrer que s — m. Posons que 


44) s< m. 


Par convention, les coefficients À,, ..., À, ne sont pas négatifs. 
Considérons le vecteur 


ER à ‘ 
C= À Arai +Amam; 
1ÈTSS 


Soit M un ensemble de toutes les solutions du système (1) et E un 
vecteur quelconque de M, alors a,ë< 0 et À, (a,ë6)> 0 si s << k < 
< m; par conséquent, 


(6) (b—c)5—= À Aaë>0. 
s<h<m 
* La démonstration figure dans l'ouvrage de S. N. Tchernikov « Théorè- 
mes fondamentaux de la théorie des inégalités linéaires » (C. H. Uepauxos, 


< O6 ocHoBHbix Teopemax TeOpuHit ANHeÏHBX HePaBenCTB ». CnGipck. MaTeM. X., 
1964, N: 5). cé à 
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En outre, par hypothèse, b&< 0; donc, 
(7) c&+(b — cS< 0. 


Sur la base de (6) et (7) on conclut que c£ << 0 pour tout $ de Af, 
c’est-à-dire que l'inégalité ex< 0 est une implication du systè- 
me (1). 

Selon le lemme 1.6, il en découle que l'inégalité ex< 0 est 
une implication du système 


a;x< 0 (i = 1, ..., m—1), 


composé de m — 1 inégalités. Selon l'hypothèse de récurrence, 
cEL+t{(a,...,an_),c'est-à-dire c peut être représenté sous forme de 


(8) c=Va +... + Ym-iêmenm OÙ Vus es Vm- > 0. 
En raison de (5) et (8) 
b= À vit à (rt) ax +0-am. 
d s<hk<<mM 


1LSiS<s LS 


En cette représentation du vecteur b le nombre des coefficients non 
négatifs est supérieur à s. Cela contredit l'hypothèse que la représen- 
tation (3) du vecteur b renferme le plus grand nombre des coefficients 
non négatifs. On a abouti à une contradiction en admettant que 
s < m. Ainsi, ce cas est impossible. Par conséquent, s — m, c’est-à- 
dire (3) est la représentation cherchée du vecteur b sous forme d’une 
combinaison non négative des vecteurs a,, . .., am. 

Critère d’incompatibilité d’un système d’inégalités linéaires. Pas- 
sons à l'étude des systèmes d'’inégalités linéaires non homogènes. 

THEOREME 1.8. Le système d'inégalités 


(1) a;x< y: (i = 1, ..., m) 
est incompatible si et seulement s'il existe des nombres réels À,,...., 1m 
satisfaisant aux conditions 

Ma +... + Amaâm = 0 
(2) MVite:.- + ÀAmYm < 0 


Démonstration. Supposons que le système (1) est incom- 
patible et démontrons qu'il existe les nombres réels satisfaisant aux 
conditions (2). Soit 


(3) a; — (CAPE + …, Qin) (i —= 1, 3 m). 


(A41>0,...,Àn > 0). 


Considérons un système d'’inégalités homogène 
(4)  œntit... + Gintn — Viln #1 & 0 (= 1, ..., m) 
aux variables x,, ..., æ,, zh+1. L'’inégalité 


9) Oz, + CE + Oz, + Tn+1X 0 
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est une implication du système (4). En effet, si (E,, . . ., En, En+1) 
est une solution arbitraire du système (4), alors 


(6) En+1 0, 


car pour Eh+1 > 0 le vecteur (E1E3%41, . . ., EnËn+1, 1) serait une 
solution du système (4), tandis que le vecteur (Ë,8541, . . ., EnËn%: 
une solution du système de départ (1), ce qui contredirait l'hypothèse 
de l’incompatibilité de ce système. 

Comme l'inégalité (5) est une implication du système (4), selon 
le théorème de Minkowski, le vecteur (0, . .., O0, 1) peut être repré- 
senté sous forme d’une combinaison linéaire non négative des vec- 
‘teurs 


(CITE » Lin» — Y1); 
(Ami rs mn) — Ym); 
autrement dit, il existe des nombres réels À,, . . ., À, tels que 


itin +... + Amamn = 0, 
a (— V3) +. + Am (— Ym) = 1: 

En raison de (3), il s'ensuit que 
ay +... +Amam = 0, 
MiVit + AmYm < 0; 


c'est-à-dire les conditions (2) sont satisfaites. 

Supposons maintenant qu'il existe des nombres réels À, . .., À» 
satisfaisant aux conditions (2) et démontrons que le système (1) est 
incompatible. Considérons l'inégalité 


(7) Ga +... + Amam) X< AV + eee + AmYms 
constituant une combinaison linéaire non négative d'’inégalités du 
système (1). Selon la proposition 1.1, cette inégalité est une implica- 
tion du système (1). En raison de (2), l'inégalité (7) peut être écrite 
sous forme 

0-x < 0. 
Cette inégalité n’a pas de solutions et est une implication du systè- 
me (1), aussi le système (1) est-il incompatible. CO 

Soit ay = (ip, - + +» Gin) Pour i = 1,..., m, 

is ee Œin (o 20 ee Ami 


1,20, .. Âm > 0, 
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TH£EOREME 1.9. L'inégalité 


(2) bx< 0 
est une implication de l'inégalité 
(4) Ax< 0 


si et seulement si le système 
(3) ‘Ay = b, y:> 0, 


est compatible. 

Le théorème 1.9 découle directement de la proposition 1.1 et du 
théorème 1.8. 

THEOREME 1.10. Un système 


Ax + b = 0, x> 0 
(où b est une colonne) est compatible si et seulement si pour tout 
y ‘Ay> 0 —+ ‘by 0. 

En remplaçant dans le théorème 1.9 4, ‘4, b, ‘b, x, y respective- 
ment par —!4, —4, tb, b, y, x on se convaincra que le théorè- 
me 1.10 n’est qu’une autre expression du théorème 1.9. 

Solutions non négatives d’un système d’équations linéaires et 
d’un système d’inéquations linéaires. Le système d’équations linéai- 
res 


(A)  œuts + ... + &intn + Bi = 0 (GG = 1, ..., m) 
peut être écrit sous forme matricielle 
Ax + b = 0, 
B: 
Br 
Dans l’étude des problèmes de programmation linéaire on est 
obligé de rechercher les conditions pour lesquelles le système (1*) 


admet au moins une solution non négative. Cette recherche revient 
à étudier la compatibilité du système 


(4) Ax + b= 0, x > 0. 


TRÉOREME 1.11. Le système (1) est compatible si et seulement si est 
incompatible le système 


(2) ‘4y2 0, ‘by > 0. 


Démonstration. Selon le théorème 1.10, le système (1) 
est compatible si et seulement si 


(3) ‘Vy (A4y> 0 — ‘by 0). 


où À = || &;, || est une matrice m * n et b 
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On voit sans peine que 
Vy (4320 — ‘by<0) + Vy( ](4520) V(by<0)), 
+ Vy ](4(20/ ‘by > 0). 
Ainsi, le système (1) est compatible si et seulement si pour chaque y 
7] (4y2 0 A ‘by > 0). 


Par conséquent, le système (1) est compatible si et seulement si est 
incompatible le système (2). DO 
THEOREME 1.12. Le système 


(1)  A4x + b< 0, x> 0, 
est compatible si et seulement si est incompatible le système 
(2)  ‘4y> 0, ‘by > 0, y> 0. 


Démonstration. Soient À une matrice m X n et z = 


21 


—| : |. On voit aisément que le système (1) est compatible si et 


Im. 
seulement si est compatible le système 


1") Ax+z+b= 0, x> 0, z > 0. 


E étant une matrice m X m unité, on a 
x 
Ax+z+b=Ax+Ez+b=1[41]E| l+e 


Aussi le système (1) peut-il être écrit sous forme 


X X 
[A|E] []+b=0 BEC 


Selon le théorème 1.11, le système (1°) est compatible si et seulement 
si le système 


tA 


est incompatible, c'est-à-dire qu'est incompatible le système 
t4y> 0, y> 0, tby > 0. 


Par conséquent, le système (1) est compatible si et seulement si est 
incompatible le système (2). CO 
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Exercices 


1. Démontrer que tout système de n inégalités linéaires homogènes à n 
variables admet des solutions non nulles. 

2. Démontrer que l'inégalité À x < 0 admet des solutions non nulles si 
et seulement si les solutions non nulles vérifient l'inégalité {4 y < 0. 

3. Démontrer que tout polyèdre convexe constitue un ensemble de toutes 
les solutions d’un certain système d'inégalités linéaires. 

4. Montrer qu’un ensemble de toutes les solutions d'un système compatible 
d'inégalités linéaires peut être assimilé à une somme d'un polyèdre convexe 
et d’un cône convexe engendré par un ensemble fini de vecteurs. 


$ 2. Problèmes standard et canoniques 
de la programmation linéaire. 
Théorèmes de dualité 


Problèmes standard et canoniques. Partout plus loin À est une 
matrice m X n sur le corps des nombres réels .»# : 


Œyy -.. in À 


Ami ee mn 


b et c étant respectivement des vecteurs colonnes de dimensions m 
et nr sur #: 


Bi Vi 
b—l: |, eo]. | et ‘bp, ..., pal. 
Pm Ÿn 
CV. Vul. 
La forme linéaire Y,y, + . . . + YAaY, S'écrira comme un produit 
CR 
de la ligne ‘ce et de la colonne y — - , c'est-à-dire 
Un 


ÉCY = Yaÿa +... + Ynÿn: 


La forme linéaire f,z, +... + BPuzn S'écrira comme un pro- 
duit de la ligne ‘b par la colonne z =] : |: 


bz = Biz +... + Brin. 
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Les principaux problèmes de programmation linéaire se 
ramènent aux problèmes standard et canoniques de minimum et de 
maximum. 

Problème standard de minimisation 

S. Chercher la solution du système 


(4) Œnÿi +... + Ginÿn + Bi 0 (i = 1, .…, m): 
n> 0, RE Un > 0, 


minimisant la forme linéaire Y;y, + . - : + YnÿYn-. 
Problème standard de maximisation 
S*. Chercher la solution du système 


2) Œnzy FF... + Emk2m + Ya > 0, 
20: :45 20; 


mazimisant la forme linéaire B,z, +... + Bzm. 

Les conditions (1) et (2) sont appelées contraintes linéaires des 
problèmes S et S* respectivement. Les problèmes S et S* sont dits 
duails l'un de l'autre. 

Sous forme matricielle ces problèmes sont énoncés de la façons 
suivante : 

S. Chercher la solution du système 


(1)  A4y +b< 0, y> 0, 


minimisant la forme linéaire ‘cy. 
S*. Chercher la solution du système 


(2) ‘4z+ce>0, z> 0, 


mazimisant la forme linéaire ‘bz. 
Problème canonique de minimisation 
C. Chercher la solution du système 


(1) Aa Fe... + Ginÿn + Bi = 0 (LA, :.. m), 
n> 0, ._…. Yn > 0, 


minimisant la forme linéaire Y;y, +... + YnÿYn- 
Problème dual du problème C 
C*. Chercher la solution du système 


(IT) Œyn2y À + + + + Emh2m + Ya > 0 (& = i, ..., n), 
mazimisant la forme linéaire B,z, + . . .+ Bmzm- 

Les conditions (I) et (11) sont appelées contraintes linéaires des 
problèmes C et C* respectivement. Les problèmes C et C* sont dits 
duals l'un de l'autre. 

Sous forme matricielle ces problèmes s’énoncent de la façon sui- 
vante : 
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C. Chercher la solution du système 


minimisant la forme linéaire ‘cy. 
C*. Chercher la solution de l'inégalité 


(1) ‘Az +e>0, 


mazimisant la forme linéaire ‘bz. 

Vecteurs possibles et optimaux. Un problème de programmation 
linéaire est dit possible s'il existe un vecteur satisfaisant aux contrain- 
tes linéaires du problème. Si un tel vecteur existe il est dit vecteur 
possible du problème. 

Un vecteur possible est dit solution du problème ou vecteur optimal 
du problème s'il minimise (dans les problèmes S et C) ou maximise 
(dans les problèmes S* et C*) la forme linéaire du problème. La va- 
leur de ce minimum et de ce maximum est appelée valeur du problème 
de programmation linéaire. 

Désignons par z,, ..., z, les premiers membres des inégalités 
du système (II), autrement dit, posons 


(3) Zn = Gun +. - . + Amn2m + Ya (= 1, ..., n). 
Yi 
PROPOSITION 2.1. Si le vecteur | : vérifie les inégalités 
Un 
(1) œuÿa + -. + Ginÿn + Bi 0 (= 1, ..., m), 
alors 


Liÿy +... + Znÿn L'cy — ‘bz. 
Démonstration. En raison de (3), 
ii Fee À Tnÿn = (Gun Fe. + Gmim + M) Hi +... 
ee + (Gin Fee À Œmn2m + Yn) Un = 
= (aa + eee + QanYn) à + ee + (ami + - 
... + GmnYn )2m + ‘CY. 
De là, en vertu de (1°), 
Dÿ He. + tnÿn < — (Ban + + + + Bm2m) + 
+ fey = ‘ey — ‘bz. DO 


CoROLLAIRE 2.2. Si y est un vecteur possible du problème standard 
de minimum et z un vecteur possible du problème dual, alors 


OS ty +... + Tnÿn Key — bz. 
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[| Ya: 
PROPOSITION 2.3. Si le | : | vérifie Le système d'équations 


Yn 
(1”) ind +. + Ginÿn + Bi = 0 (Ü=1,..., m), 


alors 
Tiÿa + ee +Znÿn = ‘cy — bz. 


Cette proposition se démontre de façon analogue à la proposi- 
tion (2.1). 

COROLLAIRE 2.4. Si y est un vecteur possible du problème canonique 
de minimum et z un vecteur possible du problème dual, alors 


Oz +... + znyn == ‘ey — 'bz. 


PROPOSITION 2.5. Si y est un vecteur possible du problème de mini- 
mum (S ou C) et z un vecteur possible du problème dual (S* ou C*), 
alors ‘ey — ‘bz > 0. 

La proposition 2.5 découle directement des corollaires 2.2 et 2.4. 

PROPOSITION 2.6 (CRITÈRE D'OPTIMALITÉ DES VECTEURS). Si y est un 
vecteur possible du problème de minimum, z un vecteur possible du pro- 
blème dual et ‘ey — ‘bz, alors y et z sont des vecteurs optimaux des 
problèmes correspondants. 

Démonstration. Soit y’ un vecteur possible du problème 
du minimum. Selon la proposition 2.5, 


tey’ > ‘bz. 


En outre, par hypothèse, ‘bz — ‘ey, donc ‘ey’ > ‘cy quel que 
soit le vecteur possible y’ du problème de minimum. Par conséquent, 
y est le vecteur optimal du problème de minimum. 

De façon analogue on démontre que z est le vecteur optimal du 
problème de maximum. [ 

Théorème de dualité des problèmes standard. En théorie de pro- 
grammation linéaire les théorèmes de dualité 2.7 et 2.8 sont essentiels. 

THBOREME 2.7. Si deux problèmes standard duals l’un de l'autre 
(S ei S*) sont possibles, ces deux problèmes ont des solutions et‘les valeurs 
de ces problèmes sont identiques. Si au moins un des problèmes est im- 
possible, alors aucun des problèmes n'a de solutions. 

Démonstration. Supposons que les deux problèmes sont 
possibles. Alors, le système 


(1)  Ay + b< O0, y> 0, 
(2) ‘Az +e> 0, z> 0 
est compatible. 


La première partie du théorème sera démontrée si l’on démontre 
l'existence des solutions y et z respectivement pour les sysièmes (1) 
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et (2) qui vérifient 
(3) tey — ‘bz< 0. 


En effet, dans ce cas, selon la proposition 2.5, les vecteurs possi- 
bles y et z vérifient l'inégalité ‘ey — ‘bz => 0. Donc, si y et z véri- 
fient également (3), on a alors tey — ‘bz. Par suite, en vertu du cri- 
tère d’optimalité, les vecteurs y et z sont des vecteurs optimaux des 
problèmes correspondants (S et S*) et les valeurs des deux pro- 
blèmes coïncideront. Il suffit ainsi de démontrer la compatibilité du 
système 


(4) —tA4z—c<0, z>0, 
tcey —‘bz< 0. 
Ecrivons ce système sous forme matricielle : 
A 0  : 
(4) |0 —14 P]+ —c |<o0, > 
te —1tb_| L? 0 : 


Selon le théorème 2.6, le système (4) est compatible si et seulement 
si est incompatible le système 


u 
(5) E D sf v |[>0, tbu — ‘ev > 0, v 1>0. 
À — … 
Ce système peut être écrit sous forme 
Av + b< 0, 
(5) — ‘Au — ci < 0, u > 0, v> 0, 1> O, 
tev — ‘bu < 0. 


Montrons que le système (5) est incompatible. Admettons qu'il 
existe des vecteurs u et vet un nombre réel À vérifiant les inégalités (5). 
Alors pour À > 0 on a: 


A (VA) + b< 0, vA-!> 0, 
(5) — ‘A (ui —c<0, ui-!> 0, 
te (VAT!) — tb (ua”1) < 0. 
Les premières quatre inégalités montrent que les vecteurs vA-! et 


ui"! satisfont respectivement aux conditions (1) et (2), c’est-à-dire 
sont des vecteurs possibles des problèmes correspondants. Par consé- 
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quent, selon la proposition 2.5, 
te (vA =!) — tb (ui -1)> 0, 


ce qui contredit la dernière inégalité (5°). 
Mais si À — 0, le système (5) est incompatible. En effet, par 
hypothèse, est compatible le système (1), (2), c'est-à-dire le système 


o (JE Ce 


Selon le théorème 2.6, de la compatibilité du système (6) s'ensuit 
l’'incompatibilité du système 


tA O0 u u 
>0, tbu — tev > 0, >0, 
0 —41||+v v 


c'est-à-dire est incompatible le système 
AY< 0, 
— ‘Au< 0, u> 0, v> 0, 
tev — ‘bu < 0. 


Ainsi, le système (5) est incompatible et, par suite, le système (4) est 
compatible. 

Supposons maintenant qu'est possible seul l’un des deux proble- 
mes duals l’un de l’autre, par exemple, le problème $, tandis que S* 
ne l’est pas. Démontrons qu'alors le problème S n’a pas de solutions. 
La possibilité du premier problème signifie qu'il existe une solution 
y” du système (1), c’est-à-dire 


(1) Ay +b< 0, y > 0. 


L'impossibilité du problème S*, c'est-à-dire l’incompatibilité du 
système 


(2) —‘Az—c<0, z> 0, 
implique, selon le théorème 1.12, la compatibilité du système 
(2*) Ax< 0, tex< 0, x > (0. 


Par conséquent, il existe un vecteur x’ tel que 

(2) Ax'<0, lex! < 0, x'> 0. 

Sur la base de (1”) et (2”) on conclut que pour tout nr naturel se véri- 
fient les inégalités 

() A(y + nx) + b< 0, y + nx’> 0. 


Donc, pour tout n naturel le vecteur y’ + nx’ est un vecteur possible 
du premier problème. Toutefois, la forme linéaire ‘ey n’a pas de 
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minimum. En effet, 
te(y’+ nx’) = ‘cy’ + n(tex') 


et dans la somme du second membre le premier terme est un certain 
nombre réel, tandis que le second terme, en raison de ‘ex’ << 0, peut 
être rendu, pour un n suffisamment grand, inférieur à tout nombre 
donné. Donc, la forme linéaire ‘ey n'a pas de minimum, autrement 
dit, le premier problème n'a pas de solutions. [] 

Théorème de dualité pour problèmes canoniques. Examinons les 
problèmes canoniques C et C*: 

C. Chercher la solution du système Ay + b = 0, y> 0, minimi- 
sant la forme linéaire ‘cy. 

C*. Chercher la solution de l'inégalité ‘Az + c> 0, maximisant la 
forme linéaire ‘bz. 


Le problème C est équipotent au problème standard suivant : 
S.. Chercher la solution du système 


— À —b 
AlYT| LI<0: y2>0, 
minimisant la forme linéaire ‘ey. 


Le problème dual de S, est le problème suivant : 
S?. Chercher la solution du système 


z' z’ 
[—‘4/*A] ]+e>0 [> 
Z1 Zm+1 
où z'=1l: |, z'=| , qui mazimise la forme linéaire 


Zm Z2m 


[—*bl*b) BA | 


On voit sans peine que le problème S° est équipotent au problè- 
me C*. En effet, 


z’ Zz' 
[— 414] A — ‘A (z"— 27"), [—‘b|‘b] Le. | = th (z”" — z'). 


Tout vecteur de dimension m peut être représenté sous forme d’une 
différence de deux vecteurs non négatifs de dimension m. Par suite, 
si l’on pose z — z” — z', z parcourt l’ensemble de tous les vecteurs 
de dimension m de R” quand z” et z’ parcourent l’ensemble de tous 
les vecteurs non négatifs de R”. 

Par conséquent, le problème Sf est équivalent au problème suivant 
(coïncidant avec le problème C*). Chercher la solution de l'inégalité 
tA4z + c> 0, mazximisant la forme linéaire ‘bz. 

20--01762 
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Les problèmes standard S$, et S? sont duals l’un de l’autre et pour 
eux se vérifie le théorème de dualité. Les problèmes C et C* sont 
respectivement équipotents aux problèmes $S, et Sf. Donc, le 
théorème de dualité s'applique aussi aux problèmes C et C*, c’est-à- 
dire qu'on a le théorème suivant. 

TH£OREME 2.8. Si deux problèmes canoniques duals l’un de l'autre 
(C et C*) sont possibles, alors les deux problèmes admettent des solutions 
et les valeurs de ces problèmes coïncident. Si l’un au moins de ces problè- 
mes est impossible, alors aucun des problèmes n'admet de solutions. 

Théorème d’équilibre. Rappelons qu’on a convenu de désigner 
par Z1, - . ., æ, les premiers membres des inégalités du système (IT), 


Cane EG (k=1,...,n). 
Y1 


THÉOR£ME 2.9. Soient y= | le vecteur possible du pro- 


Un 
21 


blème canonique de minimum et | le vecteur possible du 


Zm 


problème dual. Si 
(+) Tiÿ1 — 0, es Tnÿn — 0, 


alors y et z sont des vecteurs optimaux des problèmes correspondants 
(C et C*). 

Démonstration. Supposons que les conditions (+) sont 
satisfaites. Selon le corollaire 2.4, on a 


(1) O<zay +... + zoyn = ‘ey — tbz. 


Sur la base de (+) et (1) on conclut que ‘cy — ‘bz = 0. Selon le 
critère d'optimalité les vecteurs y et z sont des vecteurs optimaux 
respectivement des problèmes C et C*. [] 

Remarque. La condition (+) est également nécessaire pour 
que les vecteurs possibles y et z soient optimaux. En effet, selon le 
corollaire 2.4, (1) est vérifié. Si les vecteurs y et z sont optimaux, 
alors, selon le théorème 2.8, 


(2) ‘cy = ‘bz. 
De (1) et (2) il s'ensuit 
OL try +... + Tnÿn = 0. : 


Puisque y et z sont des vecteurs possibles, on a x2,,...,2 > 0 et 
Yys + + +» Un > 0. De là s’ensuivent les égalités (+). 
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Exercices 


1. Montrer que si l’un des problèmes duals l’un de l'autre de la program- 
mation linéaire (canoniques ou standard) admet une solution, alors l’autre 
problème a également une solution. 

2. Donner un exemple de problème standard (canonique) de minimum à 
deux variables qui, ainsi que son dual, ne soit pas possible. 

3. Construire un exemple de problème standard de minimum admettant 
plus d’une solution optimale. 


$ 3. Méthode du simplexe (méthode de Dantzig) 


Méthode du simplexe. La méthode du simplexe a été mise au 
point par Dantzig pour des problèmes de programmation linéaire. 
Dans la méthode simple de résolution simultanée de deux problèmes 
canoniques duals l’un de l’autre exposée plus loin on se réfère 


à Hall [28]. 
Considérons les problèmes canoniques duals l’un de l’autre. 
C. Chercher la solution du système 
ŒuaUs + +. + inÿn + Bi =0, 
D Se ed an y>0, ..., y >0, 
mia + - + + EmnYn + Pm = 0, 


minimisant la forme linéaire v: 


Vi tee. + Ynÿn = LV. 
C*. Chercher la solution du système 


C23 +... + Emi2m + Y1Z20, 
ne RSS eue sn 
Gin + ++. + Amn2m + Yn >0, 


mazximisant la forme linéaire u: 
Biz +. + BPmim = U. 


La méthode du simplexe est la méthode permettant de résoudre 
simultanément les problèmes canoniquesC et C* duals l’un de l’autre. 


Œyg «++ in 
Soit A=| ....... la matrice du système d'équations (I). 


Ami eee mn 


On admettra plus loin que le rang de la matrice À est m; cette hypo- 
thèse simplifie quelque peu l’exposé schématique de la méthode du 
simplexe. On peut réduire le cas général à ce cas étudié. 

20% 
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Considérons le tableau 


=Z2 —Z 


Co tableau se prête à la représentation simultanée de deux systèmes 
d'équations linéaires. Il représente le système linéaire suivant les 
lignes : 


ant +... + fn... y", 
(1) 
tnt + +ôn+ = 7 


et suivant les colonnes : 


..+art+...+yr+...—26, 
(2) 
pr +... +ôr+...—=2. 


La transformation du tableau avec élément pivot & (&« =£ 0) substi- 
tue au tableau de départ le tableau correspondant à la solution du 
système (1) par rapport à —n* et à la solution du système (2) par 
rapport à z*. 

Une fois résolue}l’équation du système (1) comportant l'élément 
pivot « par rapport à —1n*, il vient 


.+a li +...+aBn+...=—1"*. 
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En portant cette expression de —1n* dans les autres équations du 
système (1), on obtient: 
(1) .+aty#*+...+aifn+...—=—1", 
.—Qhyyt +... H(Ô— a ify)n+...—=—7y. 
De façon analogue, en résolvant le système (2) par rapport à z*, 
il vient 


..+atz# + .+(—aty)z+ Tr, 
(2) 
+ a ipzé +... H(Ô— a iBy)z+...—=z. 


Ainsi, la transformation du tableau avec élément pivot &« rem- 
place le tableau de départ par le tableau suivant: 


correspondant à la solution du système (1) suivant les lignes par 
rapport à —n* et du système (2) suivant les colonnes par rapport 
à Z*. 

Les deux problèmes canoniques C et C* duals l’un de l’autre 
trouvent leur représentation dans le tableau 


V1 . + Un 4 


Cherchons simultanément la solution des deux problèmes. Chas- 
sons d’abord les variables z,, . . ., 2m non soumises aux contraintes. 
C'est la première étape de la résolution. Elle est mise en œuvre par 
une succession de transformations avec pivot en partant du tableau T.. 
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Les opérations s'effectuent jusqu'à l’apparition dans le tableau d'un 
élément non nul avec y au-dessus et zéro à droite sur la ligne. On 
obtient finalement le tableau de la forme 


Ym+i °°” Un 0...0 4 


= Ln+l —=Zn= 2 ee —=Z7m—=Uu 
(420, y; >Ù) 


Dans ce tableau les variables avec primes représentent en un arrange- 

ment différent les variables figurant dans le tableau de départ T,, 

les lignes et les colonnes ayant été permutées par rapport à la posi- 

tion des zéros. Les m dernières colonnes représentent les équations 

exprimant les variables z,,...,z. en fonction des variables z,, . .. 
+ Tm-. Ces équations doivent être extraites: 


2m = dmils + + +: + dmmEn- 


Ensuite, il ne faut considérer que les égalités liant les variables 
z{ et y;, qui sont exprimées par la partie du tableau T, comportant 
les nr — m premières colonnes. Ainsi, après élimination des varia- 
bles z,,..., 2m, on aboutit au tableau 


Ym+1 °° ® Yn 1 


T1 


Zmwi °°° Tn u 
Le tableau T est dit possible suivant les lignes si sont remplies 
les conditions 


(1) B<O0, ..., Pr < 0. 
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Ces conditions traduisent que le vecteur (—B,, . . ., —B,,, 0, . .., 0) 
est le vecteur possible du problème C, c’est-à-dire qu'il vérifie le 
système (1). Supposons que le tableau T est possible suivant les li- 
gnes, c’est-à-dire que les conditions (1) sont satisfaites. L'objectif de 
l'étape suivante de résolution du problème est de rechercher par une 
série de transformations avec pivot dans le tableau obtenu à partir 
de T les vecteurs possibles des deux problèmes (C et C*) satisfaisant 
aux conditions 


(+) T1ÿ1 = Os TnUn — 0 (x > 0, y, > O). 


Selon le théorème d'équilibre, ces vecteurs seront des vecteurs opti- 
maux des problèmes correspondants. 

Introduisons les notations: @ un nombre non négatif, © un 
nombre non positif. Posons qu’on part du tableau T et que l’on est 
en mesure de passer au tableau de la forme 


Alors, en dotant les variables libres x;, . . ., Zm et Ym+1, - + -, Un de 
valeurs nulles, on obtient les vecteurs possibles des deux problèmes 
(C et C*) constituant des vecteurs optimaux de ces problèmes. 

Voyons l'influence de la transformation avec élément pivot «,, 
sur la colonne des termes libres et la valeur de la forme linéaire v 
à minimiser : 


Œrs Br . Qrs QrsBr) 
As Ps sc. — rss Pr —GrsBr@ts 
Va 300 sc. —QriYs -.. Ô— rip, y, 


On suppose que dans le tableau (à gauche) les éléments B, de la 
colonne des termes libres ne sont pas positifs, c'est-à-dire 


(1) Bi<0 G=1,..., m). 


Il nous faut que la nouvelle valeur de la forme linéaire v ne soit 
pas supérieure à la précédente, c'est-à-dire que ô — «;!B,y,< 6. 
Cette inégalité se vérifie si sont satisfaites les conditions 


(a) as >0, Ys < 0. 
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Avec la satisfaction de ces conditions la nouvelle valeur de la forme 
linéaire v n’est pas supérieure à la précédente, en outre, la nouvelle 
valeur de la forme v pour B, << 0 est strictement inférieure à la 
précédente. 

De plus, il nous faut que les nouveaux éléments de la colonne des 
termes libres soient non positifs, c’est-à-dire que 


B: su QraBr@is LO. 
Avec la satisfaction des conditions (a) et pour &;,< 0 cette inégali- 


te est vérifiée. Si, par contre, «;, > 0 l'inégalité peut s’écrire sous 
forme 


() + h pour tous a,>0 (ir). 


On aboutit ainsi à la règle suivante de sélection de l'élément pivot 
de la transformation du tableau possible suivant les lignes. 

Soit un tableau possible suivant les lignes. En guise d'élément pivot 
(de la transformation) il nous faut choisir l'élément «,, si sont satisfaites 
les conditions: 

(a) v:<0, «a.,>0; 
GO > HE avec a >0 (sr). 

Le choix de l'élément pivot conformément à cette règle garantit 
la possibilité d’un nouveau tableau suivant les lignes et pour B, << 0 
fournit une nouvelle valeur de la forme linéaire v (à minimiser) stric- 
tement inférieure à la précédente. 

En partant du tableau possible on effectue par lignes la succes- 
sion des transformations avec pivot en se conformant à la règle de 
choix de l'élément pivot. L'opération s'achève quand dans la dernié- 
re ligne du tableau il n’y a plus d'éléments négatifs; cela signifie 
que le tableau est possible aussi bien par lignes que par colonnes, 
c'est-à-dire qu’on a trouvé les solutions des deux problèmes C et C* 
(on a obtenu les vecteurs optimaux). 

Le processus prend aussi fin au cas où on se heurte dans le tableau 
à une colonne négative (qui n’est pas la dernière) de la forme 


et, par suite, la règle de choix de l'élément pivot est inapplicable. 
Cela signifie que le problème C* est impossible, car on ne peut satis- 
faire à la condition x, > 0. 
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Le tableau T peut s'avérer impossible aussi bien par lignes que 
par colonnes. Dans ce cas en cherchant la solution possible du problè- 
me C ou en établissant l'impossibilité du problème C* on agit de la 
façon suivante. Les lignes du tableau T sont permutées de façon 
que toutes kes lignes possibles soient en haut du tableau: 


Ym+r °° * Un 1 


Les À + 1 premières lignes de ce tableau seront considérées comme 
un tableau possible par lignes et on tâchera de minimiser (—yx+:). 
Si au cours du cheminement on aboutit à une valeur non positive de 
(—Yr+:), on obtiendra alors x +1 lignes possibles ou davantage. On 
poursuit le processus de façon analogue en recherchant la représen- 
tation du plus grand nombre de lignes en forme possible. Si une 
ligne positive apparaît dans le tableau, c’est-à-dire une ligne (impos- 


sible) de la forme 
@-..@| + 


cela signifiera que le problème C est impossible, car on ne peut satis- 


faire à la condition —y;< 0. 
Si, par contre, il s'avère que la valeur minimale de (—y:+;) est 


positive, on a le tableau de la forme 


Dans ce cas en guise d’élément pivot on choisit l'élément marqué 
par une flèche. On vérifie sans peine que ce choix fournit k& +1 
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lignes possibles ou davantage. On a ainsi obtenu le procédé permet- 
tant de trouver la solution possible du problème C dans tous les 
cas réalisables. 


Problème. Chercher la solution du système 
SU — 4ÿe + 133 — 2y, + ys — 20 = 0, 
() y —ye + Sys — y + ys — 8 = 0, 
n2>0, y220, ys,2>0, yw>0, ys2>0, 
minimisant la forme linéaire v, 
Yi + Ge — Tys + Yi + Sys = v. 


Le problème dual à celui qu’on a donné peut être formulé ainsi: 
chercher la solution du système 


T=5 +2 +12>0, 
Lo = — 4 — 2 + 6>0, 
(11) za = 13 + 522 — 7> 0, 
Zy = —22, — 29 + 1> 0, 
Ts = +2:+92>0, 
maximisant la forme linéaire u, 
— 20z, — 8z, = u 


Ces deux problèmes se représentent par le tableau suivant: 


Ya V2 Ys UT Vs 1 


re” 


à ti ta 
CE 


TZ Zso Ts Ze Ts = 


Cherchons simultanément les solutions des deux problèmes. Chassons 
d’abord les inconnues z, et z,. En chassant z, par transformation 
avec élément pivot 1 (noté en caractère gras) il vient 


VA Ya Ys VA 0 1 
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A présent chassons z, par transformation avec élément pivot 4 de 
la première colonne: 


0 Vo Us Ya 0 1 


4/4  —3/4 2  —1/4 
—1/4 —1/4 3  —3/4 


1 8 —24 5 


Z1 Ta Ts T4 Za = U 


La première et la cinquième colonnes montrent que z, et z, s’expri- 
ment en fonction de z, et x, de la façon suivante: 


En éliminant la première et la cinquième colonnes dans le ta- 
bleau précédent, il vient 


Ce tableau est possible par lignes. En accord avec la règle de choix de 
l’élément pivot on adopte 2 dans la seconde colonne et en réalisant 
la transformation on aboutit au tableau 


Yo Yi Ve 1 


—3/8 1/2 —1/8 
7/8 —3/2 


—1 12 


La Z] T4 = tu 


Dans le tableau obtenu on choisit l'élément 7/8 dans la première 
colonne en guise d’élément pivot et, en réalisant la transformation 
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on aboutit au tableau 


Ce tableau est possible aussi bien par lignes que par colonnes. En 
supposant les variables « libres » Z:, Zs, Yi, Ya, Ys égales à zéro, il 
vient : 


LT] — 72/7, La — 0, T3 = 0, Ty — 41/7, Ts —= 8/7, 
= 0, Ya —= 417, Us — 42/7, Uy — 0, Us — 0. 


En portant les valeurs trouvées de zx, et x; dans les formules (III), 
on obtient z, — 23/7, z: — — 50/7. Par conséquent, le vecteur 
(0, 4/7, 12/7, O, 0) est la solution du premier problème, tandis que le 
vecteur (23/7, —50/7) est la solution du problème dual. De plus, 
u = v = — 60/7, c’est-à-dire que la valeur minimale de la forme 
linéaire v et la valeur maximale de la forme linéaire uw sont éga- 
les (—60/7). 


Exercices 

1. Maximiser la forme linéaire 2x, + 3x, en remplissant les conditions 
4x, + 2z + zs = 4 et Z1 + Ÿta = . 

2. Maximiser la forme linéaire Z1 + Szs + zs en remplissant les condi- 
tions 


OT F Fra KB 21 F 27e + 478 < 4. 

3. Résoudre le problème de la compatibilité du système d'inéquations 
linéaires 

OZy F 4Ta — 728 < À, 

—Z Ÿ Ts — Ts < —4, 

—Iz1 — 21e + 4zs KES, 

Br, — 2ra — 273 € —7. 

4. Etablir si le système d'inégalités linéaires suivant est compatible: 

4z1 — 513 > 8, 

27] — 712 > 1, 

—2r, F ra > —2. 
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5. Est-ce que le système d'équations linéaires 
3z = DTs + 2Zs = 0, 
27; EE 4za + ET = 0 


admet des solutions non négatives non nulles? 
6. Démontrer que le système d’inéquations linéaires 


DT1 — 4ta < 7; 
— 37, + za < —5 
n'a pas de solutions non négatives. 
7. Chercher les solutions non négatives du système d'équations linéaires: 
Sz1 + Ta + 678 — 525 = 2; 
—Tz) — 29 — 218 Frs + 2z = —5. 


CHAPITRE X 


GROUPES 


$ 1. Semi-groupes et monoïdes 


Semi-groupes. Soit À un ensemble non vide. L'opération binaire » 
sur l’ensemble À est dite associative si as (bec) = (a = b) + c pour 
tous éléments a, b, c de À. L'opération binaire « est dite commutative 
si pour tous a, b de A,on aasb—=bs a. | 

C'est ainsi que les opérations d’addition et de multiplication 
d’entiers sont associatives et commutatives. L'opération de soustrac- 
tion d’entiers est ni associative ni commutative. 

DEFINITION. On appelle semi-groupe l'algèbre (A, «) du type (2) 
à opération binaire associative +. Une sous-algèbre d’un semi-grou- 
pe est appelée sous-semi-groupe. 

Exemples. 1. Soit + une opération d’addition sur l’en- 
semble N des nombres naturels. L’algèbre {(N, +) est un semi-groupe, 
vu que l'opération d’addition est associative. Ce semi-groupe est dit 
semi-groupe additif des nombres naturels. 

2. Soit M un ensemble non vide et À la collection de toutes les 
applications de l’ensemble M dans lui-même avec la loi de composi- 
tion d'applications * en guise d'opération binaire. L’algèbre (4, 0) 
est un semi-groupe, vu que la composition d'applications est asso- 
ciative. Ce semi-groupe est appelé semi-groupe d'applications de 
l’ensemble M dans lui-même. 

Monoïdes. Soit À un ensemble à opération binaire *. L'élément 
e de À est dit élément neutre par rapport à l'opération » si ase = 
= e«a = a pour tout a de À. 

DEFINITION. On appelle monoïde l'algèbre (4, », e) du type (2, 0), 
dont les opérations principales satisfont aux conditions: 

(1) l'opération binaire » est associative ; 

(2) l'élément e est un élément neutre par rapport à l’opération s. 

Exemples. 1. Soit + une opération d’addition sur l’ensem- 
ble N des nombres naturels. L'algèbre (N, +, 0) est un monoïde, vu 
que l'addition est associative et 0 est un élément neutre par rapport 
à l’addition. Ce monoïde est appelé monoïde additif des nombres natu- 
rels. 

2. Soit - l'opération de multiplication sur l’ensemble N des nom- 
bres naturels. L’algèbre (N, -, 1) est un monoïde, vu que la multi- 
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plication est associative et 1 est un élément neutre par rapport à la 
multiplication. Ce monoïde s’appelle monoïde multiplicatif des nom- 
bres naturels. 

3. Soient x un nombre naturel fixé différent de zéro, À la col- 
lection de toutes les applications de l'ensemble {1, ..., n} dans 
lui-même et & une application identique de cet ensemble. L'algèbre 
(4,0, e), où cest une opération binaire (composition d'applications), 
est un monoiïide, vu que la composition d'applications est associa- 
tive et & est un élément neutre par rapport à l'opération +. Ce monoiï- 
de s'appelle monoïde d'applications de l'ensemble {1, ..., n\ dans 
lui-même. 

4. Soit Æ —= (K, +, —, +, 1) un anneau. L’algèbre (X, -, 1) 
est alors un monoîïde. Il s'appelle monoïde multiplicatif de l'anneau 
XX. 

Loi associative généralisée. Soient À un ensemble non vide et 
+ une opération binaire sur ce dernier. Soit a;, &, ..., 4, une suite 
de r éléments de À. Désignons par le symbole 


A... % On 

la composition de la suite d'éléments définie de façon inductive ainsi: 
As... *An-1* An = (AG... An) * An. 

Selon cette définition, 
aæbac—={(as=blse; axbecsd—={(anbac)xd. 


Si la loi de composition est une multiplication, la composition 
d'éléments a, ..., a, est alors appelée produit et est habituelle- 


n 
ment notée [| & ; au cas d'une notation additive de la composition 


im 
d'éléments a,, . .., a, elle porte le nom de somme et est habituel- 
1 P 


ñn 
lement notée D) a. 


i=! 
Si l’opération binaire »« sur l'ensemble À est associative, on 
montre sans peine que 


asb=cad—={(asb)s(ced) = 
as(bxc)s=d = 
(ae brc)s=sd = 
= as(b=csd). 
Au cas d’une opération binaire associative sur À, l'étude d'une 
composition quelconque d'une suite d'éléments de À, peut être me- 


née en plaçant les parenthèses de façon quelconque, comme le montre 
le théorème suivant. 
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THE6OREME 1.1. Soient À un ensemble à opération binaire associa- 
tive » et a, . .., a, une suite d'éléments de À. Soient 1 < rm << lo < 
<<... na LA, où PM, . -., nn Sont des nombres naturels, et 


b =... a; bi = a, ...+ An,-1 . .. 
Sté by = Any *-.-* ns 
alors 4e...+a = by... + b3. 


Démonstration (s'effectue par récurrence sur n). Si 
n — 2, le théorème est apparemment vrai. Supposons que le théo- 
rème est vrai si la suite comprend x — 1 éléments au plus. 

Premier cas : n; = n. Dans ce cas b, = a,. Par définition, 


D... An = (4e... An-1) * En. 
Par hypothèse de récurrence, 
De... An = bp... + Dr; 
par conséquent, 
De... An = (be... °b1_)e br = bye... » by. 
Deuxième cas: nr, << n. Dans ce cas 
br = (an, -.. + Enr) * On = dk An; 
où bx = An, * ss. ® Eng OÙ 
De... * An = bo® ... + bk 
(selon l'hypothèse de récurrence); par conséquent, 
Av... = (As... an_)+ an = 
= (bye... b;)e a, = (par hypothèse de récurrence) 
= ((bos ... br) e bp) s an = 
= (be... b3_) » (br a) = 
= (bp... -0,_)0b, — 
= be ....0,. DO 


Considérons le cas particulier où l'opération associative binaire 
sur l’ensemble À est une multiplication et a = a —...—0a, = a, 
où a € À. Alors, par définition, 


n 
a = @j"@ ... En — [| &;- 
1=i 


CoOROLLAIRE 1.2. Soient À un ensemble avec une opération binaire 
associative de multiplication donnée sur À et a € A. Alors, pour tous 
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nombres naturels m et n différents de zéro, on a: 
amtn — a"a", am = (a), 
Considérons également le cas où l'opération binaire associative 


sur l’ensemble À est une addition et a = a = ... = a, =a, 
où a € A. Alors, par définition, 


na=da+...+an—= À; &;. 
i=1 


CoROLLAIRE 1.3. Soient À un ensemble avec opération binaire 
associative d’'addition donnée sur À et a € A. Alors, 


(m +n)a = ma + na, (mn) a = m (na) 


pour tous nombres naturels n et m différents de zéro. 


Exercices 


1. Soit (4, -, 1) un monoïde multiplicatif. Démontrer que pour tout 
élément a du monoïde et m et r naturels quelconques, on a les relations 


aman — am +n, (am)jn — amn, 


2. Soient (4, +, 0) un monoïde additif et a € À. Montrer que pour tous 
m et nr naturels, on a 


ma +na=(m+n)a, n (ma) = (nm) a. 


3. Soit (N, +) un semi-groupe additif des nombres naturels. Chercher 
le système des générateurs de ce semi-groupe. 

4. Soit (N, +, 0) un monoïde additif des nombres naturels. Décrire tous 
les sous-monoïdes de ce monoïde. 

5. Soit (N°, -) un semi-groupe multiplicatif des nombres naturels diffé- 
rents de zéro. Chercher le système minimal des pores de ce semi-groupe. 

6. Soit (N, -) un semi-groupe multiplicatif des nombres naturels. Cher- 
cher le système des générateurs du semi-groupe contenu dans tout autre système 
des générateurs de ce semi-groupe. 


$ 2. Sous-groupes et classes suivant un sous-groupe 


Sous-groupes. Soient { un ensemble non vide et S,, un ensemble 
de toutes les permutations de l’ensemble M, c’est-à-dire la collection 
de toutes les applications injectives de l’ensemble M sur lui-même. 
Si f et g sont des permutations de l’ensemble M, leur composition 
fog et l’application inverse f-! sont alors des permutations de l’en- 
semble M. | | | 

TuesoreME 2.1. L'algèbre (Su, ©, “}} est un groupe. 

Démonstration. L'opération binaire + sur Sy, compo- 
sition de permutations de l’ensemble M, est associative en vertu du 
théorème 2.2. La permutation:- identique i,, est un élément neutn 
21—01762 
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par rapport à l'opération °c. Pour toute permutation f de l’ensemble 
M, ff"! = iy. Donc, l'algèbre (S}s, +, -!) est un groupe. 

DeriNiTioN. Le groupe {S,;. +, -?) est dit groupe symétrique sur 
l’ensemble M et noté # ,. Si l'ensemble À est fini et comprend re 
éléments, le groupe # ;, est alors dit groupe symétrique de degré n et 
noté #n. 

Soit & — (G, -, -!) un groupe multiplicatif. À chaque élément 
a du groupe associons l'application t, de l’ensemble G sur G définie 
par la formule 


la (x) = ax pour tout x de G. 


L'application t, est une permutation de l’ensemble G et est appelée 
translation à gauche de G. L'ensemble T (G) = {t, | a € G} est appelé 
ensemble des translations à gauche de G. 

ProposiTioN 2.2. Soit $c = (Sc, ©, “}) un groupe symétrique 
sur l'ensemble G. L'algèbre FT = (T (G), ©, “!) est un sous-groupe du 
groupe # ç. 

Démonstration. Pour tous éléments a, b du groupe $ 
on a les égalités 


(1) footp = tan et taots = ic = te, 
où e est l'unité du groupe &. En effet, pour tout x de G 
(fact) (x) = ta (to (x)) = ta (bx) = abz = tr (x), c'est-à-dire 
Laolp = labe 


En posant dans la dernière égalité b — a”!, il vient £ot5l = t, — 
= ig, où e est l’unité du groupe &. 
En outre, en vertu de (1), toote = toe = ta et 


(2) (t)7 = tt" ET (G). 


Sur la base de (1) et (2) on conclut que 1 ensemble T (G) est fermé 
relativement aux opérations principales du groupe S$ (G). Par con- 
séquent, l’algèbre (T (G),°, -!) est un sous-groupe du groupe Sc. O 

THeoREME 2.3. (DE CAyLey). Tout groupe & — (G, +, “}) est 
isomorphe au sous-groupe du groupe symétrique sur l'ensemble G. En 
particulier, chaque groupe fini d'ordre n est isomorphe au sous-groupe du 
groupe symétrique de degré n. 

Démonstration. Soit 7 (G) la collection de toutes les 
translations à gauche de l’ensemble G. Selon le théorème 2.2, le 
groupe 7 —= (T (G), +, -!) est un sous-groupe du groupe Sc. 

Soit k une application de l’ensemble G sur T (G) définie par la 
formule 


h (a) = t, pour tout a de G. 


L'application hk respecte les opérations principales du groupe ÿ. 
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En effet, en vertu de (1)et (2)},ona 
h (ab) = t,5 = taots = h (a) oc h(b), 
k (a”?) = loi = (ta) = (À (a))”*. 


De plus, À est une application injective. En effet, pour tous a, b 
de l’ensemble G si k(a) — h(b), on a t, = tr, t, (1) = ty (e), où 
e est l’unité du groupe #, ae = be, et, par suite, a = b. Donc, h est 
un isomorphisme du groupe £ sur le sous-groupe 7 du groupe symé- 
trique Sc sur l'ensemble G. O 

Classes suivant un sous-groupe. Soit &£ — (H, -, -!) un sous- 
groupe du groupe & — (G, +, -!). Introduisons sur l’ensemble G la 
relation binaire = : 

a = b (mod }H) si et seulement si ab-! € H ; appelons cette rela- 
tion congruence suivant le sous-groupe SÆ. 

PROPOSITION 2.4. Soit 5 un sous-groupe du groupe &. La congruence 
sur G suivant le sous-groupe $€ est une relation d'équivalence. 

Démonstration. Vu que aa-' € H,onaa= a (mod H), 
c'est-à-dire que la congruence suivant SZ est réflexive. Puisque de 
ab" € H s'ensuit ba”! € H,dea=b (mod H) s'ensuit b = 
= a (mod À): la congruence suivant $ est symétrique. Ensuite, 
pour tous éléments a, b, c de Gsi ab-'E Het bc-'E H, alors 
(ab-?) (bc”!) = ac"! E H. Donc, si a = b et b = c (mod H), alors 
a = c (mod FH): la congruence suivant H est transitive. Ainsi, la 
congruence suivant 4 est une relation d'équivalence. DO 

Exemple. Soient (V, +, —) un groupe additif de l’espace 
vectoriel 7°, £ un sous-espace de l’espace 7” et {L, +, —) son groupe 
additif. Considérons sur V la relation binaire — : 

a = b si et seulement si a — b € L, appelée congruence des vec- 
teurs de V en sens de £. Cette relation est une relation d'équivalence 
sur V. Les classes d'équivalence s'appellent variétés linéaires de 
l'espace 7° de sens £. 

DeriNiTion. Les classes d'équivalence de la congruence suivant 
le sous-groupe £ s'appellent classes à droite du groupe $ suivant le 
sous-groupe d£. 

Notons les principales propriétés des classes suivant un sous- 
groupe. 

PROPRIETE 2.1. Toutes deux classes à droite du groupe $ suivant 
le sous-groupe $£ soit coïncident soit sont disjointes. L'ensemble G est 
la réunion de toutes les classes à droite du groupe $ suivant le sous- 
groupe @. | | 

Cette propriété découle directement du théorème 2.4.1. 

Soit g€G. Notons Hg l'ensemble défini par l'égalité Hg — 
= {hglhEH} 

ProPrI&TE 2.2. Sig € G, alors H£g est une classe à droite du groupe 
S suivant le sous-groupe . 


21% 
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Démonstration. Soit À la classe à droite du groupe & 
suivant le sous-groupe SZ comprenant g. Démontrons que 4 = Hg. 
Soit kg tout élément de Hg. Alors, he” CHet hg= g (mod À). 
Donc, Hg & À. Inversement : si c € À, c'est-à-dire c = g (mod FH), 
2. cg'=hEeEHetc=hgeHe. Donc 4 Hg. Par conséquent, 

= Hg. Q 

Po ce 2.3. Soient À la ciasse à droite du groupe $ suivant le 
sous-groupe SE et g € À, alors À = H£g. 

Démonstration. Les classes À et Hg possèdent un élé- 
ment commun g. Selon la propriété 2.1 elles coïncident, c'est-à-dire 
A = Hg. DO 

PROPRIETE 2.4. Soit S£ un sous-groupe fini du groupe $, g€G. 
Alors, le nombre d'éléments de la classe Hg vaut le nombre d'éléments 
de l'ensemble H. 

Démonstration. Soit m le nombre d'éléments de l’en- 
semble H: H = {h,, ...,hh}. Alors Hg = {h,g, ..., hng} et 
he h,g pour i £ k, car de hk;g = h,g, selon la règle de simplifi- 
cation, s'ensuivrait l'égalité h; = h,. Par conséquent, le nombre 
d'éléments de l’ensemble Hg vaut m. 

Soit 4 le sous-groupe du groupe #. Introduisons sur l’ensem- 
ble G la relation binaire — de la façon suivante: 

a — b (mod }X) si et seulement si b-*a € H ; appelons-la congruen- 
ce à gauche suivant le sous-groupe S£. Une vérification directe montre 
que cette relation est une équivalence sur l’ensemble G. Les classes 
d'équivalence de cette relation s'appellent classes à gauche du grou- 
pe $ suivant le sous-groupe 4. On vérifie sans peine que les classes à 
gauche possèdent des propriétés analogues aux propriétés 2.1-2.4. 

Théorème de Lagrange. Soit # un groupe fini. Le nombre d’élé- 
ments de son ensemble de base G est appelé ordre du groupe ÿ. 

TH£OREME 2.5 (de Lagrange). L'ordre du sous-groupe d'un groupe 
fini est un diviseur de l'ordre du groupe. 

Démonstration. Soient 4 un sous-groupe du groupe 
fini # et 


H, He: .….., H£r 


l’ensemble de toutes les classes à droite variées du groupe # suivant 
le sous-groupe SZ. Alors 
(1).G = HU Hg:U ... UHgs, | 
en outre, deux classes quelconques inclues dans cette réunion sont 
disjointes. Aussi, si nr est le nombre d’éléments de l’ensemble G et 
m le nombre d'éléments de l’ensemble Æ7, a-t-on, selon la propriété 
2.4, que le nombre d'éléments de toute classe Hg; vaut met,en 
vertu de (1), z = mk. CO 

CoRoOLLAIRE 2.6. Si 8 est un groupe fini d'ordre n et g € G,;. alors, 
d'ordre de l'élément g divise n. 

CoRoLLAIRE 2.7. Tout groupe fini d'ordre simple est cyclique. 
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Exercices 


{. Soient $n = (Sn, -, -!) un groupe symétrique des permutations de 
degré n et À, un ensemble de toutes les permutations paires de S,. Montrer 
que #n — (4h, -, “!) est un sous-groupe du groupe #h. 

2. Montrer que pour ur sous-groupe arbitraire d’un groupe multiplicatif 
les éléments inverses des éléments de la classe à gauche constituent des élé- 
ments de la classe à droite. 

3. Démontrer que pour n > 1 les nr — 1 transpositions (12), (13), ... 
..., (1n) engendrent le grour: symétrique #n-. 

4. Montrer que pour n > 2 ies n — 2 cycles à trois termes (123), ... 

.., ({2n) engendrent le _groupe cn des permutations paires. 

5. Soit $ = (G, -, 1) un groupe multiplicatif des matrices inversibles 
n X nr sur le corps #. Soit H un ensemble de toutes les matrices de G dont le 
déterminant vaut l'unité du corps #&. Montrer que (H, -, -l) est un sous- 
groupe du groupe %. 

$. Soient R* un cnsemble de tous les nombres réels différents de zéro et 
R* = (R°, -, 1) le groupe multiplicatif des nombres réels. Montrer que pour 
tout nombre naturel nr = 1 le groupe multiplicatif des racines n-ièmes de l'unité 
est l’unique sous-groupe d'ordre nr du groupe #*. 


$ 3. Groupes cycliques 


Ordre de l’élément du groupe. Soient & = (G, -, -!) un groupe 
multiplicatif, e son élément unité et a € G. 

DeriNiTIoN. On appelle ordre de l'élément a du groupe le plus petit 
nombre naturel m différent de zéro, tel que a" = e. Si a"  e pour 
He nombre naturel n non nul, a est alors appelé élément d'ordre 
infini. 

L'ordre de l’élément a du groupe est noté © (a). 

Exemple. Dans un groupe multiplicatif des nombres com- 
plexes © (i) = 4, © (—1) = 2, © (1) = 1, © (2) = . 

On utilisera plus loin le théorème suivant (voir théorème 4.4.4 
sur la division avec reste). 

Pour des entiers nr et m > 0 il existe des entiers g et r, tels que 


(1) =mq+r, 0Lr<m. 


THEOREME 3.1. Soit m un ordre (fini) de l'élément a d'un groupe 
multiplicatif. L'égalité a" = e, où n est un entier, se vérifie si et seule- 
ment si m divise n. 

Démonstration. Posons que a° = e et démontrons que 
m divise nr. Selon le théorème de la division avec reste, il existe 
pour des nombres n et m des entiers get r satisfaisant aux conditions 
(1). I1 s’agit de montrer que r = 0. En vertu de la condition a" = e 
et, par hypothèse, a" = e. En vertu de (1), il s'ensuit que 


a" = am. or = (a")-.a = a = e. 


Vu que © (a) = m et 0 r << m, il s'ensuit de a’ = e que r = 0, 
c'est-à-dire que m divise n. 
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Supposons maintenant que m divise n et démontrons que a" = e, 
m divisant n, on a ñn — mk pour un certain entier k. Donc, a" — 
= am — (am)h — X — €, c'est-à-dire a" — e. [ 

ProposiTiIoN 3.2. Soit a un élément du groupe multiplicatif muni 
d'un ordre fini m. L'égalité a" = a°, où r et s sont des entiers, se vérifie 
si et seulement si m divise r — s. 

Démonstration. L'égalité a’ — a’ a lieu si et seule- 
ment si a" = e. Selon le théorème 3.1, a"-* — e si et seulement si 
m divise r — s. Par conséquent, a" = a“ si et seulement si m divise 
T — S. 

COROLLAIRE 3.3. Soit a un élément du groupe multiplicatif muni 
d'un ordre fini m. Soient r et s des entiers; r = r + mZ ets — s + mZ 
sont des classes résiduelles modulo m. L' égalité a" = a* est vérifiée 
si et seulement sir =s. 

COROLLAIRE 3.4. Soit a un élément du groupe multiplicatif muni 
d'un ordre fini m. Les éléments e (— a°), a, a°, ..., a"”! sont alors 
distincts. 

ProposiTioNn 3.5. Soient a un élément du groupe multiplicatif 
d'ordre infini et r, s des entiers. L'égalité a" — a a lieu si et seulement 
si r =s. 

Démonstration. De l'égalité r —s s'ensuit apparemment 
l'égalité a7 = a’. Posons que a = a. Si rs, par exemple, si 
r >s, alors a"-" — eet r — s #0. C'est impossible, vu que, par 
hypothèse, l'élément a possède un ordre infini. Donc, r = s. Ü 

Groupes cycliques. On donne plus loin la description des grou- 
pes cycliques. 

DEFINITION. Un groupe multiplicatif (additif) est dit cyclique 
si l’ensemble de base du groupe est composé de puissances (multiples) 
d'un élément quelconque du groupe ; cet élément est appelé élément 
générateur du groupe. 

Exemples. 1. Soit 8 = (Z, +, —) un groupe additif des 
entiers. Chaque élément du groupe est multiple de 1 (ou (—1)). 
Par conséquent, % est un groupe cyclique à élément générateur 1 
(ou (—1)). 

2. Le groupe de superpositions sur lui-même d'un polygone ré- 
gulier de m angles est un groupe cyclique d'ordre m. Une rotation de 
21/m d'un polygone de m angles autour du centre est un élément 
générateur de ce groupe. : 

3. Soient m un entier positif, À = k + mZ et Z,, =: {0, 1, 
..., m — 1} un ensemble de toutes les classes résiduelles modulo 
m. L'opération d’addition + et l'opération singulaire — se définis- 
sent ainsi: 


k+s=k+s, —(k)=(—k)=(m—k). 
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L'opération d’addition est associative et commutative. Ü est l’élé- 
ment neutre par rapport à l'addition des classes et k + (—k) = 0. 
Par conséquent, l'algèbre 5, — (Z», +, —) est un groupe commu- 
tatif d'ordre m. C'est un groupe cyclique à élément générateur 1. 
Le groupe $,, est appelé groupe additif des classes résiduelles modulo m. 

THEOREME 3.6. Si l'élément générateur d'un groupe cyclique est 
muni d'un ordre infini, le groupe est alors isomorphe au groupe additif 
des entiers. Mais si l'élément générateur du groupe cyclique possède 
un ordre fini m, le groupe est alors isomorphe au groupe additif des classes 
résiduelles modulo m. 

Démonstration. Soit & — (G, -, -!) un groupe multi- 
plicatif cyclique à élément générateur a, c'est-à-dire que G — 
 : n € Z}. Soit 8 — (Z, +, —) un groupe additif des entiers 
et S — (Zm, +, —) un groupe additif des classes résiduelles modu- 
lo m. 


Premier cas : © (a) = . Dans ce cas, en vertu de la proposition 
3.5, toutes les puissances entières de l'élément générateur a sont dis- 
tinctes. Donc, l'application f de l’ensemble G sur Z telle que f (a) = 
— n pour tout »r entier est injective. L'application f respecte les 
opérations principales du groupe # car pour tous entiers nr et s: 

f (aa) = fat) =n+s= f(a") + f (a), 

f(a)= —n— — f(a). 

Par conséquent, f est une application isomorphe du groupe & sur 
le groupe &. 

Second cas : © (a) = m, l'élément a est muni d’un ordre fini m. 
Montrons que dans ce cas le groupe # est isomorphe au groupe 8». 
Démontrons que G = {e, a, a*, ..., a"-1}. Soit a* un élément quel- 
conque de G. Selon le théorème de division avec reste, il existe pour 
les nombres k et m des entiers get r tels que 


k=mg+r,, 0O<r<m. 
Il s'ensuit que 
aù = aa = a E fe, a, ..., a}; 
par conséquent, 
GE 4 :: 0) 
Considérons l'application œ de l’ensemble G sur l’ensemble Z,, : 
Zi: {0, 4-2: m—1) telle que 
q (a*) = k pour 4 —0, 1,..., m— 1. 


En vertu de la proposition 3.2, ® est une application injective de 
l'ensemble G sur Z,,. En outre, @ respecte les opérations principales 
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du groupe #, de sorte que 


p(a*a)=pañt)=k+s=k+Ss=1y(a") + (a'), 
pa *)=m—k= —(k). 


Par conséquent, @ est une application isomorphe du groupe & sur 
le groupe &8,. O 

Sous-groupes du £roupe cyclique. Montrons que tout sous-groupe 
du groupe cyclique est aussi cyclique. 

THEOREME 3.7. Tout sous-groupe du groupe cyclique est un groupe 
cyclique. 

Démonstration. Soit & un groupe multiplicatif cycli- 
que à élément générateur a. Soit 4 le sous-groupe du groupe &#. 
Le théorème est apparemment vrai si À ne comprend qu’un seul 
élément. Supposons que Æ comprend plus d’un élément. Le sous- 
groupe #£ contient au moins une puissance positive de l'élément 
a car, autrement, si a" € H, alors (a-*)-! = a* € H. Soit a’ un 
élément de À avec un plus petit exposant positif de la puissance s. 
Tout élément de H est un élément de l’aspect a. Si «€ H, 
alors s divise k. En effet, selon le théorème de division avec 
reste (théorème 4.4.4) il existe pour les nombres k et s des entiers 
g et r tels que 


(A) k=sg+r et 0<Lr<es. 


En raison de (1), a° = a*-# = À (a‘) 2€ H. Comme «EH et 
OLr<s, en vertu du choix du nombre s, r = 0; donc k = sq. 
L'ensemble H est ainsi composé de puissances de l'élément a. 
Par conséquent, 4% est un groupe cyclique à élément générateur 
a. O0 


Exercices 


1. Chercher tous les sous-groupes du groupe additif Æ de tous les entiers. 

2. Chercher tous les sous-groupes du groupe cyclique d'ordre 12. 

3. Chercher tous les sous-groupes du groupe cyclique d'ordre 24. 

4. Démontrer que groupe fini d'ordre simple est cyclique et que son élé- 
ment quelconque, différent de l'élément neutre, est l’élément générateur. 

Démontrer qu'il existe des groupes cycliques d'ordre arbitraire. 

6. Démontrer que l’ordre d'un élément quelconque d'un groupe fini est 
un diviseur de l’ordre du groupe. 

7. Soient m et n des nombres naturels premiers entre eux. Montrer que 
dans un groupe abélien multiplicatif le produit d'un élément a d'ordre m par 
un élément b d'ordre n est un élément d'ordre mn. 

8. Montrer que tout groupe d'ordre 15 est cyclique. 

9. Soit $ un groupe multiplicatif des racines de 1 (racines de puissance n 
pour des nombres naturels quelconques n > 0). Montrer que pour tout nombre 
naturel m différent de zéro le groupe % ne possède qu'un seul sous-groupe 
d'ordre m et que chacun de ces sous-groupes est cyclique. 
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$ 4. Diviseurs normaux et groupes quotients 


Diviseurs normaux du groupe. Soit £ un sous-groupe du groupe #. 
Une question se pose tout naturellement : à quelles conditions les. 
partitions de l’ensemble G en classes à droite et à gauche suivant 
le sous-groupe SZ coïncident? Les sous-groupes munis de ces proprié- 
tés sont distingués au moyen de la définition suivante. 

DEFINITION. Un sous-groupe £ du groupe # est appelé diviseur 
normal du groupe $ si g-'hg € H pour tout élément g de Get tout 
élément À de H. 

La notation &£ À # signifie que S£ est un diviseur normal du: 
groupe & 

Exemples. 1. Soient #, un groupe symétrique des permu- 
tations de degré n et #, son sous-groupe de toutes les permutations- 
paires. Alors #} < Ÿn. 

2. Tout sous-groupe d’un groupe abélien est son diviseur normal. 

8. Soient & un groupe multiplicatif des matrices inversibles- 
n X n sur le corps # et €Z un sous-groupe des matrices dont les. 
déterminants sont égaux à l'unité. Alors & <S$. 

Voyons quelques propriétés des diviseurs normaux du groupe. 

PROPRIETE 4.1. Le sous-groupe $£ du groupe $ est un diviseur- 
normal du groupe $ si et seulement si chaque classe à droite du groupe- 
$ suivant le sous-groupe S£ est également une classe à gauche. 

Démonstration. Posons 


(1) & A5, 
et démontrons que 
(2) Hg = gH pour tout g de G. 


En vertu de (1), g-'hg € H pour tout » de H. Aussi a-t-on hg € gH 
et Hg € gH. Ensuite, en vertu de (1), (g-*)-! kg”! € H. Par consé- 
quent, gH € Hg pour tout » de H, c'est-à-dire on est en présence- 
d'une inclusion gH € Hg. Ainsi, de (1) découle (2). 

Supposons maintenant qu'est satisfaite la condition (2). Alors,. 
pour tout À € H il existe un À, € H tel que kg = gm. Par consé- 
quent, g-'hg € H pour tout g E Get tout hkE H, c'est-à-dire À &. 
Donc, de (2) s'ensuit (1). © 

PROPRIETE 4.2. Soient 4 un sous-groupe du groupe #, & étant 
un sous-groupe du groupe $ et 4 5; alors #4 I &. 

Démonstration. Soient a et b des éléments quelconques. 
de | #4 | et | & | respectivement. Alors, b-lab € | 4 |, car, par 
hypothèse, £ <Y%. Donc, #4 I #. D 

PROPRIETE 4.3. Une intersection de toute collection de diviseurs. 
normaux du groupe $ est un diviseur normal du groupe $. 

Démonstration. Soient #4 4 et æ «5%. Alors 
af $ est un sous-groupe du groupe &. Si cE| #4IN 1 |: 
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et gEG, alors 
gcgE | #4 |, gel |, 


vu que Æ# et ®, par hypothèse, sont des diviseurs normaux du 
groupe #. Donc, g-tgeE| 4INIælet #1 8 à &. 

De façon analogue, on démontre que la propriété 4.3 joue pour 
toute collection de diviseurs normaux du groupe &. 

Groupe quotient. Soient & — (G, +, -!) un groupe multipli- 
Catif et À, B € G. Définissons le produit À-B d’'ensembles À et B 
par la formule 


AB = {rylreA,yEB}. 


Proposition 4.1. Soient S£ un diviseur normal du groupe $ 
et G/H l'ensemble de toutes les classes du groupe $ suivant le sous- 
groupe &£. Le produit de deux classes quelconques du groupe $ sui- 
vant S£ est une classe suivant un sous-groupe. De plus, 

Ha-Hb = Hab. 


Démonstration. Soient ha et h,b, où h, h, EH, des 
éléments quelconques de Ha et Hb respectivement. Dans. ce cas, 
ah,a”' E H puisque £ < S. Donc, 

ha-h,b — h (ah,a”}) ab € Hab; 
par conséquent, (Ha)-(Hb) € Hab. 

Démontrons l'inclusion inverse. Soit hab € Hab. Alors hab = 
— (ha) bE Ha-Hb. Donc Hab © (Ha)-(Hb); par conséquent, 
{Ha)-(Hb) = Hab. O 

Définissons sur l’ensemble G/H les opérations + et -! par les 
formules 

(Ha)-(Hb) = Hab, (Ha)-! = Ha”! 
et considérons l’algebre 

GSISE = (G/H, -+, -*). 

THeoRëME 4.2. Soit € un diviseur normal du groupe $ = 
— (G, +, “!). L'algèbre SSL — (G/H, :+, “}) est un groupe. 

Démonstration. Soient Ha, Hb EG/H. Les opérations 
dans G/H sont définies par les égalités 
(1) (Ha)-(Hb) = Hab, (Ha)”! = Ha”, 


L'opération de multiplication des classes suivant un sous-groupe 
est associative. En effet, si À — Ha, B — Hb, C = He, alors, en 
vertu de (1), 


A-(B-C) = (Ha)-(Hbc) = Habc, 
(A-B)-C = (Hab)-(Hc) = Habc. 
Donc. À (BC) = (AB) C pour tous À, B, C de G/H. 


$ 4] DIVISEURS NORMAUX ET GROUPES QUOTIENTS 331 


L'élément Æ de G/H est un élément unité par rapport à la mul- 
tiplication, car A-H — Ha-He — Ha — À, c'est-à-dire que À -H = 
— À pour tout À de G/JI. En vertu de (1), A°.A-! — Ha-Har-! = 
— Haa-! — H pour tout élément À de G/H. Par conséquent, l’algè- 
bre S/$£ est un groupe. D 

DeriNITION. L'algèbre S/4£ est dite groupe quotient du groupe 
S suivant le sous-groupe 4. 

Exemples. 1. Soient & un groupe additif des entiers, m un 
nombre naturel fixé et k — k + mZ. 

Alors, 


ZimZ = {0,1,..., m—1}, 
k+n=k+n, —(h) = (=-h = m—k. 


L'algèbre S/mS# — (Z/mZ, +, —) est un groupe quotient du 
groupe & suivant le sous-groupe m&. 

2. Soient #, un groupe symétrique des permutations de degré 
n (n>œ1) et #\, son sous-groupe des permutations paires. Alors, 
le groupe quotient #,/%4, est un groupe cyclique de deuxième ordre, 
vu que S,/4, = {A,, 4,0}, où o est une certaine permutation 
impaire. 

Noyau d’un homomorphisme. Soient & — (G, +, -!) et #° —(G, 
e, -!) des groupes multiplicatifs. 

DériniTion. Soit @ un homomorphisme du groupe # dans le 
groupe Z’. On appelle noyau d’un homomorphisme q@ l'ensemble 


Ker @= {x2EGlœ(x) = e’}, 


où e’ est l’unité du groupe S'. 

L'ensemble Ker @ n'est pas vide, car @ (e) = e’. L'ensemble 
Ker o est fermé dans le groupe # vu que pour tous a, b de Ker 
on a 


@(a-b) = p(a)ep(b)—ece —e'; 
p(a”7) = (p(a)" = (e)" =e, 
c'est-à-dire a-b et a”! appartiennent à l'ensemble Ker . 


DEFINITION. Un sous-groupe # avec ensemble de base Ker ®, 
où œ est un homomorphisme du groupe &, sera noté #'er p: 


er ç@ = (Ker p, +, ”) 


et on l’appellera groupe du noyau d'un homomorphisme @ ou simple- 
ment noyau 4. 
PROPOSITION 4.3. Si @ est un homomorphisme du groupe $ dans 
le groupe $” alors #'er q@ est un diviseur normal du groupe ÿ. 
Démonstration. On a montré plus haut que l’ensemhle 
Ker est fermé relativement aux opérations principales du groupe 
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$. En outre, pour tout g de G et tout k de Kerwona 
p (8 he) = p (8 "ce" (8) = p (eg) = pe) = €", 


c'est-à-dire g-*hg € Ker q. Par conséquent, er ® est un diviseur 
normal du groupe # 

ProposiTion 4.4. Soit @ un homomorphisme du groupe $ dans 
le groupe S’ avec noyau $£ = (H, +, 1). Pour tous a, b de G, si 
o (a) = œp(b), on a Ha = Hb. 

émonstration. @ étant un homomorphisme et (a) = 
= p(b), on a 
p (ab?) = p (a)e p (b7*) = p (a) ° (p (b))* = 
= p (a) °(p (a) = €. 
Par conséquent, a-b-'€ H et Ha = Hb. DO 

Théorème des homomorphismes. Dans la théorie des groupes le 
théorème suivant sur les homomorphismes est un des principaux. 

THeOREME 4.5. Soit f un homomorphisme du groupe & sur le 
groupe $" avec noyau $£. Le groupe quotient S/$£ est alors isomorphe 
au groupe # | 

Démonstration. Soient = Y#er f et H = Ker f. Soit 
G = G/H l'ensemble de toutes les classes du groupe & suivant le 
sous-groupe 4. Considérons l'application 


po: GH—+G, 
définie de la façon suivante: 


(4) (Ha) = ,;\x) pour toute classe suivant un sous-groupe Ha 
de G. 


Vu que Ker f = H, la valeur de (Ha) ne dépend pas du choix 
du représentant de a dans la classe suivant un sous-groupe Ha. 
L'application œ respecte l'opération de multiplication dans le 
groupe &/$€, car 


ç (Ha-Hb) = q (Hab) = j (ab) = f (a)-f (b) = y (Ha) p (Hb). 


Donc, selon le théorème 3.3.1, est un homomorphisme du groupe 
GI$E dans le groupe &'. 

Par hypothèse, f est une application de G sur G’. En vertu de 
(1), il s'ensuit que o est une application de G/H sur G’. L'application 
p est injective. En effet, en vertu de (1), de l'égalité ç (Ha) = œ (Hb) 
il s'ensuit que f (a) = f (b); selon la proposition 4.4, il s'ensuit 
que Ha = Hb. Bref, on a établi que œ est une application injective 
de G/H sur G’. Par conséquent, @ est un homomorphisme du groupe 
quotient &/S%£ sur le groupe S’. DO 
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Exercices 


1. Démontrer que tout groupe quotient d'un groupe additif Æ des entiers 
est cyclique. 

2. Chercher tous les groupes quotients d’un groupe cyclique d'ordre 12. 

3. Démontrer que tout groupe quotient d’un groupe cyclique est cyclique. 

4. Démontrer qu’un groupe quotient d'un groupe symétrique #, de per- 
amutations de degré nr suivant le so upe .#, de tou rs les permutations 
paires est un groupe cyclique de deuxième ordre. 

5. Démontrer que le groupe additif Z des entiers est isomorphe au groupe 
additif 2X des nombres pairs. 

6. Démontrer que le groupe additif de tous les nombres complexes est iso- 
morphe au groupe additif de tous les vecteurs du plan. 

7. Soit $ un groupe des permutations. Considérons l'application hk du 
groupe % dans le groupe multiplicatif des nombres +1 et —1 associant chaque 
permutation + de $ à sa signature sgn +. Montrer que h est un homomorphisme. 

8. Montrer que le groupe multiplicatif des racines m-ièmes de 1 est iso- 
morphe au groupe additif Æ, des classes résiduelles modulo m. 

9. Soient $ le groupe multiplicatif des matrices inversibles et réelles 
n X net * le groupe multiplicatif des nombres réels différents de zéro. Soit 
h l'application de & dans #* associant chaque élément g du soupe ÿ au 
déterminant | g|. Démontrer que hk est un homomorphisme dont le noyau est 
le oRsreuRe du groupe % de toutes les matrices nr X nr avec déterminants 
égaux | 

10. Soient 2? un groupe additif des nombres réels et Æ un groupe multi- 
plicatif des nombres complexes dont le module vaut 1. Démontrer que l'appli- 
cation f de l’ensemble R dans X définie par la formule f @ = COS 217 + 
+ i sin 2nx est un homomorphisme du groupe 2 sur le groupe avec noyau Z. 

11. Soient @ un groupe additif des nombres rationnels et Z un groupe 
additif des entiers. Montrer que chaque élément du groupe quotient @/Z pos- 
sède un ordre fini. Démontrer que pour tout n naturel différent de zéro, &/X 
ne poede qu'un sous-groupe d'ordre nr et que chacun de ces sous-groupes est 
cyclique. 


CHAPITRE XI 


THÉORIE DE DIVISIBILITÉ DANS L’'ANNEAU 
DES ENTIERS 


$ 1. Décomposition des entiers en facteurs premiers 


Idéaux d’un anneau des entiers. Introduisons la notion d’idéal. 

DEFINITION. Un ensemble non vide 7 des entiers est appelé 
idéal d'un anneau & des entiers s’il est fermé par rapport à l’addi- 
tion et à la multiplication sur tous entiers, c'est-à-dire si a + b, 
ma € Z pour tous a, bET et tout mE Z. 

1 s'ensuit de la définition que tout idéal 7 est fermé par rapport 
à la soustraction et, partant, contient le nombre zéro. 

Soit nr un entier fixé quelconque. Un vérifie sans peine que l’en- 
semble nZ, nZ = {nr | x € Z}, est un idéal de l’anneau &. Cet 
idéal est appelé idéal principal engendré par le nombre n. L'idéal 
0-Z n'est composé que d’un zéro et est appelé idéal nul. On voit 
aisément que nZ — (—n) Z. L'idéal engendré par le nombre n est 
également noté (n). 

THÉOREME 1.1. Chaque idéal d'un anneau des entiers est principal. 
Si I est un idéal non nul de l'anneau & et d le plus petit nombre positif 
contenu dans I, l'ensemble TI est strictement composé de nombres mul- 
tiples de d, c'est-à-dire I = daZ. 

Démonstration. L'idéal nul est apparemment un idéal 
principal engendré par un zéro. Soit Z un idéal non nul, c'est-à-dire 
comprenant au moins un nombre a différent de zéro. Alors, a, —a € 
€ T'et l’un de ces nombres est positif. Soit d le plus petit nombre posi- 
tif contenu dans 7. L'idéal Z comprend tous les multiples de d, 
c'est-à-dire dZ € J. Il faut aussi montrer que tout nombre c de 7 
est multiple de d. A cette fin, divisons c par d avec reste: 


= dg+r, 0O<r<d, q rez. 


Comme c et dg appartiennent à l'idéal 7Z,onac—dg=re€el. Le 
cas de r > 0 est impossible, vu qur d est le plus petit nombre positif 
contenu dans 7. Par conséquent, r = 0 et c = dg. Ainsi, l'idéal 7 
est strictement composé des multiples de d, 1 = dZ. Ü 

Nombres premiers. L'entier p est dit premier s'il est différent 
de zéro et de +1 et n’a pour diviseurs que +1 et +p. Un entier a 
différent de zéro et de +1 et possédant outre +1 et +a d'autres 
diviseurs est appelé nombre composé. 
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Une vérification directe montre que les premiers facteurs pre- 
miers positifs sont 


2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29: 
les premiers facteurs premiers négatifs sont 
—2, —3, —5, —7, —11, —13, —17, —19, —23, —29. 


Factorisation des nombres entiers. Les entiers a et b sont dits 
premiers entre eux si tout diviseur commun de ces derniers vaut 
+1 ou —1. 

PROPOSITION 1.2. Si des entiers a et b sont premiers entre eux, 
il existe alors des entiers u, v tels que au + bv = 1. 

Démonstration. Considérons l’ensemble 


= {ax + by | x, 5 E Z}. 


On voit sans peine que cet ensemble n’est pas vide et est fermé par 
rapport à l'addition et à la multiplication par des entiers. Z est 
donc un idéal de l'anneau & des entiers. L'ensemble 7 comprend 
le nombre a, a — a:4 + b:0 et le nombre b: b — a-0 + b:1. 
L'ensemble 7 contient des nombres positifs, car a et b sont premiers 
entre eux et, par suite, l’un au moins de ces nombres est différent 
de zéro. Notons d le plus petit nombre naturel positif appartenant 
à l’ensemble 7. Alors, par définition de l’ensemble 7, il existe des 
entiers u, v tels que au + bu — d. Selon le théorème 4.4.5, d est 
un commun diviseur des nombres a et b. a et b étant premiers entre 
eux et d > 0, il s'ensuit que d = 1. Ainsi, au + bv = 1. [ 

TREOREME 1.3. Si le produit de deux entiers se divise par un nombre 
premier p, alors un au moins des facteurs admet p pour diviseur. 

Démonstration. Soit ab le produit des nombres entiers 
admettant p pour diviseur, a ne se divisant pas par p. a et p sont 
alors premiers entre eux. Selon la proposition 1.2, il existe des 
entiers u, v tels que au + pv = 1, d'où 


abu + pbv = b. 


ab se divisant par p il s'ensuit que abu + pbv se divise par p, c'est-à- 
dire b admet p pour diviseur. [ 

THEOREME 1.4. Si un produit de plusieurs entiers se divise par un 
nombre premier p, un au moins de ses facteurs admet alors p pour 
diviseur. 

Démonstration (s'effectue par récurrence sur le nombre 
des facteurs en s'appuyant sur le théorème 1.3). Supposons que le 
théorème est vrai pour nr facteurs. Soit p | (& ... an-@1+1); donc, 


p (a ... a») a1+1. Selon le théorème 1.3, un au moins des deux 
nombres a, . Gn et 4n+1 se divise par p. Si n+, ne se divise pas 
par p, le produit & :.. &n, par contre, se divise par p. Par consé- 


quent, selon l'hypothèse de récurrence, un au moins des nombres 
4... & Se divise par p. []] 
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TH£OREME 1.5. Tout entier positif différent de 1 peut être repré- 
senté sous forme de produit de facteurs premiers positifs. Cette repré- 
s-ntation est unique à l'ordre des facteurs près. 

Démonstration. Soit a un entier positif différent de 1. 
Démoutrons la représentabilité de a sous forme de produit de fac- 
teurs premiers positifs en admettant que cette proposition est vraie 
pour tous les entiers positifs autres que 1 et inférieurs à a. Si a est 
premier, la proposition est vraie. Si a est un nombre composé, on 
peut le représenter sous forme de produit bc des entiers b, c infé- 
rieurs à a et supérieurs à l'unité. Selon l'hypothèse de récurrence, 
à et c peuvent être représentés sous forme de produit des facteurs 
premiers positifs : 


b—=p,... Pr, C— Prt1coe Pm- 


En portant ces factorisations dans l'égalité a — bc, on aboutit à la 
représentation du nombre a 


4 — Pr... PrPr+1--. Pm 


sous forme d’un produit de facteurs promiers positifs. 

Démontrons l’unicité de cette représentation en nous servant de 
la méthode de récurrence. Si a est premier, alors l’unicité de la repré- 
sentation découle apparemment de la définition du nombre premier. 
‘Supposons que pour tous nombres inférieurs à a l’unicité de la repré- 
sentation est respectée. a étant supposé composé, considérons deux 
représentations quelconques du nombre a sous forme de produit de 
facteurs premiers positifs : 


(1) G—=p,... Pm = ++ An: 


Vu que p; | 4 + - - Gn, Selon le théorème 1.4, au moins un des fac- 
teurs Q1 . - . Qn 0St divisible par p,; pour un numérotage adéquat. 
on peut admettre que p; | 4. Puisque p, et q, sont des facteurs pre- 
miers positifs, il s'ensuit que p, = g,. En simplifiant les deux 
membres de l'égalité (1) par p, et en posant a/p, = a,, il vient 


A — Pa -ee Pm — Ja. In. 


Comme le nombre a, est inférieur à a, par hypothèse de récurrence, 
a possède une représentation unique sous forme de produit de fac- 
teurs premiers positifs; donc, m = nr et, pour un numérotage adé- 
quat, Pa —= Qu + + -s Pm — Om- Le nombre «a possède ainsi une 
représentation unique sous forme de produit de facteurs premiers 
positifs. 

CoROLLAIRE 1.6. Tout entier c différent de zéro et de +1 se repré- 
sente de façon unique sous forme du produit 


(4) c = EP1 - - + Pm 
où P1 - + Pm Sont des nombres premiers positifs et e = +1. 
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Dans la représentation (1) peuvent apparaître des nombres pre- 
miers identiques. Si l’on réunit des facteurs premiers identiques 
dans la représentation (1) et l’on modifie, si nécessaire, le numéro- 
tage, on peut représenter (1) sous la forme 


(2) c=eppgs ... ps, 


OÙ P1, - -., p, Sont des nombres premiers distincts, € — +1 et 
œ& >> 0 pour i = 1, 2, ..., s. La représentation d’un entier (diffé- 
rent de zéro) sous forme (2) est appelée sa factorisation canonique. 
Diviseurs d’un nombre entier. En connaissant la factorisation 
canonique d’un nombre naturel, on est en mesure de décrire les 
diviseurs de ce nombre. 
PROPOSITION 1.7. Soient rn un nombre naturel et 


(1) n=pa.pss ... pre 


sa factorisation canonique. Alors, chaque diviseur naturel d du nombre 
n peut être écrit sous forme 


(2) d=phpir... pes, 
où Ô, sont des entiers satisfaisant aux conditions 
(3) 6: € {0, 1, ..., œ} pour i = 1,2, ...,8. 


Démonstration. Soit d un diviseur naturel quelconque 
du nombre n. Etant donné que chaque diviseur premier du nombre 
d est un diviséur du nombre n, dans la factorisation de d, en raison 
de (1), on ne peut rencontrer que des nombres de l'ensemble {p,, ... 

., P«}. Aussi le nombre d peut-il être représenté sous forme (2), 
les exposants Ô; satisfaisant aux conditions (3). 

D'autre part, si d acquiert la représentation (2) et les exposants 
ô, satisfont aux conditions (3), on a 


n=d(pai-t ... pos) (ai —6,>0), 


c'est-à-dire d est un diviseur naturel du nombre n. 

Nombre et somme des diviseurs naturels d’un nombre. La propo- 
sition 1.7 permet de calculer le nombre et la somme des diviseurs 
naturels d’un nombre. 

Proposition 1.8. Soit n — ps! ... ps* la factorisation cano- 
nique du nombre naturel n. Alors le nombre * (n) des diviseurs naturels 
du nombre n s'exprime par la formule tr (n) = (@1 + 1) . .. (as + 1). 

Démonstration. Selon la proposition 1.7, tout diviseur 
naturel d du nombre n peut être représenté sous forme 


d=p} ...pss, 
où 
(3) 6: € {0, 1, ..., œ} pour i = 1, 2,...,5. 
22—01762 
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Aussi pour trouver le nombre de tous les diviseurs naturels du nom- 
bre n suffit-il de calculer le nombre de toutes les collections ordon- 
nées Ô,, . .., Ô, satisfaisant aux conditions (3). En raison de (3) 6; 
peut prendre &; “+ 1 valeurs, les choix des différentes valeurs de 
Ou - -., O4 étant indépendants l’un de l’autre et, en vertu de l’uni- 
cité de la factorisation, à des collections différentes correspondent 
des diviseurs » distincts. Par conséquent, le nombre de tous les 
diviseurs naturels du nombre nr vaut (œ, + 1) ... («, + 1). 
Exemples. 1. Soit nr — 180. Alors, 180 = 2*-3°.5 et 


t (180) = (2 + 1) (2 + 1) (1 + 1) — 

2. Soit nr — 60. Alors, 60 = 2*.3.5 et 

x (60) = (2 + 1) (1 + 1) (1 + 1) = 12. 

ProposiTionx 1.9. Soit n — pi! ... p$® la factorisation cano- 


nique du nombre naturel n. La somme © (n) de tous les diviseurs naturels 
du nombre n s'exprime alors par la formule 


+1 T1 
Pi 1 P, 
A 


Démonstration. Selon La proposition 1.7, chaque divi- 
seur du nombre »# prend la forme PE ... pèse 


6) n)= . À ... pe 
SIN FR Ps 


0,€(0, 1, ..., &,) 


On voit aisément que chaque terme de la somme dans (5) se ren- 
contre exactement une fois après suppression des parenthèses du 
produit 


(6) A++... + pi)... A +ps+...+ ps). 


La somme (5) est donc égale au produit (6). Chaque facteur étant 
une somme des termes d’une progression géométrique, le produit 
(6) vaut 


1 


Pt ee 
La formule (4) est donc vérifiée. [ 
Exemple. Soit r = 60. Alors n =: 2*-3.5 et 


(60)= 1. PT. PL 7.4.6 — 168. 


Ensemble infini des nombres premiers. Le théorème suivant a 
été démontré par Euclide. 

THeOREME 1.10. Un ensemble des nombres premiers positifs est 
infini. . | 
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Démonstration. Montrons que pour chaque ensemble 
fini donné des nombres premiers positifs p,, ..., p, il existe un 
nombre premier positif différent de tous les nombres de cet ensemble. 
A cette fin, considérons le nombre 


= Pi Pe ++. Pn + 1. 


a étant un nombre naturel supérieur à l'unité, selon le théorème 1.5, 
on peut le décomposer en un produit de facteurs premiers positifs 
et, de ce fait, il a au moins un diviseur premier positif p. Ce diviseur 
diffère de Pi-Pa, : - «» Pn: Car, dans le cas contraire, p | p1 ... 

. Pnrs P p|a et la différence a — P1*Pa + +: Pan = 1 Se diviserait 
par p, or c'est impossible. Par conséquent, l'ensemble de tous les 
premiers est infini. [] 

Crible d’Eratosthène. Etudions la méthode d'obtention des pre- 
miers positifs ne dépassant pas un nombre donné. 

PropPosiTioN 1.11. Un nombre composé positif a possède au moins 
un diviseur premier positif ne dépassant pas Va. 

Démonstration. Parmi les diviseurs positifs du nombre a 
différents de l'unité il existe un plus petit; désignons-le par p. 
Si le nombre p était composé, il comporterait un diviseur positif q 
satisfaisant aux conditions 1 << g << p. Dans ce cas le nombre q 
serait un diviseur positif du nombre a inférieur à p, ce qui est en 
contradiction avec le choix du nombre p. Donc, p est un nombre 
premier. Si a = pb, alors b > p. En multipliant membre à membre 

= pb et b > p et en simplifiant par b, on obtient a > pet p << 
< Va. 

PRoPosiTION 1.12. Si un nombre positif a différent de l'unité 
ne se divise par aucun nombre premier positif ne dépassant pas Va, 
il est alors premier. 

Cette proposition découle directement de la proposition 1.11, 
Il existe une méthode simple de construction du tableau des nom- 
bres premiers positifs ne dépassant pas un entier donné. Cette mé- 
thode porte le nom de crible d'Eratosthène. 

Supposons qu'il s’agit de trouver tous les premiers positifs ne 
dépassant pas un nombre naturel a. A cette fin, écrivons la suite 
de tous les nombres naturels de 2 à a: 2, 3, 4, ..., a. Dans cette 
suite rayons chaque deuxième nombre après 2. Le premier nombre 
non supprimé est le nombre premier 3. Ensuite, biffons chaque 
troisième nombre après 3 (en comptant les nombres déjà rayés). 
Le premier nombre suivant 3 non biffé est le nombre premier 5. 
Eliminons chaque cinquième nombre après 5, etc. On continuera 
cette élimination tant qu’on n'’atteigne le premier nombre premier 


non inférieur à V a. En vertu de la proposition 1.12, tous les nom- 
bres non rayés seront des premiers positifs ne dépassant pas a. 


228 
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Exemple. Construisons le tableau des premiers positifs 
ne dépassant pas 50. A cette fin écrivons les nombres naturels de 2 
à 90 et procédons aux éliminations jusqu’à la rencontre du premier 
nombre supérieur ou égal à V 50, c'est-à-dire jusqu'à 11 (les nom- 
bres rayés sont en caractères non gras): 


23456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 
44 45 46 47 48 49 50 


Barrons dans cette suite chaque deuxième nombre après 2, 
ensuite chaque troisième après 3, ensuite chaque cinquième nombre 
après 5 et, enfin, chaque septième après le nombre 7. Tous les nom- 
bres restants seront premiers. On obtient ainsi le tableau suivant 
de la suite des nombres premiers positifs inférieurs à 50: 


2, 3, 9, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 


Exercices 


1. Montrer que pour tout entier r le nombre n (n + 1) (n + 2) est divi- 
sible par 6. 
+ 2. PR que pour tout entier rx le nombre nr (n + 1) (2n + 1) est divi- 
sible par 6. | 

3. Soient m et n des entiers premiers entre eux. Montrer que sont premiers 
entre eux les nombres suivants: m et m+n, met m—n, m + net 2m + n. 

4. Soient a, b, c, d des entiers positifs et a/b, c/d des fractions irréducti- 
bles. Montrer que si a/b = c/d, alors a = c et b = d. 

5. Montrer que si 2% + 1 est un nombre premier, alors r = 2". 

6. Montrer que si 27 — {1 est un nombre premier, alors nr est premicr. 

7. Soient a et n des entiers positifs, «a > 1. Démontrer que si a” + 4 est 
un nombre premier, alors n = 2". 

8. Factoriser le nombre 50! 


9. Montrer qu'avec un nombre naturel n > 1 la somme 1++...+< 


ne peut être un nombre entier. 

10. Un nombre naturel est dit parfait s'il est égal à la moitié de la somme 
de ses diviseurs positifs. Démontrer que tout nombre pair parfait est de la forme 
27 (29 #1 — 4), où n EN, avec 27* — 1 premier. 


$ 2. Plus grand commun diviseur 
et plus petit commun multiple 


Plus grand commun diviseur. Un entier c est dit diviseur com- 
mun des entiers ai, ..., a, si c divise chacun de ces nombres. 

DeriNiTioN. On appelle plus grand commun diviseur des entiers 
js + An Un commun diviseur divisible par tout commun divi- 
seur de ces nombres. Des entiers a,, . .., a, sont dits premiers entre 
eux si leur plus grand commun diviseur vaut l'unité. 
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Un plus grand commun diviseur des nombres a,, ..., a, est 
noté PGCD (a, ..., a); un plus grand commun diviseur positif 
de ces nombres est noté pgcd (a, ..., a). 

COROLLAIRE 2.1. Si d est un plus grand commun diviseur des 
entiers &;, . .., An, l'ensemble de tous les diviseurs communs de ces 
nombres coïncident alors avec l'ensemble de tous les diviseurs du nom- 
bre d. 

COROLLAIRE 2.2. Deux quelconques plus grands communs divi- 
seurs des entiers a;, ..., & sont associatifs, c'est-à-dire ne peuvent 
différer que de signe. Si d est un plus grand commun diviseur des nom- 
bres a;, ..., a,, alors le nombre (—d) est également un plus grand 
commun diviseur de ces nombres. 


ProposiTion 2.3. Si a= [|] p®r et b— [| pfr sont des facto- 
Pia P'1b 
risations canoniques des entiers positifs a et b, le nombre 


d = [I pain (æp. Bp) 
pia 
Pb 
est alors le plus grand commun diviseur des nombres a et b. 
Démonstration. Le nombre dest un diviseur de a comme 
de b en vertu de la proposition 1.7, autrement dit, d est le commun 
diviseur de a et b. Ensuite, si c est un commun diviseur quelconque 
positif de a et b, en vertu de la proposition 1.7, 


c= [] pr: 


pia 
PIb 
de plus, pour chaque diviseur de a et b, on a les inégalités y» < ap, 
Yr LP. Donc, c | d. Par conséquent, d est un plus grand commun 
diviseur des nombres a et b. DO 
Soient a, ..., &, des entiers quelconques. Considérons l'en- 
semble 


(A) lZ= {ka +... + kan | ka, . . ., kn € Z} 


de toutes les combinaisons linéaires entières des nombres a,, ... 
.«. n- On vérifie sans peine que cet ensemble est l'idéal de l’an- 
neau &. Cet idéal est appelé idéal engendré par les nombres a;. ... 
..…. An et noté (ay, - . .; An). 

TH£OREME 2.4. Pour toute collection d'entiers a;, . .., a, il existe 
un plus grand commun diviseur. Le nombre d est un plus grand com- 
mun diviseur des nombres a;, . .., a, si et seulement si l'idéal (a;, ... 


.. . On) est égal à l'idéal (d). 

Démonstration. Si tous les nombres a,;, ..., a, sont 
égaux à zéro, l'unique plus grand commun diviseur de ces nom- 
bres est le nombre zéro. 
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Supposons qu’au moins un des nombres a,, ..., a, est différent 
de zéro. Considérons l’ensemble 7 de toutes les combinaisons linéaires 
entières des nombres a,, ..., a,. L'ensemble Z comprend les nom- 
bres a, s—=1,...,n, car a, = ka +...+k,a, où k, = 1 
et k; = 0 pour i  s. Aussi l’ensemble Z comprend-il des nombres 
différents de zéro. L'ensemble Z est l'idéal de l'anneau des entiers 
engendré par les nombres a;, ..., a; Î = (a, ..., a,). Selon le 
théorème 4.4, chaque idéal de l'anneau & est principal et, par suite, 
est composé de multiples d'un certain nombre entier d, I = dZ. 
Démontrons que d est PGCD (a, ..., a,). Comme chaque élé- 
ment de l’ensemble J se divise par d,onad|a; pouri—1,...,n, 
c'est-à-dire que d est un diviseur commun des nombres a,, ..., @n. 
Ensuite, comme dE I, selon (1), il existe des entiers k,, ..., k 
tels que 


d = ka +... + knan. 


Il s'ensuit que tout diviseur commun c des nombres a, ..., a 
est également un diviseur du nombre d. Ainsi, tout élément d engen- 
drant l'idéal Z = (a,, ..., a,) est un plus grand commun diviseur 
des nombres a;, ..., a,. Il s’ensuit, en particulier de la démons- 
tration, que toute collection finie des nombres a,;, . .., a, possède 
un plus grand commun diviseur. 

Soient d’ un quelconque plus grand commun diviseur des nom- 
bres a,, ..., a et d, comme toujours, un nombre engendrant l'idéal 
I; démontrons que (a, ..., an) = (d’). Tous deux PGCD des 
nombres Œj, : « -» An SOnt associatifs, c’est-à-dire ne diffèrent que 
pa le signe. Par suite, d’ = +d. Donc, l'idéal (d’) coïncide avec 
‘idéal (d). Par conséquent, (a,, ..., a,) = (d’). O 

L'analyse de la démonstration du théorème précédent permet 
également de formuler le théorème suivant. 

THesoR£ME 2.5. Représentons le plus grand commun diviseur d des 


entiers aj, .- - ., 4n Sous forme d'une combinaison linéaire entière de 
ces nombres, c'est-à-dire sous forme d = ka + ...“+k,a, aux 
entiers k,, ..., k,. Ceci étant, si les nombres àa,, ..., a, ne sont 


pas tous nuls, alors | d | est le plus petit entier positif représentable 
sous cette forme. Tous les nombres représentés sous cette forme, autre- 


ment dit, tous les nombres de l'idéal (a;, ..., a,) sont multiples du 
nombre d. 

Proposition 2.6. Si un diviseur commun d des entiers a, . .., &n 
se représente sous forme d'une combinaison linéaire entière de ces nom- 
bres, d est alors un plus grand commun diviseur des nombres a, . .., an. 

Dé monstration. Supposons que le diviseur commun d 
des nombres a;, ..., a, se représente sous forme 


d=ka +...+hk,a,, 
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où k,, ..., k, sont des entiers. Dans ce cas tout diviseur commun 
des nombres a, ..., a, divise la somme k,a, + ...<+ k,a, et, 
partant, d. Donc d est un plus grand commun diviseur des nombres 


ds +. ne Q 
PRoPosiTION 2.7. Pour tous entiers a, b, c 


PGCD (a, b, c) — PGCD (PGCD (a, b), c). 


Démonstration. Soient d, PGCD (a b) et d, 
PGCD (d,, c). Alors d est un diviseur commun des nombres d,et c, 
tandis que le nombre d, est un diviseur commun des nombres a 
et b. Donc, d est un diviseur commun des nombres a, b et c. Selon le 
théorème 2.5, les nombres d et d, peuvent être représentés sous forme 


d = kd; + ka, di = ka + kb, 


où k, k1, k+, kA sont des entiers; aussi a-t-on d = kk,a + kk,b + 
+ k,c. Ainsi, le diviseur commun d des nombres a, b, c peut être 
exprimé linéairement au moyen de ces nombres. Par conséquent, 
selon la proposition 2.6, d est un plus grand commun diviseur de 
ces nombres. [] 

Cette proposition permet de réduire la recherche du plus grand 
commun diviseur de plusieurs nombres à la recherche du plus grand 
commun diviseur de deux nombres. 

Proposition 2.8. Pour des entiers quelconques a, b et c 


PGCD (ac, bc) — c-PGCD (a, b). 


Démonstration. Soit d un PGCD (a, b). Alors, selon 
le théorème 2.5, d peut être représenté sous forme 


d = k,a + k,b, 


où k. et À, sont des entiers, donc cd = k,ac + k,bc. En outre, comme 
d est le diviseur commun de a et b, cd l’est de ac et bc. Par consé- 
quent, selon la proposition 2.6, le nombre cd est un plus grand com- 
mun diviseur de ac et bc. O 

Nombres premiers entre eux. Etudions les propriétés des nombres 
premiers entre eux. 

Proposition 2.9. Des nombres entiers a, . .., a, sont premiers 
entre eux si et seulement si l'unité se représente sous forme d'une com- 
binaison linéaire entière de ces nombres. 

Démonstration. Si les nombres a, ..., a, sont pre- 
miers entre eux, leur plus grand commun diviseur, l'unité, se repré- 
sente, selon le théorème 2.5, sous forme d’une combinaison linéaire 
entière de ces nombres. 

Inversement, si l'unité se représente sous forme d’une combinai- 
son linéaire entière des nombres a;, ..., &,, alors, en vertu de la 
proposition 2.6, l'unité est un plus grand commun diviseur de ces 
nombres. Aussi les nombres a,, ...,a, sont-ils premiers entre eux. O 
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PROPOSITION 2.10. Des entiers a, ..., a, sont premiers entre 
eux si et seulement s'ils ne possèdent pas de diviseur premier commun. 

La démonstration est laissée au soin du lecteur. 

THÉOREME 2.11. Si un nombre entier divise le produit de deux 
entiers et est premier avec l'un des facteurs, alors il divise l’autre facteur. 

Démonstration. Soient a et b deux premiers entre eux 
et a divise bc. Démontrons que a divise c. a et b étant premiers entre 
eux, il existe des entiers k, et k:, tels que 


ka + kb — à 


En multipliant les deux membres de l'égalité par c, il vient 
k,ac + k,bc = c. De plus, a divise bc. Donc, a divise k,ac + k,bc, 
c'est-à-dire a divise c. [ 

PROPOSITION 2.12. Un diviseur commun d des entiers a;, ..., a, 
non simultanément nuls est leur plus grand commun diviseur si et 
seulement si ai/d, ..., a,/d sont premiers entre eux. 

Démonstration. Vu que par hypothèse les nombres 
y) +. d ne sont pas tous nuls, on a d £ 0. Si d'est le plus grand 
commun diviseur des nombres a, ..., a,, alors, selon le théorè- 
me 2.5, il peut être exprimé linéairement au moyen de a,, ..., a, : 


A) ka +...+knan = d, 


où k,, ..., k, sont des entiers. En divisant les deux membres de 
l'égalité par d, il vient 


(2) ki +... + =. 


De là, selon la proposition 2.9, il s'ensuit que les nombres a,/d, 
..., 4/4 sont premiers entre eux. 

Inversement: si les nombres a.,/d, ..., a,/d sont premiers 
entre eux, alors, selon la proposition 2.9, il existe des entiers k,, ... 

., kh pour lesquels est satisfaite l'égalité (2). En multipliant 
les deux membres de cette égalité par d, on obtient l'égalité (1). 
Vu que le diviseur commun d des nombres Œjs - - + An Se représente 
sous forme d’une combinaison linéaire de ces nombres, selon la 
proposition 2.6, le nombre d est un plus grand diviseur de a,, ... 

An. Ù 

Plus petit commun multiple. L'entier c est appelé multiple com- 
mun des entiers a, ..., a S'il est divisible par chacun de ces nom- 
bres. 

DEFINITION. On appelle plus petit commun multiple des entiers 
di, - - -) an Un tel multiple commun qui divise tout multiple com- 
mun de ces nombres. Un plus petit commun multiple des entiers 
&, ., An eSt noté PPCM (a, ..., an). Un plus petit commun 
LA HE des nombres a;, ..., a, différents de zéro est noté 
A 
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De la définition du PPCM (a,, ..., a,) on tire directement le 
corollaire. 

COROLLAIRE 2.13. Deux plus petits communs multiples quelcon- 
ques des nombres a;, . .., a, sont associatifs dans &, c’est-à-dire ne 
diffèrent que du signe. Si m est PPCM (a,, ..., a,), Le nombre (—m) 
est aussi PPCM (a,, ..., a). 

COROLLAIRE 2.14. Si m est un plus petit commun multiple des 
nombres a, . .., a», alors l'ensemble de tous les multiples communs 
de ces nombres coïncide avec l'ensemble de tous les multiples du nom- 
bre m. 

ProPosiTION 2.15. Soient a = pu ... p%s et b = ph... 

. pBs, où p;, ..., p, sont des nombres positifs différents deux à 
deux premiers entre eux et &;, B, des entiers non négatifs. Alors 


(a, b] = pmar (1. Ba) pre (&se Ba) 


La démonstration de cette proposition est laissée au soin du 
lecteur. 


TH£OREME 2.16. Pour toute collection d'entiers a, ..., a, il 
existe un plus petit commun re L'entier m est PPCM (a,, ... 
- An) Si et seulement si (&)f\ ... ff (a,;) = (m), où (a) est 


l'idéal engendré par le nombre ai. 
Démonstration. Considérons l’ensemble 


4) T=(a)n...nN (a). 


Vu que les ensembles (a), ..., (a,) sont fermés par rapport à l'ad- 
dition et à la multiplication par des entiers, il est aisément véri- 
fiable que leur intersection Z est également fermée par rapport à 
l'addition et à la multiplication par des entiers. En outre, cet 
ensemble n’est pas vide, puisqu'il comporte un zéro. Donc, J est 
un idéal de l’anneau des entiers. Selon le théorème 4.4, tout idéal de 
l'anneau des entiers est principal, c’est-à-dire il existe un entier m, 
tel que chaque nombre de JZ soit multiple de m, 7 = (m). Démontrons 
que m est PPCM (a, ..., a,). Comme mE]lI, alors, selon (1), 
m € (a) pour i = 1, ..., m, c’est-à-dire m est un plus petit com- 
mun multiple des nombres a,;, ..., a,. De plus, si m’ est un multiple 
commun quelconque des nombres a, ..., a, on a alors m € 
E (&),..., m’E(a.). Par conséquent, m’ € I = (a;)f\ ...f\ (am) = 
— (m) et, par suite, m’ est divisible par m. Ainsi, m est un plus 


petit commun multiple des nombres a;, ..., an. 
Supposons maintenant que m, est un plus petit commun mul- 
tiple des nombres a,, ..., a, et démontrons que (m;,) = (&) f\ ... 


. fi (a). Comme les nombres m, et m sont des plus petits com- 
muns multiples d'une même collection de nombres a;, ..., a, 
ils sont donc associatifs dans &, c'est-à-dire m, — +m. Par consé- 
quent, (m,) = (m) et, partant, (a) MN ...fA\ (a) = (mi). D 
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PROPOSITION 2.17. Pour tous entiers a, b et c différents de zéro 
avec c> 0, on a: lac, bel = ca, bl. 

Démonstration. Soit m— [{a, b]l. Vu que m est un 
multiple commun de a et b, cm est un multiple commun des 
nombres ac et bc. Soit m’ un multiple commun quelconque des nom- 
bres ac et bc, c’est-à-dire 


m' — kac = sbc, 


où k et s sont des entiers. Comme c = 0, ka = sb. Donc, ka est divi- 
sible par m et, partant, m’ est divisible par mc. Ainsi, cm est un 
plus petit commun multiple des nombres ac et bc. En outre, cm > 0; 
donc [ac, bel = cm = ca, bl. O 

CoROLLAIRE 2.18. Pour tous entiers a, b et c différents de zéro 
PPCM (ac, bc) — c:PPCM (a, b). 

PROPOSITION 2.19. Si des entiers a et b sont premiers entre eux, 
ab est alors un plus petit commun multiple des nombres a et b. 

Démonstration. Le nombre ab est un multiple commun 
de a et b. Aussi est-il suffisant de démontrer que tout multiple 
commun m des nombres a et b est divisible par ab. Le nombre m 
est multiple de b, c’est-à-dire m = be, où c est un entier, et a | bc. 
Comme, par hypothèse, a et b sont premiers entre eux il s'ensuit, 
selon le théorème 2.11, que a divise c, c — ad. Par conséquent, 
m —= abd, c’est-à-dire m est divisible par ab. Ainsi, ab est un plus 
petit commun multiple des nombres a et b. [ 

ProposiTioN 2.20. Si des entiers a et b sont différents de zéro, on a 

ab 

(1) PPCM (a, b) — PGCD @, 0 ” 

Démonstration. Soit d un plus grand commun diviseur 
des nombres a et b. a et b étant différents de zéro, on a d — 0. Selon 
le corollaire 2.18, 


(2) PPCM (a, b) — d PPCM (a/d, b/d). 
Ensuite, en vertu de la proposition 2.12, PGCD (a/d, b/d) = 1. 
D'où, en raison de la proposition 2.19, 


b b 
@ rrou(s,4)-#+ 
Sur la base de (2) et (3) on conclut que la relation (1) se vérifie. C] 
THÉOREME 2.21. Pour tous entiers a, betc, on a 


(1) PPCM (a, b, c) — PPCM (PPCM (a, b), c). 
Démonstration. Soit m — PPCM (a, b, c)}, m, = 


— PPCM (a, b) et m’ — PPCM (m;, c). Selon le théorème 2.16, 
on a 


2) (m) = (a)N (@)N (), (mi) = (a)N @), (m7) = (m)N (c); 
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donc 
(3) (m') = ((a)N (@))N (co) = (a)N ()N (oc). 
De (2) et (3) il s'ensuit que (m) = (m'). [] 


Exercices 


1. Soient a et b des entiers positifs premiers entre eux. Montrer que la 
somme — + après réduction au même dénominateur est une fraction 


irréductible. 

2. Démontrer que d est un plus grand commun diviseur des entiers &, b,c 
si et seulement si a/d, b/d, c/d sont des entiers premiers entre eux. 

3. Démontrer que pour des entiers quelconques a, b, c, k PGCD (ka, kb, 
ke) = k PGOD (a, b, c). 

4. Démontrer que le multiple commun m des entiers a, b, c est un plus 
petit commun multiple si et seulement si les nombres m/a, m/b, m/c sont pre- 
miers entre eux (a, b, c  Ü). 

5. Soit a = m/nr, où m, nr sont des entiers premiers entre eux, m # 0 et 
n>0.Sia= r/s, où r, s sont des entiers et s > 0, il existe alors un nombre 
naturel t, tel que r = tm et s = tn. De plus, t est un plus grand commun divi- 
soeur des nombres r et s. 


$ 3. Algorithme d’Euclide et fractions continues finies 


Algorithme d’Euclide. Etudions le plus simple des procédés 
d'obtention du plus grand commun diviseur de deux entiers. 
PROPOSITION 3.1. Soient a et b deux entiers, b Æ 0 et 


@) a=bg+r O<r<1b 1). 


Alors pgcd (a, b) = pgcd (b, r). 

Démonstration. Il s'ensuit de (1) que tout diviseur 
commun des nombres a et b est un diviseur du nombre r = a — bq 
et que tout diviseur commun des nombres b et r est un diviseur du 
nombre a. L'ensemble de tous les diviseurs communs des nombres 
a et b coïncide donc avec l’ensemble de tous les diviseurs communs 
des nombres b et r. Il s'ensuit que le diviseur commun positif des 
nombres a et b coïncide avec le diviseur commun positif des nom- 
bres b et r, c’est-à-dire pgcd (a, b) = pgcd (b, r). O 

Si b|a, où b > 1, il est évident que pgcd (a, b) = b. Pour 
trouver le pgcd de deux nombres entiers on se sert du procédé de 
division successive dénommé algorithme d'Euclide. Le principe de ce 
procédé réside dans le fait qu’en vertu de la proposition démontrée 
plus haut le problème de la recherche du pgcd des nombres a et b 
se réduit à un problème plus simple de recherche du pgcd de bet r, 
où0<r<]|b]|. Sir = 0, pgcd (a, b) = b. Si, par contre, r Æ 0, 
on reprend le raisonnement à partir de bet r. Finalement, on obtient 
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une suite d'égalités 
a =bao+r:, O<r;<1b|, 
b=riaitre, O<re<r4, 


ne = Tn-j@ns À ln Dre 
Tai = Tnün + Tn+4: 
On a obtenu une suite décroissante des nombres naturels 
ns. >:..2>0, 


qui ne peut être infinie. Il existe donc un reste égal à zéro; soit 
Tn+1 — 0, r n Æ 0. 

Sur la ra de la proposition 3.1 à partir de l'égalité (2) on a 

pecd (a, b) = pgcd (b, r,) = pgcd (r:, r2) = = pgcd (rh, 
Tn) = pgcd (rn, 0) = r,, c'est-à-dire r, = pgcd @, b). Bref, on 
aboutit à la déduction : si à des entiers a, b, où b = 0, on applique 
l’algorithme d'Euclide, alors le dernier reste non nul de cet algo- 
rithme est pgcd (a, b). 

Fractions continues finies. Tout nombre rationnel peut être 
représenté sous forme de a/b, où a et b sont des entiers et b > 1. 
En appliquant à a et b l'algorithme d’Euclide, on obtient une suite 
d’égalités : 

a = ba +r, 


Tn-3 = Tn-20n-2 À Fn-1 

Tn-2 = Inn + Pr 

Tn-1 = 7nün) 
OÙ br rr>...>Tn-1 > rn > 0. Cette suite d'égalités peut 
s'écrire sous forme 


D = dot-p 
b ra 
DÉS. 
r rs 
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En se servant de ces égalités, il est possible d'exprimer a/b au moyen 
des nombres ay, &, ..., an. En effet, la première égalité peut 
s'écrire sous forme 


a 1 
m TE: 
C4 
en substituant à b/r, son expression tirée de la seconde égalité, 
il vient 


a 1 1 
5 =%+ 7 = o+ 17? 
a1 no mi E N-7NE 
Ta 
etc. Finalement, on obtient 
a 1 
D og 
a] Fab 
— 
SP 


L'expression se trouvant dans le second membre de cette égalité 
est appelée fraction continue. 

DEFINITION. On appelle fraction continue finie l'expression de 
la forme 


CR 
A 


ME 


où a, est un entier, a, ..., a, des entiers positifs et a, > 1. 

Habituellement, une fraction continue (1) s'écrit de façon abrégée 
ainsi : 

| &; di; ds) ...s An |. 

Les raisonnements fournis plus haut montrent que tout nombre 
rationnel peut être représenté sous forme d'une fraction continue 
finie. 

Exemple. Développons en fraction continue le nombre —= 

A l’aide de dau d’ _— on obtient: 

= 34 343 34 — 

_. —— 1 
2+— 2+ 

45 15 
T 277 


126. 
737 
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ou 


= 13; 2, 2, 71. 


u peut montrer que tout nombre rationnel possède une unique 
représentation sous forme de fraction continue finie. 
Réduites. Soit 


4 
(1) Got — lé Gus -.. En 


une fraction continue finie. La fraction continue 
(2) Ar = | ©; Ays + + +1 ER |, 
où k € {0, 1, ..., n}, est appelée k-ième réduite de la fraction (1). 
Par définition, la réduite nulle de la fraction (1) est le nombre À, = 
— a. Notons que la (4 + 1)-ième réduite A;+, peut être obtenue 
à partir de la k-ième réduite A4 par substitution à l'élément a 
de l'élément a; + — 

Définissons les nombres P, et Q, (kE {0, 1,...,n}) par 
récurrence au moyen des formules suivantes: 

Po = @o; o—4;, 


P,= avai +1, Qi=a, 


(3) 


P,= Prin + Pros  Qn = Qn-10n + Qn-o 

(kE{2, 3, ...,n}). 
THÉOREME 3.2. Pour toute réduite A, de la fraction continue (1), 

on a l'égalité 
2 Ph 
(4) Ak ca Qh 
Démonstration. La formule (4) se démontre par récur- 
rence sur #. À partir de la formule (3) il s'ensuit directement les 

égalités 


(k = 0, 1, ...,n). 


_ _— aa +1 P 
= a0+ ES am = 


c'est-à-dire que l’affirmation du théorème se vérifie pour À = 0 et 
k — 1. Ensuite, 


_ 1 __ (aoa1+1)a;tao __ Pia: Po 
À; — Go si 1 sel . Qas Oo 
ni 57 


signifie que l'affirmation du théorème se vérifie pour À = 2. 
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Supposons que l'affirmation du théorème est vraie pour la m-ième 
réduite, où 2<m<n, c'est-à-dire 


— Pm 
(5) Am = Om ? 


et démontrons que l’affirmation du théorème se vérifie pour (m + 1)- 
ième réduite. Sur la base des formules (3) l'égalité (5) peut être 
écrite sous forme 


… Pm-10m+ Pme 
(6) Am = Qm-18m+Qm-2 


Substituons dans les deux membres de l'égalité (6) à l’élément a, 
1 


l'élément an +  : Cette substitution transforme 4, en Ah, 


et, par suite, on obtient à partir de (6) 


1 
Qm-1 (am+ 1 )+Qm-2 (Qm-18m + Qm-2) Am+1 + Qm-1 


Am+1 


Am+i = 


De là, en vertu de (3), 


A = Pmams1 + Pm-1 = Pma 
Éd OQmam+1 FT Qm-1 Qm+1 | 


Ainsi, de la vérité de la formule (4), pour À = m, s’ensuit la vérité 
de cette formule pour # = m + 1. Donc la formule (4) est vraie 
pour tous # € {0, 1, ..., n}. 

Les nombres P, et Q, définis par les formules (3) sont respective- 
ment appelés numérateur et dénominateur de la k-ième réduite. Les 
formules (3) fournissent une méthode commode de calcul successif des 
numérateurs P, et des dénominateurs @, des réduites. Le calcul se 
simplifie s’il est mené suivant le schéma : 
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E xemple. Cherchons les réduites de la fraction continue 
12: 5:41, 91: 


1 2 [ur 


0 1 | 5) 6 | 110 


Ainsi, les réduites de la fraction continue | 2; 5, 7, 3 | sont les 
fractions 


— Po _ 2 = Pi 11 
AGE a? A=T = 5) 
P 79 P 248 
4= GR AG 1" 
TH£OREME 3.3. Pour k€ {1, ..., n} est satisfaite l'égalité 
7)  Pr-1Qn — Qn1Pr = (—1}. 


Démonstration. Soit A; = P,-,Q;, — Q,-,P;. Sur la 
base des formules (3) l’égalité (7) se vérifie pour À = 1: 


(8) A, = PQ — QoPi = aoû — 1 (ao + 1) = —1. 
En outre, selon (3), 


An = Pn1Qn — QnPr = Pr-1 (Qn-10r + Que) — 
— Qui (Pr-10r + Pro) = PrQn-e — Qn-1Pr-2a = —Ar 
(kE {2,..., n}). 


En vertu de (8), il s'ensuit que 
Ag = (—1}À pour kE {1, 2, ...,n}, 


autrement dit, l'égalité (7) se vérifie. O 

CoROLLAIRE 3.4. Les nombres P, et Q, sont premiers entre eux et, 
par suite, chaque fraction P,/Q, est irréductible. 

Démonstration. En raison de (7) tout facteur commun 
de P;4 et Q, est diviseur de l'unité. Donc, les nombres P,, Q, sont 
premiers entre eux et la fraction P,/Q, est irréductible. ( 

Il existe entre deux réduites successives une relation importante 
découlant de (5). 

CoROLLAIRE 8.5. Pour k € {1,..., n} se vérifie l'égalité 
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Exercices 
1. En se servant de l'algorithme d’Euclide chercher: 


a) PGCD (549, 387);  b) PGCD (589, 343); c) PGCD (12 606, 64 994). 
2. Développer en fraction continue les fractions ordinaires suivantes: 


a) 2,3547, b) en : 


3. D HSE en se servant du développement en fraction continue 
7857 


oem) 


7 9453 ? 


4. Sachant que 3,141592653 << x << 3,141592654, chercher les quatre 
premières réduites pour le nombre x. 

5. Sachant que e = 2,71828182845 . . ., chercher les quatre premières 
réduites pour le nombre e. 

6. Résoudre en nombres entiers les équations suivantes: 


a) 5x + 4y = 3; b) 7z — 19y = 5;: c) 12x — 7y = 15. 


$ 4. Entiers systématiques 


Entiers systématiques. Soient g un nombre naturel supérieur à 
4 et AM = {0, 1, ..., g—1}. On dit que le nombre naturel a est 
écrit dans un système de position de base g si 


(4) a=ag +a,ig +... + ag + a 


où s est un entier non négatif, a, ...,a,,EMet a, #0. 

Si chaque nombre de l’ensemble M = {0, 1, ..., g — 1} est 
désigné par un symbole spécial, ces symboles sont alors appelés 
chiffres du système g-naire de position. La représentation (1) s'écrit 
alors sous forme simplifiée 


a = (asus... 
et s'appelle notation du système g-naire de position. C'est ainsi que la 
notation 
a = (2315), signifie que a = 2-10$ + 3-10° + 1-10 +5, 
la notation 
b = (101001), signifie que b = 1-25 + 0.24 + 1.28 + 0-2? + 
+ 0-21 L 14. 


THEOREME 4.1. Soient g un nombre naturel donné supérieur à 
l'unité et M = {0,1,..., g— 1}. Tout nombre naturel a est repré- 
sentable de façon unique sous forme 


(4) a=ag +ag" +... + 8 + do 


où &EMeta, 0. 
Démonstration. L'existence de la représentation (1) 
se démontre par récurrence sur a. Si a = 1 ou a  g l'égalité a = a 


23—01762 
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est la représentation cherchée. Soit a > g; supposons que pour tous 
les nombres naturels inférieurs à a on a déjà établi la possibilité de 
représentation (1). Vu que a > £g, en divisant a par g avec reste, il 
vient 


(2) a=bg+a,oùi a EMet 1< b< a. 


Puisque b << a, selon l’hypothèse de récurrence, le nombre b est 
représentable sous forme 


(3) bag t+...+ag+a,oùa,...,aEMeta, #0. 


En portant l’expression (3) de b dans le second membre de (2), on 
obtient la représentation pour le nombre a, 


a=agf +...+ag+as, où a EMeta Æ0, 


appelée décomposition du nombre a en puissances du nombre g. 
Démontrons l’univocité de la représentation par récurrence 
sur a. Si < a << g, on voit sans peine qu’il y a univocité. Supposons 
que l’univocité est démontrée pour tous les nombres naturels infé- 
rieurs à a. Admettons qu'outre (1) il existe pour a une autre repré- 


sentation : 
(4) a=ag" +...+ag+a. 
En vertu de (1) et (4), il vient 
(5) a=g(ag"t+...+ag+a)+a—= 
= g(asg "14... +ag+a)+a. 
De (5), en vertu de l’univocité de la division avec reste, il s'ensuit que 
dy = 4 
bag" i+...+ag+a=asg"-1+...+a,g+a. 
Comme b << a, par l'hypothèse de récurrence, s = s’ et a; = a; pour 


=, :; 56 

Opérations arithmétiques sur des entiers systématiques. Si les nomb- 
res naturels sont écrits dans le système de numération décimale on uti- 
lise alors les règles d’addition et de soustraction en «colonnes». Les 
opérations d'addition et de soustraction des entiers multivalents 
dans le système de numération g-naire s'effectuent suivant les mêmes 
règles que dans la numération décimale. Dans la numération g-naire, 
comme dans la décimale, en additionnant des nombres multivalents 
on additionne d’abord les unités, ensuite on passe à l’ordre suivant, 
etc., jusqu'à l’ordre dominant en présence. En outre, chaque fois que 
la somme d'un ordre antérieur est supérieure à la base g du système 
de numération ou lui est égale, il est nécessaire de faire un report à 


l'ordre suivant. 
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Les exemples suivants illustrent les opérations d'’addition dans 
les systèmes de numération sextenaire et binaire: 


425 10011); 
is or + rt 
(11235): (101100), 
La soustraction dans la numération quinaire est illustrée par l'exemple 
__ (42044); 
(23141); 
(13403); 


L'opération de multiplication des entiers multivalents en numé- 
ration g-naire s'effectue suivant les mêmes règles que dans la numé- 
ration décimale (« en colonnes »). En effectuant la multiplication il 
est commode de se servir des tables de multiplication. On a donné 
plus bas la table de multiplication du système de numération sexte- 
naire. Chaque cellule de cette table contient le produit des nombres 
représentant les numéros de la ligne et de la colonne dont l’inter- 
section est la cellule même, tous les nombres figurant dans lesystème 
de numération sextenaire. 

L'exemple suivant sert d'illustration de la multiplication («en 
colonnes ») dans le système de numération sextenaire : 


135213 


Transfert des nombres d’un système de numération à l’autre. 
Supposons que le nombre a est écrit dans le système de numération 
m-naire. Cela signifie qu'il est représenté sous forme d’une somme: 


A) a = bem + b,_ym1 +... + bim + b.. 

Comment transcrire ce nombre dans un autre système quelcon- 
que, disons, dans le système g-naire ? Cela signifie qu'il faut repré- 
23e 
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senter le nombre a sous forme 
(2) a=ag +agt +... + ag + @. 


Il nous faut pour cela trouver les coefficients a,, a, . . ., a, dont 
chacun est un chiffre allant de 0 à g — 1 inclus. Divisons le nombre 
a donné en numération m-naire par g, obtenons le reste a, et le quo- 
tient g,. Ensuite divisons le quotient q, par g et obtenons le reste a, 
et le quotient q.. L'opération est poursuivie jusqu’à ce qu'on n’ob- 
tienne un reste égal à zéro. Finalement, on obtient tous les chiffres 
Go Aus + - -, 4, entrant dans la représentation g-naire (2) du nombre a. 

En guise d’exemple étudions le transfert du nombre a = (5378), 
dans le système de numération sextenaire. En le divisant par 6, on 
obtient le quotient 896 et le reste 2. Donc dans la numération sexte- 
naire le dernier chiffre du nombre a est 2. Pour trouver le second 
chiffre divisons le quotient 896 par 6. On obtient le quotient 149 
et le reste 2. Le deuxième chiffre en numération sextenaire du nombre 
a est donc 2. Ensuite, divisons 149 par 6, on obtient le quotient 24 
et le reste 5. Ce reste est le troisième chiffre du nombre a dans la 
numération sextenaire. Enfin, divisons le quotient 24 par 6, on 
obtient le quotient 4 et 0 comme reste. Donc, 


(5 3 7 80 = (4 0 5 2 2}. 


Exercices 


1. Former la table de multiplication du système de numération septenaire. 
2. Démontrer que À = (ayan-1 . .-. &@0),2 est divisible par 8 (par 9) 
si est divisible par 8 (9) le nombre (a,a,),. forme avec ses deux derniers chiffres. 
3. Montrer que le nombre À = (a,an-1 - . . a1a0)g, c'est-à-dire le nombre 
ang" + ang À +... + ag + a, est divisible par g — 1 si g — 1 est divi- 
sible par la somme de ses chiffres, c'est-à-dire la somme a, + a, + 


+ a + @o- 
4. Démontrer qu'un nombre naturel dont la numération décimale est com- 
posée de 37 unités est divisible par 3". 
5. Dans la numération décimale d'un nombre naturel il y a 30 unités, les 
chiffres restants étant des zéros. Ce nombre peut-il être un carré parfait ? 
6. Vous voulez connaître le numéro de mon téléphone par des questions 
auxquelles je ne répondrais que parjdes « oui » et « non ». Trouver le procédé 
arantissant le succés pour le plus petit nombre possible de questions (le numéro 
u téléphone est composé de cinq chiffres arbitraires). 


$ 5. Distribution des nombres premiers 


Distribution des nombres premiers. Désignons par r(x) le nombre 
des premiers positifs inférieurs au nombre réel x. Il a été établi au 
$ 1 qu'il existe une infinité de nombres premiers (théorème d’Euclide). 
Par conséquent, x (x) —> oo pour z —+ co. 

En 1808 Le Gendre publia la formule empirique qu'il avait 
trouvée pour Ja représentation approchée de la fonction x (x). Le 
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Gendre énonça la proposition que pour des grandes valeurs de z 
. . FA 
x (x) vaut approximativement Log + —1.08566 

Tchébychev montra en 1849 le défaut de cette affirmation. Dans 
les travaux publiés en 1848 et 1850 Tchébychev établit la liaison de 


la fonction x (r) avec la relation Nez . 11 démontra le théorème 


suivant : Zl existe des constantes positives a et b, a << b, telles que pour 
tous x suffisamment grands on ait 
E À E A 
(1) Goez ST) <d RE. 
On fournit plus bas la démonstration du théorème: pour tous 
z > 2 on a les inégalités 


(2) log2. ex —2<n(x) <4 log 2-5 + log: z : 


Sur la base des inégalités (2) on est en mesure d'obtenir les cons- 
tantes a et b des inégalités (1). 

Pour démontrer les inégalités (2) on introduit la fonction T (x) = 
= log {z]l et on établit les majorant et minorant de la fonction 


T (x) —2T (5): 
Fonctions T(x) et A(x). Le symbole A(x) désigne la fonction 


dont la valeur est log p, si r est un nombre premier ou un exposant 
positif du nombre premier p, dans les autres cas sa valeur est zéro 
A ! log p si n—p" pour tout nombre naturel m>0, 
D 0Osir#p". 


Plus loin on se servira de la propriété suivante de cette fonction: 


(4) D A(d)=logn. 
din 


Soit nr — [] p‘P la décomposition canonique du nombre naturel 
Pin 

n. On voit sans peine que 

S Ad)= À logp=T elogp=logn, 

din pain pin 
où p® parcourt toutes les puissances des nombres premiers inclus 
dans n. 

Le symbole T (x) désigne la fonction qui pour tout nombre réel 
z > 0 prend la valeur log {xl!, c’est-à-dire 


T (z)=log{z]! = “ logn, 
<x 


LES 


où [x] est la partie entière du nombre zx. 
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En sommant (1) en tous les entiers positifs n < zx, il vient 
5 A(m) [+ ]= S logn=log{z]!=T (x). 
nLXx n<Lx 


On a ainsi démontré la proposition suivante. 
Proposition 5.1. Pour tout nombre réel x > 1 


(D T@= > AMm[E|]. 
MmEX 

Inégalités imposées à la fonction T(x). Par définition de la fonc- 
tion T(x), 
4) Tin) = log n!, 
pour tout zx réel positif 
(2) T (zx) = log {xl 
En raison de (1), on a 


(3)  T(2n) — 2T(n)=log L)! 


(n 1)% 


Démontrons que pour tout nombre naturel r > 2 sont satisfaites les 
inégalités 


D +<Ch<4. 


On voit sans peine que C5, << (1 + 1)°* = 4”. Les calculs qui sui- 
vent démontrent la seconde nus 


2n (2n —1) (22 —2). 


— log Con e 


Cin = m0... E 
2n(2n—1) (2n—2)(2n—3) 24 
En D — 
1 1 4 
=# (1 (1 — 2(n—1) ) vs (1—7+)= 
n 1 3 5 n —1 n 1 2 3 2n—1 _ 4n 
= 2 6 mn #23 4 2n 2n 


A partir de (3), en vertu de (4), il s'ensuit pour r > 2 les inégalités 
(5) T(2r)—2T(n)< log 4"=2n log 2, 


(6) T(2n) — 2T(n)> log Fr log 2— log 2n. 


Soit x un nombre réel quelconque supérieur ou égal à 2 et soit 2n 
le plus grand nombre pair ne dépassant pas x. Alors, de l'égalité (2) 
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dérive 
(7) T(z)—T (2n) < log z. 
T (x) étant une fonction non décroissante, il s'ensuit de (5) et (7) 
(8) T(x)—2T (+ ) < z log 2+ log z. 
En vertu de (6), 
T (z)—2T (+) > (z—2) log 2— log x. 
De là, pour zx > 4, on obtient l'inégalité 
(9) T(x—2T (+ J>zxlog2—2logz  (1>4). 


Inégalités de Tchébychev. On a obtenu plus haut (voir inégalité 
(8)) l'inégalité 


(1) T(2)—2T (5 ) <z log 2+ logz 


et on a démontré l'égalité 


@  T(= DAME]. 
mEx 


SiF<m<z, alors 2m>z. Aussi de l'égalité [ Æ|=1 s'en. 
suit-il que [ 


7 |=0. De là et à partir de (2), il vient: 
(3) T(x)—2T(5)= S A(m)([ Æ]-2 ESIE 
NnEX 


> D A(m> ZX lgp>lg(+)[n(s-x(5)]. 


+ <mgs << 
En vertu de (2) et (3), on a 
(4) (r(a-1(5 ) ) og + — << z log 2 + log x. 


On déduit de cette inégalité en substituant successivement à z 


z z L — se C2 
Tr Tr Zune série d’inégalités : 


7 (2)) log+<+log2+log+, 


7 (+)) log+<+log2+log+. 


PR, 
DS 
= 
=” 
PT, 
a 
e EE, En, (es) 
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En sommant les premiers membres des inégalités (4), (4”), (&”), . .., 
il vient 
ñ (x) log=— x (+ } (log + — log +) — 
— TH (=) (log + — log +) ss 
=n(z)logz—(n(z)+n(s }+na(+ )+. …)log2> 


> n(x) logz—(x + S+r+ ; +) log 2 — 
= 1 (x) log z— 2x log 2. 


La somme des seconds membres des inégalités (4), (4°), (4°), . .. 
sera inférieure à 2z log 2 + log x-log, zx, vu que le nombre d'iné- 
galités ne dépasse pas log, z. On aboutit ainsi à l'inégalité 


n (x) log x — 2x log 2 << 2x log 2 + log z-log, x, 
d’où 
n(x) <4log2-—— — + log: x. 


En outre, La obtenue a lieu pour tout x > 2. 
On a démontré plus haut l'inégalité 


T(x=2T(+ +)>zlo2— — 2 log x. 
De plus, vu que T (x) —2T (5) }=>AMm([<]-[E1) , 0na 
n<ExX 


T(2—27(5)< D A(m)= Y [HZ | lo P< 
nmnEx P<x 


< 2e ne r log p&a(x) log z 


P<x 


Ainsi, zlog2—2logz<xt(x) log zx. Par conséquent, pour tout 
22 


Tz 
log2-r—2<x(x), 


c'est-à-dire qu’on a obtenu la borne inférieure de la forme cherchée 
pour x (x). 

On a ainsi démontré le théorème suivant. 

THéoreME 5.2. Pour tous x > 2 on a: 


(x). 


log 2 SF > 
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En 1850 Tchébychev a démontré des inégalités plus strictes. Il 
a démontré que pour des zx suffisamment grands sont satisfaites les 
inégalités 
L 4 
(0,92 ...) FE <r(z) << (1,105 ..… 
En démontrant ces inégalités Tchébychev au lieu de T(x)— 
—2T (+) s'est servi d’une expression plus compliquée : 


TT (S)-7(5)-7(5)+7 (56). 
En 1851 HS La a émis l'hypothèse sur la dépendance 
entre n(z) et — 


z 
) log zx ” 


Tes 


: 7 (x) T1 (x) 
lim z/log z <i<lim 2 "z/logz , 


de sorte que si la limite du rapport 
égale à 1. 
Le résultat fondamental de la théorie des nombres est la loi 


asymptotique de la distribution des nombres premiers démontrée 
pour la première fois en 1896 par RD et La Vallée-Poussin. 


Cette loi stipule que le rapport nr (x): = tend vers 1 quand x croit 


indéfiniment, c'est-à-dire 
n(z)logz 1 
——— = 1. 


7 (z) 


le existe, elle est 


lim 

<—00 

Nombres premiers des progressions arithmétiques. Etudions trois 
théorèmes (5.3-5.5) constituant des cas particuliers d’un théorème plus 
général — le théorème de Dirichlet. 

THEOREME 5.3. La suite arithmétique 4n + 3 (n = 0, 1, ...) 
contient une infinité de nombres premiers. 

Démonstration. Considérons le nombre # défini par 
l'égalité M = 4nl — 1, où n est un entier positif. M est un nombre 
de la forme 4k + 3, il ne peut être composé que de facteurs premiers 
de la forme 4k + 1, car le produit des nombres de la forme 4k + 1 
est un nombre de forme identique : 


(Gk +1) (Gk +1)=4(Gkk +hk+k) +1 


Par suite, le nombre M possède au moins un facteur premier de la 
forme 4k + 3 supérieur à nr. Ainsi, pour chaque nombre naturel »# 
il existe un nombre premier supérieur à nr et ayant la forme 4k + 3. (] 
THE£OREME 5.4. La suite arithmétique 6n + 5 (n = 0, 1, 2, ...} 
contient une infinité de nombres premiers. 
Démonstration. Ce théorème se démontre de façon ana- 
logue au précédent. Considérons le nombre M défini par l'égalité 
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M = G6n! — 1, où n est un entier positif quelconque; M est un 
nombre de la forme 64 + 5. Le nombre f ne peut être uniquement 
composé de facteurs premiers de la forme 6k + 1, car le produit des 
nombres de la forme 6k + 1 est un nombre de forme identique : 


(64 + 1) (64, + 1) = 6 (6kk1 + k + ki) + 1. 


Par suite, le nombre M possède au moins un facteur premier supé- 
rieur à »r et ayant la forme 6k + 5. [ 
THEOREME 9.5. La suite arithmétique 


&än + 1 (n = 0, 1, 2,...) 


contient une infinité de nombres premiers. 

Démonstration. Soit z tout nombre naturel supérieur 
à l'unité. Alors, (n71)° + 1, étant un nombre impair, est plus grand 
que l'unité et possède un facteur premier impair p; p est donc de la 
forme 4k + 1 ou 4k + 3. Posons que p = 4k + 3. Vu que pour des a 
naturels et des m impairs 


a+1]|(a" +1), on a (n!1)}° +1 ](n 1) (2%+D + 4, 
Comme 2 (2k + 1) = 4k + 2 = p — 1 et 

plmni +1,;onapl(n1!}- +1. 
Par conséquent, 
(4) pl@l} +nl 
D'autre part, selon le théorème de Fermat 
(2) pli} — nl 
11 s'ensuit de (1) et (2) que p | 2 (n!), ce qui est impossible, vu que p 
est un nombre premier impair supérieur à nr. Par conséquent, p doit 
être un nombre de la forme 4k + 1. On a démontré que pour tout 
nombre naturel » il existe un nombre premier supérieur à » et ayant 
la forme 4k + 1. O 

Les théorèmes démontrés plus haut sont des cas particuliers du 
théorème de Dirichlet sur les progressions arithmétiques : toute suite 
arithmétique a + km (k = 0, 1, 2, ...), où (a, m) = 1 contient une 
infinilé de nombres premiers. 


Exercices 


1. Montrer que le polynôme z° + x + 41 pence pour la suite des nom- 
bres z = 0, 1, 2, ..., 39 des valeurs qui sont des nombres premiers distincts. 

2. Soit f un polynôme en x de puissance positive à coefficients entiers. 
Démontrer que pour le nombre infini des z naturels le nombre f (x) est un 
nombre composé. 

3. En s'appuyant sur le théorème de Dirichlet sur les progressions arithmé- 
tiques démontrer que pour tout nombre naturel m il existe un nombre premier 
dont l’image graphique cu le système de numération décimale ou tout autre 
système dej numération à base naturelle q > 1) contient au moins m zéros. 


CHAPITRE XII 


THÉORIE DES CONGRUENCES 
AVEC APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES 


$ 1. Congruences et leurs propriétés 


Congruences dans un anneau des entiers. Soient # un anneau des 
entiers, m un entier fixé et mZ l’ensemble de tous les entiers multi- 
ples de m. 

DEFINITION. Deux entiers a et b sont dits congrus modulo m si m 
divise a — b. 

Si a et b sont congrus modulo m, on le note ainsi: 


(1) a= b (mod mn). 


La congruence modulo m possède les propriétés de réflexivité, 
de symétrie et de transitivité, c'est-à-dire est une relation d’équiva- 
lence. Par conséquent, la congruence induit la partition de l'ensemble 
Z des entiers en classes d'équivalence qu’on appelle classes résiduelles 
modulo m. 

Notons que la congruence modulo m coïncide avec la congruence 
modulo (—m). La congruence modulo 0 coïncide avec la relation 
d'égalité. Deux entiers quelconques sont congrus modulo fi. 

Comme la congruence modulo m est une relation d'équivalence 
sur l’ensemble Z, les classes d'équivalence, c’est-à-dire les classes 
résiduelles modulo m, possèdent les propriétés suivantes: 

PROPRIETE 1.1. Toutes deux classes résiduelles modulo m ou bien 
coincident, ou bien sont disjointes. La réunion de toutes les classes ré- 
siduelles modulo m coïncide avec l'ensemble Z de tous les entiers. 

PROPRIETE 1.2. Soient À et B des classes résiduelles modulo m, 
at AetbEB. Les classes À et B suivant un sous-groupe coïncident 
si et seulement si a = b (mod m). 

PROPRIETE 1.3. Si À est une classe résiduelle modulo m et a un 
élément quelconque de À, alors A = a + mZ, c'est-à-dire A = 
= {a+ mk|kEZ}. 

ProposiTioN 1.1. Les nombres a et b sont congrus modulo m (m = 0) 
si et seulement si après division par m ils donnent des restes identiques. 

Démonstration. Supposons qu'après division avec reste 
des nombres a et b par m on aboutit aux quotients g et q, et aux restes 
retr.;, 


a=gm+r, 0Lr<m;, b=qm+r,, 0<r, << m. 
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Posons que r > r,. En soustrayant de la première égalité la 
deuxième, il vient 


4) a—b=(g—qg)m+(r—-r), 0O<r—-r <m. 


Si a = b (mod m), alors, par définition de la congruence, a — b 
est divisible par m, donc r —7r, = 0 et r = r,. D'autre part, si 
r = r,, alors, en vertu de (1), a — b est divisible par m, c’est-à-dire 
a= b(modm). © 

Propriétés élémentaires des congruences. Plusieurs propriétés des 
congruences sont analogues aux propriétés des égalités. 

PROPRIETE 1.4. Les congruences peuvent être additionnées et sous- 
traites membre à membre, c'est-à-dire si a = b (mod m),c= d (mod m), 
alors a+ c= b + d (mod mn). 

Démonstration. Par hypothèse, m |(a— b) et 
m |(c— d). Donc, m|(a— b) + (c — d), m|(a + c) — (b + à) 
etml|(a—c)—(b— d). O 

PROPRIETE 1.5. Les congruences peuvent être multipliées membre à 
membre, c'est-à-dire si a = b (mod m), c = d (mod m), alors ac = 
= bd (mod m). 

En particulier, les deux parties de la congruence peuvent être mul- 
tipliées par le même entier. 

Démonstration. Par hypothèse, a — bEmZetc—de€ 
EmZ. Donc, ac — bd = (ac — bc) + (bc — bd) = (a — b) c + 
+ b(c— d)EmZ, c'est-à-dire ac = bd (mod m). CO 

PROPRIETE 1.6. Les deux parties de la congruence peuvent être 
divisées par leur facteur commun si ce dernier et le module sont premiers 
entre Eux. 

Démonstration. Si ca=cb (mod m), c'est-à-dire 
m ! c (a — b) et les nombres c et m sont premiers entre eux, alors m 
divise a — b. Par conséquent, a = b (mod m). O 

PROPRIETE 1.7. Les deux parties de la congruence et le module 
peuventfêtre divisés par leur diviseur commun. 

Démonstration. Si ka = kb (mod mk), alors Æ (a — b) 
se divise par km. Par conséquent, a — b est divisible par m, c’est-à- 
pire a= b (mod m). 0 

ProPrIeTE 1.8. Soit m, un diviseur quelconque de m. Si a = 
= b (mod m), alors a = b (mod m;). 

Démonstration. Si a—=b(modm), alors a — b est 
divisible par m. Or, m, est un diviseur de m, donc a — b se divise 
par m,, c'est-à-dire a = b (mod m,). CO 


Exercices 


1. Montrer que tout nombre naturel transcrit en numération décimale 
est congru modulo 9 et modulo 3 avec la somme de ses chiffres. 
2. Etablir la règle de vérification par 9 des opérations arithmétiques. 
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3. Chercher les caractères de divisibilité par 9 et 19 des nombres du sys- 
tème de numération décimale. 

4. Chercher les caractères de divisibilité par 7 et 13 des nombres du système 
de numération décimale. 

5. Chercher les caractères de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 7, 9 dans le système 
de numération octale. 

6. Chercher les caractères de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 13 
dans le système de numération dodécanaire. 

7. Démontrer que si a «= b (mod m), a == b (mod n) et m, nr des nombres 
premiers entre eux, on a a = b (mod mn). 

8. Soit d le plus grand commun diviseur des entiers m et nr. Montrer que 


si am b(modm) et a b (mod n), alors a a b (mod ). 


$ 2. Système complet de résidus 


Système complet de résidus. Selon la propriété 1.1 chaque classe 
résiduelle modulo m est définie de façon univoque par tout nombre a 
appartenant à cette classe; cette classe est un ensemble de tous les 
nombres de la forme a + km, c'est-à-dire est l’ensemble 


{a+ km]|kEZ} = a + mz. 


La classe résiduelle modulo m comprenant le nombre a, c’est-à-dire 
la collection de tous les entiers b tels que b = a (mod m) est notée 
tout simplement a mod m: 


a mod m= {a+km|keZ). 


Tout nombre appartenant à la classe résiduelle a mod m est appelé 
représentant de cette classe. 

DEFINITION. On appelle système complet des résidus modulo m la 
collection de m entiers. contenant strictement un représentant de 
chaque classe résiduelle modulo m". 

Chaque classe résiduelle modulo m contient strictement un des 
nombres de la collection de tous les restes possibles de la division 
par m, à savoir 0, 1, 2, ..., m — 1. 

DEFINITION. La collection des nombres 0, 1, 2, ..., m — 1 est 
appelée système des plus petits résidus non négatifs modulo m. 

Partout plus loin la notation (a, m) = 1 signifiera que les nombres 
a et m sont premiers entre eux. 

Proposition 2.1. Toute collection de m nombres (m>>1) non congrus 
deux à deux modulo m constituent un système complet des résidus 
modulo m. 

Démonstration. Soit M la collection de m nombres non 
congrus deux à deux modulo m. Alors les nombres appartiennent à 
des classes résiduelles différentes. En outre, M comprend m nombres. 
Par conséquent, l’ensemble M contient un représentant de chaque 
classe résiduelle modulo m. (] 
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ProposiTion 2.2. Soient a et b des entiers et (a, m) = 1. Si x parcourt 
le système complet des résidus modulo m, alors ax + b parcourt aussi 
le système complet des résidus modulo m. 

Démonstration. Soit M le système complet des résidus. 
Alors, l’ensemble M, = {ax + b|zxe M} contient, comme M, m 
éléments. Tous deux nombres ax, + b et ax, + b de M sont non 
congrus si z, 5% z, (mod m). Donc, l’ensemble M, est un système 
complet des résidus modulo m. O 

Groupe additif des classes de résidus. Désignons par Z/mZ l'en- 
semble de toutes les classes résiduelles modulo m: 


Z/mZ = {0 mod m, 1 mod m, ..., (m — 1) mod m}. 


Définissons les opérations +, — sur l’ensemble des classes résiduelles 
de la façon suivante: 


a mod m + b mod m = (a + b) mod m, 
— (a mod m) = (—a) mod m. 


Selon les propriétés 1.4 et 1.5 des congruences, la congruence appliquée 
à l’ensemble Z est une congruence par rapport à l'opération d’addition 
dans Z et l'opération de passage à l'élément opposé. Ainsi, à deux 
classes quelconques a mod m et b mod m indépendamment du choix 
des représentants a et b en leur sein s’associe de façon univoque la 
classe (a + b) mod m qui est leur somme. De façon analogue, la 
classe — (a mod m) est indépendante du choix du représentant a. 
Vu que l'addition des entiers est commutative et associative, l'addi- 
tion des classes des résidus est aussi commutative et associative, 
c'est-à-dire pour tous a, b, cEZ 


a mod m + b mod m = b mod m + a mod m, 
(a mod m + b mod m) + c mod m = a mod m + (b mod m + c mod m). 


La classe des résidus 0 mod m est un élément neutre par rapport à 
l'addition, c’est-à-dire pour toute classe des résidus a mod m: 


a mod m + O mod m = a mod m. 
Ensuite, les classes a mod m et (—a) mod m sont mutuellement 
opposées, c'est-à-dire 

a mod m + (—a) mod m = 0 mod m. 
On aboutit donc au théorème suivant. 

THéoREME 2.3. L'algèbre (Z/mZ, +, —) constitue un groupe. Ce 
groupe est un groupe quotient du groupe & suivant le sous-groupe m3. 


DeriNiTioN. Le groupe (Z/mZ, +, —) est appelé groupe additif 
des classes résiduelles modulo m. 
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Anneau des classes résiduelles. Sur l’ensemble des classes résiduel- 
les modulo m définissons la multiplication de la façon suivante: 


(a mod m)-(b mod m) = ab mod m. 


Selon la propriété 1.5 des congruences, la congruence modulo m 
sur Z est une congruence par rapport à l’opération de multiplication 
sur Z. Ainsi, à chaque deux classes résiduelles a mod m et b mod m, 
indépendamment du choix en leur sein des représentants a, b, s'as- 
socie de façon univoque la classe résiduelle ab mod m qui est leur 
produit. Vu que les opérations d’addition et de multiplication des 
classes résiduelles se réduisent à des opérations appropriées sur les. 
nombres de ces classes résiduelles, ces opérations respectent les lois 
de l’addition et de la multiplication, en particulier, les lois de com- 
mutativité, d'associativité et de distributivité 


(a mod m) (b mod m) = (b mod m) (a mod m), 
(a mod m) [(b mod m) (c mod m)] = 
— [(a mod m) (b mod m)] (c mod m), 
(a mod m) [(b mod m) + (c mod m)] — 
= (a mod m) (b mod m) + (a mod m) (c mod m). 


En outre, la classe résiduelle 1 mod m est un élément neutre par 
rapport à la multiplication: 


(a mod m) (1 mod m) = a mod m. 


Le théorème suivant est par suite vérifié. 

THEOREME 2.4. L'algèbre (ZimZ, +, —, +, 1 mod m) est un 
anneau commutatif (abélien). 

DeriNiTioN. L'anneau (Z/mZ, +, —, :, 1 mod m) est appelé 
anneau des classes résiduelles modulo m. 


Exercices 


1. Chercher le système complet des résidus et le système des absolument 
plus petits résidus modulo 30. 
La Fe Chercher le système complet des absolument plus petits résidus modu- 
o 19. 

3. Les puissances 2°, 21, 2%, ..., 219 avec le nombre O0 forment-elles. 
un système complet des résidus modulo 11? 

4. En portant dans l'expression 3r + 7y les valeurs de z = 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6 et de y = 0, 1, 2 vérifier qu'on obtient finalement un système complet 
des résidus modulo 21. 


$ 3. Système réduit des résidus 


Système réduit des résidus. Soit z un nombre positif quelconque. 
Notons œp (7) le nombre d'’entiers positifs ne dépassant pas n et pre- 
miers avec 7. Le plus grand commun diviseur des entiers a, b qui est 
un nombre naturel sera noté (a, b). | 
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PROPOSITION 8.1. Tous les nombres de la classe résiduelle fixée 
a mod m possèdent avec m un même plus grand commun diviseur, 
égal à (a, m). 

Démonstration. Si b est un nombre quelconque de Ia 
classe résiduelle a mod m, alors b = mg + a, où q est un certain 
entier. De là, en vertu de la proposition 11.3.1, il s'ensuit que 
(b, m)={(a, m). D 

Par conséquent, (a, m) ne dépend que de la classe résiduelle 
a mod m et est indépendant du choix du représentant a dans cette 
classe. En particulier, si (a, m) — 1, la classe «a mod m est appelée 
classe résiduelle constituant un élément premier avec le module m. 

ProrosiTioN 3.2. Le nombre des classes résiduelles, formant avec m 
des éléments premiers, vaut œ (m). 

Démonstration. A partir du système complet des résidus 
modulo m 


12: sim 
dégageons le système de tous les résidus premiers avec m: 
dj; Ados . ee, Œotm)- 


En vertu de la proposition 3.1, les classes résiduelles 
(1) a mod m, a, mod m, ..., &ytm) Mod m 


sont des éléments premiers avec le module m. Toute autre classe 
n'entrant pas dans (1) n’est pas première avec le module m, car elle 
contient un élément de l'ensemble {1, 2, ..., m} {a, a, 

.. g(m)}. Les classes figurant dans le système (1) sont distinctes. Par 
conséquent, le nombre des classes, formant avec m des éléments 
premiers, vaut ® (m). 

DEFINITION. On appelle système réduit des résidus modulo m la 
collection d'entiers contenant un représentant de chaque classe rési- 
duelle, premier avec m. 

PROPOSITION 3.3. Toute collection œ(m) des nombres, m > 1, 
premiers avec m et deux à deux non congrus modulo m est un système 
réduit des résidus modulo m. 

Démonstration. Soit M une collection @ (m) de nombres 
premiers avec m et non congrus deux à deux modulo m. Ces nombres 
appartiennent alors à des classes résiduelles différentes. Donc, l’en- 
semble 7 renferme un représentant de chaque classe résiduelle, pre- 
mier avec le module m. Par conséquent, f est un système réduit de 
résidus modulo m. 

PROPOSITION 3.4. Soient a un entier premier avec m et b,, b:, ... 
.... Dytm) UR Système réduit des résidus modulo m. A lors, la collection 
ab,, abs, . . ., ab ;(m) eSt aussi un système réduit des résidus modulo m. 

Démonstration. En raison de la proposition 3.3 il suffit 
de montrer que les nombres de la collection ab,, abs, . . ., aboim 
sont deux à deux non congrus modulo m. En effet, si ab, = ab, X 
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X (mod m) avec i  K, on a alors, selon la condition (a, m) = 1, 
b; = b, (mod m), ce qui est impossible vu que par hypothèse de la 
proposition b; et b;, sont des éléments distincts du système réduit des 
résidus modulo m. O 

Groupe multiplicatif des classes résiduelles, éléments premiers 
avec le module. Considérons le théorème dégageant une propriété 
fort importante des classes résiduelles, éléments premiers avec le 
module. 

THEOREME 3.5. L'ensemble des classes résiduelles modulo m formant 
des éléments premiers avec le module constituent par rapport à la 
multiplication un groupe abélien. 

Démonstration. Soit G, l’ensemble de toutes les classes 
résiduelles modulo m eléments premiers avec m. Le produit de deux 
classes résiduelles quelconques modulo rm éléments premiers avec 
le module constitue une classe résiduelle formant des éléments 
premiers avec le module et, par suite, l’ensemble G,, est fermé par 
rapport à la multiplication. Ensuite, l'opération de multiplication 
des classes est commutative et associative. La classe 1, 1 — 1 mod 
m est l'élément neutre par rapport à la multiplication. Démontrons 
que pour toute classe a € G,, il existe dans G,, une classe inverse. Soit 

Gm = {aus + - +, Aotm)}: 
c'est-à-dire que &;, @, . . ., Gotm) eSt un système réduit des résidus 
modulo m. Alors, selon la proposition 3.4 a@;, a@», . . ., Aäg(m) ESt 
aussi un système réduit des résidus modulo m; il renferme donc un 
nombre congru avec 1. Soit aa, = 1 (mod m). Alors aa, = Î,e 
partant, a, est une classe inverse de la classe a de G,. Ainsi, L 
système (G», -. -!) est un groupe abélien. 

DEFINITION. Le groupe & — (Gm, +, -!) est dit groupe multi- 
Plicatif des classes résiduelles modulo m, formant avec le module 
des éléments premiers. 

COROLLAIRE 3.6. Si p est un nombre premier, alors l'ensemble des 
classes résiduelles non nulles est un groupe abélien par rapport à la 
multiplication. 

THEOREME 3.7. Un anneau desclasses résiduelles modulo m constitue 
un corps si et seulement si m est un nombre premier. 

Démonstration. Soit m un nombre premier. Alors, selon 
la corollaire 3.6, l’ensemble de toutes les classes résiduelles non 
nulles modulo m est un groupe par rapport à la multiplication. 
Aussi l'anneau des classes résiduelles modulo m est-il un corps. 

Soit m un nombre composé. m = ab, 1 <a, b< m. Dans ce 
vas (a mod m) (b mod m) = O0 mod m, de plus, par hypothèse. 


a mod m # 0 mod m, b mod m = 0 mod m. 


Ainsi, l'anneau des classes résiduelles comporte des diviseurs de zéro 
et, partant, ne peut être un corps. 


24—01762 
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Si m = 1, l’anneau des classes résiduelles modulo m est alors un 
anneau réduit à {0}. Si, par contre, m — 0, l'anneau des classes 
résiduelles modulo m, &%/(0), est isomorphe à l’anneau & et, par 
suite, n’est pas un corps. [ 

DEFINITION. Le nombre a est dit inverse du nombre b modulo m si 
ab = 1 (mod m). Les nombres a et b seront également appelés mutuel- 
lement inverses modulo m. 

PROPOSITION 3.8. Soient a un nombre premier avec le module m et 
P, -1 le numérateur de l'avant-dernière réduite du nombre = (T = 7) : 

n 
Alors, a(—1)ÿ"-!P,_, = 1 (mod m), c’est-à-dire que le nombre 
(—1)"-! P, -, est l'inverse de l'élément a modulo m. 
Démonstration. Soient =! et 7 les deux dernières 
nn 1 n 
réduites du nombre m/a. Alors m = P,,a — Q, et. selon le corollaire 


11.3.5, 
Pa Pn-: (— 1)? 


m Pn- __ (—1)7 

4  Qn-1  Qn-10n ? 

a(—1)"1P,_,=1(modm). D 

E 2. mple. Cherchons le nombre inverse du nombre 79 modulo 
m = : 


7 ‘ É 
Décomposons le nombre — en fraction continue, alors 


Om es aP,-s = (— 1 )" et 


273 | 
= 18: 2, 5, 71. 


Calculons les numérateurs des réduites du nombre E suivant 


Je schéma 


m| [32/5] 


pr | 1 | 3 | 7 | 38 | 273 


P4 = 38 est le numérateur de l'avant-dernière réduite du nombre 
273/79. Donc, le nombre (—1)° P, — —38 est l'inverse du nombre 79, 
c'est-à-dire 79 (—38) = 1 (mod 273). 

Fonction d’Euler. Le nombre d’entiers positifs ne dépassant 
pas À et premiers avec lui est noté œq (n); la fonction numérique 
définie sur l’ensemble de tous les entiers positifs est nommée fonction 
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d'Euler (ou indicateur d'Euler). On constate sans peine que œ (n) est 
égal au nombre des entiers non négatifs inférieurs à n et premiers 
avec lui. 

Exemple: @(1)=1, p(2)=1, (6) =2, (5) = 4, 
p (12) = 4. 

La fonction numérique f est dite multiplicative si pour des entiers 
positifs a et b premiers entre eux, on a l'égalité f (ab) = f (a) f (b). 

THEOREME 3.9. La fonction d'Euler @ est multiplicative. 

Démonstration. Soient a et b des entiers positifs pre- 
miers entre eux. Considérons l'ensemble 1/ de tous les entiers non 
négatifs inférieurs à ab. Selon le théorème de la division avec reste, 
chaque nombre de A7 peut sc représenter de façon unique sous forme 
de bg +r,oùrE{0,1,..., b—1},qgE€ {0,1,...,a— 1}. Le 
nombre bq + r est premier avec a si et seulement si (b, r) = 1. Il 
existe p (b) de tels r. Soit r, l’un d'eux. Alors, selon la proposition 
2.2, les nombres r,, b + r;,, 2b + r,,..., b (a — 1) + r, forment un 
système complet des résidus modulo a. Il existe donc parmi ces 
nombres exactement q (a) nombres premiers avec a. Ainsi, à chaque 
nombre r, premier avec b sont associés exactement œq (a) nombres de 
la forme bg + r, premiers avec aet, partant, avec ab. Aussi le nombre 
de nombres appartenant à A7 et premiers avec ab est-il égal à q (a) œ (b), 
c'est-à-dire œ (ab) = œ (a) y (b). 

THEOREME 3.10. Si n — || p*r est une décomposition canonique, 


pin 
du nombre naturel n, alors 


(1) (n)=n Il (1—+). 


pin 


Démonstration. Vu que la fonction est multiplicative.. 
pour le calcul de œ (n) il suffit d’être en mesure de calculer cette: 
fonction pour une puissance du nombre premier p. Le nombre des 
entiers non négatifs inférieurs à p® et non premiers avec p* vaut. 
p%-}, car seuls les nombres kp, 0 < k << p%-1 ne sont pas premiers 
avec p% Aussi le nombre de nombres inférieurs à p®% et premiers 
avec p® vaut-il p% — p%-l, c'est-à-dire 


(2) p(p°) = pe(1— +). 


Vu que n— [] p®r et la fonction @ est multiplicative, on a 
pin | 


(3) œ(n) = [le (par). 


# 
24% 
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De (2) et (3) il s'ensuit que 
ee TT #14) 7 ol (1-4) 


pin pin pin 


et, par suite, la formule (1) est vérifiée. DO 
Exemple: p (30) = 30 (1 —+)(1— - }(1—+)= 


3 5 
4 2 4 
= 30... =6. 


THÉOREME 3.11. La somme des nombres q(d) suivant tous les 
diviseurs naturels d du nombre n vaut n, c'est-à-dire \ @(d)=n. 
din 
Démonstration. Si n=|] pŸ est une décomposition cano- 
4 


nique de », alors 
2 v@=IT( +000 + (P0+...+0 (p50), 


puisqu'’en ouvrant les parenthèses, on obtient la somme de toutes les 
valeurs de œ (d). Ensuite, 


29 @=ITA+Gœi-1)+ (ip) + + (pit pi!) = 
=[[pét=n, c’est-à-dire =, p(a)=n. 


Théorèmes d’Euler et de Fermat. En théorie des congruences 
un rôle important est joué par le théorème d'Euler. 

THEOREME d’EULER. Si un entier a est un nombre premier avec m, 
alors 


(1) am) = 1 (mod m). 
Démonstration. Soit 
(2) Ag ny + + +3 Gym) 


un système réduit des résidus modulo m. Alors, selon la pro- 
position 3.4, 


(3) aa, aus, . .., Ga qtm) 


l'est également. Aussi le produit des nombres (3) est-il congru au 
produit des nombres (2), c'est-à-dire 


(4) aMa,a, . .. aotm) = die + + + Agtm) (MOd m). 
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Le produit &üae . .. &y(m) eSt premier avec m. Aussi, selon la pro- 
priété 1.6, les deux parties de la congruence (4) se prêtent-elles à une 
division par ce produit et on a am) = { (mod m). DO 

THÉOREME de FERMAT. Si un nombre entier a n'est pas divisible 
par le nombre premier p, alors a’! = 1 (mod p). 

Ce théorème est un cas particulier du théorème précédent au cas 
où m — p. On énonce souvent le théorème de Fermat de façon diffé- 
rente. 

SECOND ENONCE DU THÉORÈME DE FERMAT. Si p est premier et a un 
entier quelconque, alors a? = a (mod p). 


Exercices 


{. En partant de l'égalité aP = (14 + 1 +... + 1)?, démontrer que pour 
tout a naturel et p premier la congruence aP mœ® a (mod p) est satisfaite. 

2. Démontrer que le nombre des fractions réduites positives ayant pour 
dénominateurs l’un des nombres suivants: 1, 2, ..., n et ne dépassant pas 
l'unité vaut (1) + p (2) +... + p (n). 

3. Démontrer que pour nr > 1 la somme des résidus m modulo n se dispo- 


sant dans l'intervalle 1 < m< n est égale à _ nœ (n). 


4. Montrer sur des exemples que la congruence a" == a (mod m), où m 
est premier, peut ne pas se vérifier pour un m composé. 

5. Démontrer que si a-! =3 1 (mod n) et ad + 1 pour tout diviseur posi- 
tif d du nombre (n — 1), alors n est premier. 


6. Combien y a-t-il de nombres naturels inférieurs au nombre 234 000 000 
at premiers avec lui? 


$ 4. Congruences du premier degré. 
Congruences de degrés supérieurs suivant un module simple 


Degré et nombre de solutions de la congruence. La congruence 
de la forme 


(A) ar +...<+az+ a = 0 (mod m), 


OÙ Gy, + - «» Un Sont des entiers, est appelée congruence algébrique. 
Le nombre n est dénommé degré de la congruence (1) si a, n'est pas 
divisible par m. 

Si le nombre a satisfait à la congruence (1), alors tout nombre b 
congru à a modulo m satisfait également à la congruence (1) ; ces deux 
solutions sont considérées comme identiques. 

DEFINITION. On appelle nombre de solutions de la congruence 
modulo m le nombre de solutions de cette congruence au sens d’un 
système complet quelconque des résidus modulo m. 

Exemples. 1. La congruence 3? — 7 = 0 (mod 4) parmi les 
nombres 0, 1, 2, 3 du système complet des résidus modulo 4 est 
satisfaite pour deux nombres : x = 4 et x = 3. La congruence a donc 
deux solutions: zx = 1 (mod 4) et x = 3 (mod 4). 
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2. A la congruence r° = 1 (mod 8), parmi les nombres 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7 du système complet des résidus modulo 8, satisfont quatre 
nombres : 1, 3, 5, 7. Aussi, la congruence a-t-elle quatre solutions: 


z = 1 (mod 8), r=3(mod 8), x= 5 (mod 8), 
zx = 7 (mod 8). 


Congruences du premier degré. Cherchons les conditions de 
résolubilité de la congruence du premier degré. 
THEOREME 4.1. Si (a, m) = 1, alors la congruence 


(1) ax = b (mod m) 


admet une et seulement une solution. 

Démonstration. Par hypothèse le nombre a est premier 
avec m. Selon le théorème 3.5, il existe un entier a’ inverse de a 
modulo m, c’est-à-dire a’a = 1 (mod m). Multiplions les deux 
membres de (1) par a’, il vient 


(2) zx= a'b (mod m). 


Par conséquent, la congruence (1) admet une solution au plus. D'autre 
part, (2) est. une solution de la congruence (1), car 


a (a’b) = (aa') b = b (mod m). 


Ainsi, la classe résiduelle a’b mod m est l'unique solution de la 
congruence (1). O 
TH£OREME 4.2. Soit (a, m) = d. La congruence 


(1) ax = b ( mod m) 


est résoluble si et seulement si d | b. Si d | b, la congruence (1) possède 
en guise de solutions exactement d classes résiduelles modulo m qui 
constituent une classe résiduelle commune modulo md. 

Démonstration. Soit (a m) = d > 1. Si la congruence 
(1) a pour solution x,, alors ax, — b — km, où k est un entier. Vu 
que (a, m) = d, il s'ensuit que d divise b. 

Admettons maintenant que b est divisible par d et démontrons 
que la congruence (1) a d solutions. Soient b = bd, a = a,d et 

— md. La congruence (1) est équipotente à la congruence 


2) axz= b, (mod m)). 


Selon le théorème 4.1, la congruence (2) possède une solution unique 
a;,b, mod m;,, où a; est un nombre inverse de a, modulo m,. Soit 
Zzo = 4,b,. La classe résiduelle x, mod m, se sépare en d classes rési- 
duelles modulo m suivantes: 


(3) zx, mod m, (x, + m,) mod m, (x, + 2m) mod m, ... 
.. (o + (d— 1) m,) mod m. 
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On constate sans peine que les classes résiduelles (3) sont des classes 
de module m distinct. Ainsi, la congruence (2) possède en guise de 
solutions des classes résiduelles (3), c’est-à-dire exactement d classes 
résiduelles modulo m constituant une classe résiduelle unique modulo 
m!d. D 

Notons que la collection des solutions (3) de la congruence (1) 
est une classe du groupe additif & des classes résiduelles modulo m 


. m » . 
suivant le sous-groupe 7 -$. Réciproquement: toute classe suivant 


le sous-groupe _ -$ du groupe # peut être prise pour un ensemble 


des solutions d'une certaine congruence linéaire modulo m. 
Congruences de degrés supérieurs suivant un module simple. 
Passons au problème du nombre de solutions qu’admet une con- 
gruence de degré x suivant un module simple. 
THEOREME 4.3. La congruence 


A) az" +...+azr+a, = 0 (mod p) 


de degré n suivant un module simple p admet n solutions au plus. 

Démonstration (s'effectue par récurrence sur n). Si 
n = 0, la congruence est de la forme a, = 0 (mod p), où p f &; 
dans ce cas la congruence a zéro solutions. Supposons que la con- 
gruence (1) est de degré nr > 0. Si la congruence admet des solutions, 
alors pour un certain entier x;,, on a 


(2) ax +...+ax, + a = 0 (mod p). 


Soustrayons cette congruence de (1). Dans ce cas, la différence entre 
les termes de degré k est de la forme 


a (td) = a (rm) (it +mt+... +) 


avec À = 1, ..., n; chaque différence contient un facteur linéaire 
(z — z,). Aussi peut-on finalement écrire la différence de la façon 
suivante : 


(3) (z— 2x) (b1-2" 7 +... + b,) = 0 (mod p), 


où Do, - . ., Dh -, Sont des entiers, b, _, = a,. Toute autre solution de 
la congruence (1), disons, x, sera la solution de la congruence 


(4) bar +...+0b, = 0 (mod p). 


En effet, vu que x, 5 x, (mod p) et le module p est simple, de la 
congruence 


(za — 21) (bn-17 +... + bo) = 0 (mod p) 
on tire que 


br DL... +4 b, = 0 (mod p). 
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Comme le degré de la congruence (4) vaut r — 1, suivant l'hypothèse 
de récurrence, la congruence (4) admet nr — 1 solutions au plus. 
Donc, la congruence de départ (1) possède nr solutions au plus. [ 

COROLLAIRE 4.4. Si la congruence a,;,x + ...+arz+a = 
= 0 (mod p) admet plus de n solutions, tous ses coefficients sont divisi- 
bles par p. 

PROPOSITION 4.5. Si p est premier, la congruence x°-1 — 1 = 
= 0 (mod p) admet exactement p — 1 solutions. 

Cette proposition découle directement du théorème de Fermat 
et tous nombres non divisibles par p satisfont à la congruence ; ses 
solutions sont les nombres 1, 2, ..., p — 1. 

T&£OREME de WiLsoN. Si p est premier, alors 


(4) (p—1)1 +1= 0 (mod p). 


Démonstration. Si p = 2 le théorème est apparemment 
vrai. Soit p > 2. Considérons la congruence 


(2) (z—1)(æ—2)...(z—(p—1)—(æ#-1—1)=0 (mod p). 


Son degré est inférieur à p — 1, mais cette congruence possède p — 1 
solutions : 1, 2, ..., p — 1. Aussi, selon le corollaire 4.4, tous les 
coefficients de la congruence (2) sont-ils divisibles par p. En particu- 
lier, le dernier coefficient égal à (p — 1) ! + 1 est divisible par p. O 

THÉOREME 4.6. Si p est premier et d est un diviseur naturel du 
nombre p — 1, la congruence 


(4) x —1—=0 (mod p) 


a alors exactement d solutions. 
Démonstration. Soit dun diviseur quelconque de p — 1, 
p — 1 = kd. Alors la congruence 


(2) 2-1 — 1 = 0 (mod p) 
peut être écrite sous la forme 
(3) (ai — 1) (2-0 LE ad DL... + 24 +1) = 0 (mod p). 


Selon la proposition 4.5, la congruence (2) possède p — 1 solutions: 
1,2,..., p — 1. Chaque solution de la congruence (2) doit vérifier 
l'une des congruences : 


(4) 2 —1= 0 (mod p), 

(4) D +... + +1 = 0 (mod p). 

Selon le théorème 4.3, la congruence (4) admet d (4 — 1) — 
= p — 1 — d solutions au plus. Aussi, la congruence (1) doit-elle 


posséder au moins d solutions. Donc, en raison de la proposition 4.5, 
la congruence (3) a exactement d solutions. O 
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Exercices 


1. Démontrer que si le nombre naturel m > 1, la congruence 1-2-3 ... 
... (m — 1) = —1 (mod m) est alors satisfaite si et seulement si m est pre- 
mier. 

2. Chercher les solutions de la congruence az ma 1 (mod 7) pour a = 2, 3, 


3. Chercher le nombre multiple de sept et fournissant le reste 1 après divi- 
sion par 2, 3, 4, 5, 6. 

4. Démontrer que la congruence 2° + 1 =: 0 (mod p), pour p = 4ä4n + 1 
premier, est satisfaite pour le nombre (2n)! 
5. Résoudre les congruences: 


z° ms —1 (mod 65); 23 = —2 (mod 33). 


$ 5. Racines primitives et indices 


Ordre du nombre et de la classe résiduelle suivant un module. 
Soit a un nombre premier avec m. On appelle ordre du nombre a modulu 
m le plus petit entier positif d tel que a = 1 (mod m). Si b = 
= a (mod m), il possède le même ordre modulo m que a. Ainsi, tous 
les éléments de la classe résiduelle a mod m sont d'ordre d; le nombre 
d est appelé ordre de la classe résiduelle a mod m et noté © (a mod m). 

PROPOSITION 5.1. SiO (a mod m) = d, alors les nombres a, a°,... 
..., & sont non congrus deux à deux modulo m. 

Démonstration. Si a = a* (mod m), où As, k,s€ 
€ {1,2,...,d}, alors a’ -* = 1 (mod m), ce qui est en contradiction 
avec l'hypothèse, car 0<s—k<d. O 

PROPOSITION 5.2. Soient © (a mod m) = d et n tout entier non 
négatif. La congruence a" = 1 (mod m) est vérifiée si et seulement si n 
est divisible par d. 

Démonstration. Montrons d'abord qu'il s'ensuit à partir 
de a° = 1 (mod m) que nr est divisible par d. Selon le théorème de 
la division avec reste, il existe pour n et d des nombres naturels q 
et r tels que 


(1) nr =dg+r, 0Lr<d. 
Montrons que r — 0. En raison de (1) et de la condition a = 
= 1 (mod m), on a 

a" = ao = (aiYa' = a = À (mod m). 
Vu que par hypothèse a’ = 1 (mod m), si 0 < r << d, la congruence 
a" = 1 (mod m) n’est possible que pour r — 0. Par conséquent. nest 


divisible par d. Supposons maintenant que n# est divisible par d, 
n = dk pour un certain 4. Alors 


dk = (a) = 1 (mod m), c'est-à-dire a" =1(modm). 


a'=a 
PROPOSITION 5.3. Si © (a mod m) = d, alors q (m) est divisible 
par d. 


378 THEORIE DES CONGRUENCES [CH. XII 


Démonstration. En vertu de la proposition 5.2, de 
a%(m) = 1 (mod m) et de la condition © (a mod m) = d il s'ensuit 
que (m) est divisible par d. 

Proposition 5.4. Soit © (a mod m) = d. La congruence à = 
= a* (mod m) a lieu si et seulement si k = s (mod d). 

Démonstration. Si 


(1) a = a° (mod m), k=>s, 
alors, 
(2) a*“= 1 (mod m) 


et, par suite, en vertu de la proposition 5.2, À — s est divisible 
par d, c'est-à-dire 
43) k=5s (mod d). 
Réciproquement : de (3) s'’ensuivent (2) et (1). O 

ProPosiTION 5.5. Soient a, b des nombres premiers avec m. Si les 
nombres © (a mod m) et © (b mod m) sont premiers entre eux, alors 


© (ab mod m) = © (a mod m)-© (b mod m). 


D'émonstration.Soient © (a) = d,O (b) = eet © (ab) = 
= f. Démontrons que f est divisible par de. Vu que b° = 1 (mod m), 
alors = a°b° = (abÿ (mod m) et a = (ab)! = ((ab)/)ÿ = 
= { (mod m). A partir de a = 1 (mod m), en vertu de la pro- 
position 5.2, il s'ensuit que ef est divisible par d. Vu que par hypo- 
thèse (d, e) = 1, f est divisible par d. On obtient de même que f 
est divisible par e. Donc, f est divisible par de. 

D'autre part, (ab)* = (a) (b°) = 1 (mod m). Selon la pro- 
position 5.2, il s'ensuit que de est divisible par f. Par conséquent, 
f = de. D 

PRoPosiTION 5.6. Si © (a mod m)=n et d esi un diviseur naturel 
du nombre n, alors © (a mod m) = n/d. 

Démonstration. Soit © (a! mod m) =f. Par hypo- 
thèse, a" = (a%)"{ = 1 (mod m). Selon la proposition 5.2, il s'ensuit 
que n/d est divisible par f, c'est-à-dire n/d = kf, n — kfd pour un 
certain nombre naturel k. Donc, a = (at) = 1 (mod m). On en 
déduit que fd est divisible par n. Donc, À = 1,n = fdet f = n/d. O 

PROPOSITION 5.7. Si © (amod m) = n et (k, n) = d, alors 


© (a* mod m) =: n/d. 

Démonstration. Soient © (a* mod m) = f, k = k,d, 
n = n,d. De l'hypothèse on déduit que 

(a*yÿé = (a*ÿlé = 1 (mod m). 


Par conséquent, le nombre n/d = n, est divisible par f. D'autre 
patt, (a*) = a*/{ = 1 (mod m). Selon la proposition 5.2, il s'ensuit 
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que kf est divisible par nr. Donc, k;f est divisible par n,; vu que 
(k. nr) = 1, f est donc divisible par n,; par conséquent, f = nr, = 
= n/d. OO 

PROPOSITION 5.8. Si © (a mod m) = n et (k, n) = 1, alors 


© (a* mod m) == n. 


Cette proposition découle directement de la précédente. 

Racines primitives suivant un module simple. Pour décrire un 
groupe des résidus multiplicatif suivant un module simple il faut 
procéder à l'étude des nombres dont l’ordre est le plus grand suivant 
ce module. 

THÉORÊÈME 5.9. Soient p un nombre premier et d un diviseur na- 
turel du nombre p — 1. Dans un système réduit des résidus modulo p 
il existe exactement y (d) nombres d'ordre d. 

Démonstration. Soit B le système réduit des résidus 
modulo p. Soit d un certain diviseur naturel du nombre p — 1. 
Notons v (d) le nombre d'éléments de B dont l'ordre vaut d. Suppo- 
sons qu'il existe au moins un élément a € B dont l’ordre est p, c’est-à- 
dire vw (d) > 0. Alors, a, a*, ..., a sont des solutions modulo p 
distinctes de la congruence 


(4) = 1 (mod p) 
et, selon le théorème 4.6, il n’y a pas d’autres solutions. Par suite, 
tous les résidus d'ordre d doivent appartenir à l’ensemble 
M = {a, a°, 3 ad}. 
Selon les propositions 5.7 et 5.8, le nombre a“ est d'ordre d si et 


seulement si (d, k) = 1. Il s'ensuit que 4 (d) = œ (d) au cas où il 
existe au moins un élément d'ordre d. Ainsi 


(2) v(d) <op(d) pour tout diviseur d du nombre (p — {). 


Chaque résidu possédant un ordre d, diviseur de p —1,ona 
Ù OO p(d)=p—1. 
di(p-1) 
D'autre part, selon le théorème 3.11, 
di(p-1) 
donc 
(3) X  (ptd)—w(d)=0. 
di(p-1) 


Sur la base de (2) et (3) on conclut que 1: (d) = œ (d) pour tout divi- 
seur naturel d du nombre p — 1. O 

Si le résidu a modulo m est d'ordre  (m), on appelle alors a 
racine primitive modulo m. 


380 THÉORIE DES CONGRUENCES [CH. XII 


TH£EOREME 5.10. Un groupe des résidus modulo p premiers avec le 
module est cyclique. Le nombre de racines primitives modulo p vaut 
p (p — 1). 

Ce théorème découle directement du théorème précédent selon 
lequel il existe p (p — 1) générateurs du groupe des résidus premiers 
avec p. 

Si gest la racine primitive modulo p, les p — 1 puissances 


(1) gg, ..., 87 
sont alors non congrues modulo p. Par conséquent, la proposition 
suivante est vraie. 

PROPOSITION 5.11. Si g est une racine primitive modulo p, les p — 1 
puissances g, g°, ..., gP-! constituent alors un système réduit des 
résidus modulo p. 

Les racines primitives n'existent pas pour tout module m, mais 
de pour m = 2, 4, p°, 2p° (p étant un nombre premier im- 
pair). 

Exemple. Soit p = 13. Cherchons les racines primitives sui- 
vant ce module. 

; rs nombre p — 1 — 12 possède 6 diviseurs naturels: 1, 2, 3, 4, 

p (1) = 1, p (2) = 1, p (3) = 2, p (4) = 2, p (6) = 2, 

p (12) = 4. 
Les nombres 2, 6, 7, 11 sont des racines primitives modulo 13. Le 
nombre 12 a l'ordre 2 ; le nombre 3 l'ordre 3 ; les nombres 5, 8 l’ordre 
4 ; les nombres 4, 10 l’ordre 6, le nombre 1 l’ordre 1. 

Indices suivant un module simple. Soit g une racine primitive 
modulo p. Alors, les nombres 
(1) gg, ..., g 
forment un système réduit des résidus modulo p. Aussi tout nombre a 
est-il premier avec p et n’est congru qu'avec un et seulement un des 
nombres de la série (1). 

Si a = g" (mod p), alors k est dit indice du nombre a modulo p 
affectant la base g et est désigné par le symbole ind a ou ind, a. 
Si À’ est un autre nombre pour lequel a = g*’ (mod p), alors g* = 
= gk' (mod p) et, selon la proposition 5.4, À = k" (mod (p — {)). 
Ainsi, l’ensemble des indices d'un nombre «a donné forment une 
classe résiduelle modulo p — 1. Par définition de l'indice, a = 
= b (mod p) implique ind a = ind b (mod p — 1). 

Exemple. Soit p — 13. Le nombre 2 est la racine primitive 
modulo 13. Les indices des nombres 1, 2, ..., 12 affectant la base 
g = 2 sont: 

a [123456 7 8 9 10 11 12 


ind a |0O 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6 
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À l'aide de ce tableau, la base du nombre a étant donnée, on obtient 
son indice modulo 13. Le tableau qui suit permet, connaissant l’indi- 
ce, d'obtenir le nombre correspondant : 


ind «a | 0 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 


a | 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 


Au moyen d'indices on est en mesure de réduire une multiplica- 
tion modulo p à une addition modulo p — 1 de façon analogue au 
procédé qui permet à l’aide des logarithmes de réduire une multipli- 
cation banale des nombres à une addition. 

THÉOREME 5.12. Si les nombres a, b sont premiers avec pet n 
est un nombre naturel quelconque, alors 


dt) ind ab = ind a + ind b (mod p — 1), 
ind a" = n ind a (mod p — 1). 
Démonstration. Par définition des indices des nombres 
a et b, on a: 
a = ginde (mod p), b = gindb (mod p), 
de là on tire le produit 
ab = gind'a+ind b (mod p). 
Donc, ind a + ind best l’un des indices du produit ab, c'est-à-dire 
ind ab = ind a + ind b (mod p — 1). 
De la congruence a = gind a (mod bp) il s'ensuit que 
a = grinda (mod p); 
aussi » ind a est-il l’un des indices de la puissance a”, c'est-à-dire 
ind a" =ninda(modp—1i). O 


Exemples. 1. Soient p = 13, a = 8, b = 6; alors ind 8 — 
= 9, ind 6 = 8, ind 8.6 = 9 + 8 = 5 (mod 12). 

2. Résoudre la congruence 6x = 7 (mod 13). 

La congruence donnée est équipotente à: 


ind 6 + ind z = ind 7 (mod 12) ou ind zr = 
= ind 7 — ind 6 = 11 — 5 = 6 (mod 12). 


Il s'ensuit que x = 12 (mod 13). 

THÉOREME 5.12. Soient $, un groupe multiplicatif des classes 
résiduelles, éléments premiers avec p et C un groupe additif des classes 
résiduelles modulo p—1. L'application a mod p— ind a (mod p—1), 
associant à chaque élément a du groupe $, l'élément ind a du groupe 
C, est un isomorphisme du groupe $, sur le groupe C. 
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Démonstration. Par définition de l’indice, la corres- 
pondance a mod p -— ind a (mod p — 1) est bijective. En outre, 


7 Y # Lé e e e e 
dans le groupe #, est respectée l'opération de multiplication, car de 
la congruence 


ind ab = ind a + ind b (mod p — 1) 
il s'ensuit que 
[ind ab] = [ind al + [ind pl. 


Par conséquent, est un isomorphisme du groupe #, sur le groupe C.O 

En arithmétique courante le fondement de la théorie des loga- 
rithmes est un isomorphisme du groupe multiplicatif des nombres 
réels positifs et du groupe additif de tous les nombres réels. Le 
théorème démontré, constituant le fondement de la théorie des 
indices, permet de comprendre pourquoi la théorie des logarithmes 
(de l’arithmétique courante) ressemble à la théorie des indices (suivant 
un module simple). 

Congruences binomiales. On appelle congruence binomiale Îla 
congruence de la forme 


() ar" = b (mod p), 

où l'exposant n est positif. Si p est premier, la congruence (1) est 
équipotente à la congruence 

(2) n£= ind b — ind a (mod p—1), où E = ind x. 

Pour que la congruence (2) soit résoluble il faut et il suffit que le 
nombre d — (n, p — 1) divise la différence ind b — ind a. Si cette 
condition est remplie, la congruence (2) admet d solutions modulo 
p — 1; par conséquent, la congruence (1) possède exactement d 


solutions modulo p. 
Exemple. Résolvons la congruence 


(3) 6x = 5 (mod 13). 

La congruence (2) prend dans ce cas la forme 

8E = ind 5 — ind 6 (mod 12) ou 8È = 4 (mod 12). 
Cette dernière congruence est compatible, vu que (8, 12) divise 4 et 
admet les quatre solutions suivantes: 

E = 2, 5, 8, 11 (mod 12); ind z = 2, 5, 8, 11 (mod 12). 
Donc, la congruence (3) possède quatre solutions: 

z = 4, 6, 9, 7 (mod 13). 


La congruence binomiale (1) peut être réduite à une plus simple 
en multipliant les deux membres de la congruence par le nombre a, 
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inverse de a modulo p, a’a = 1 (mod p). La multiplication effec- 
tuée, on obtient 3" = a’b (mod p}). Ainsi, toute congruence bino- 
miale peut être réduite à la forme la plus simple: 


zx" = c (mod p). 


DEFINITION. Le nombre a est appelé k-naire résidu modulo m si 
la congruence 2* = a (mod m) admet au moins une solution. 

Soient p un nombre premier et k = (k, p — 1). 

THEOREME 5.13. Pour tout résidu a suivant un module simple p 
les affirmations suivantes sont équipotentes : 

(&œ) a est un k-naire résidu modulo p; 

P=1 
(B)a* = 1 (mod p); 
(y) l'ordre de la classe résiduelle a mod p est un diviseur 


du nombre P— , c’est-à-dire © (a mod p)}[((p —1)/k) ; 


(6) ind a est un multiple de k. 


Démonstration. (œ)—>(B). Soit a le k-naire résidu; 
alors, il existe un résidu x, premier avec p vérifiant la congruence 
z* = a (mod p). Donc, 


pt pci 
ak =(z) À —= (2#/h)P-1—= 1 (mod p), 


c'est-à-dire que (B) est vérifiée; 
(B) — (y). Selon la proposition 5.2, de la congruence (B) s'ensuit 


(y) — (6). De la condition (y) il s'ensuit que 


p-1 
(1) ar = 1(modp). 


Soit g une racine primitive modulo p. Alors, a = g'nda et, en vertu 
de (1), 


.P=i 
k 


P=1 
(ginda)k = g = { (mod p). 
Donc, selon la proposition 5.2, 


ind a. 21 = 0 (mod p—1); 
k : —— 
et, par suite, k | ind a, c’est-à-dire qu'est remplie (6). 
(6) — (æœ). Considérons la congruence 


kE = ind a (mod p — i). 
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Etant donné que k = (k, p — 1) | ind a, la congruence admet une 
solution. Soit £, la solution de cette congruence, kE, = ind a X 
X (mod p—1). Alors, ghëe = ginda (mod p), par conséquent, 
{g®)* = a (mod p), c'est-à-dire a est le k-naire résidu modulo p. 
Ainsi, (ô)— (a). O 


Exercices 


{. Composer le tableau des indices modulo 19 de base 2. 

2. Composer le tableau des indices modulo 29 de base 10. 

3. Chercher les racines primitives des nombres 41 et 49. 

4. Soient p un nombre premier impair et n > 1. Montrer qu'il existe exac- 
tement (p — 1)-p (p — 1) racines primitives différentes du nombre p" non 
congrues modulo p°. 

5. Si p est un nombre premier impair, n > 1, il existe exactement @ (œ (p")) 
racines primitives différentes du nombre p". 

6. Montrer que si p est un nombre premier impair et r > 1 il existe exacte- 
ment œ (ç (p*)) racines primitives différentes du nombre 2p?. 

7. Chercher l'indice du nombre (—1) suivant un module simple impair p, 
la base étant quelconque. 

8. Montrer que pour un nombre premier de la forme 2" + 1 avec n > 3, 
le nombre 3 est une racine primitive. 

9. Montrer que si p est un nombre premier de Ja forme 4k + 4 et g la racine 
primitive modulo p, p — g est aussi une racine primitive modulo p. 


$ 6. Conversion d’une fraction ordinaire en fraction 
systématique et appréciation de la longueur 
de la période d’une fraction systématique 


Une fraction périodique m-naire 


m* (bumt-1 + …. +++... + 


EL +...+#+...) 


mh+i m°k 
7 Q La 
s'écrit de façon condensée sous forme 


(+) m" (2, .. by, y .-.. ax). 


a, ... ay est dans ce cas appelé période de la fraction et b, . .. b 
prépériode de la fraction. Le nombre k est la longueur de la période 
et le nombre / la longueur de la prépériode. 


La fraction périodique m-naire (+) est dite normée si sont remplies 
les conditions: 


(a) a Æ Vi; 


(B) la période a, ... a, possède la plus petite longueur pos- 
sible. 


Si a est la fraction périodique normée m-naire (+), c'est-à-dire 
si a—=m"(b, ... by, a)... a), on dit alors que la fraction 
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m* (b,...b,, a, ... a:) est la décomposition normée du nombre a en 
une fraction périodique m-naire. 

PROPOSITION 6.1. Soit m un nombre naturel fixé supérieur à l'unité. 
Pour tout nombre rationnel positif donné a il existe un entier h et des 
nombres naturels c, n tels que 


(1) a=m—, (m, n)=1, mc, (c, n)=1. 


En outre, si l'entier h, et les nombres naturels c;, n, satisfont aux 
conditions 


(?”) a=mut, (m,n)=1, mc, (c, rm)=1, 


alors, h=h,c=cetn =n.. 

Démonstration. Figurons le nombre rationnel a sous 
forme d’une fraction irréductible a = u/v, (u, v) = 1, u, vEN. 
Notons n le plus grand diviseur naturel du dénominateur v, premier 
avec m, ut — qn. Alors, chaque diviseur premier du nombre gq divisera 


t 

m ; il existe donc des entiers { tels que T € N. Notons ft, le plus petit 
: mo : me 

entier tel que ru u EN. Soit c — T4 alors 
a=m" tv + , mc, (c,n)=1. 


En posant À — —{,, on voit que les nombres h, c, nr satisfont aux 
conditions (1). 
Supposons que les nombres h,, c,, nr, remplissent les conditions 


C € 
(L'); alors a = m". ——mh.21, Posons hk > h,, alors m-" cn, — 
n ni 


= cn. Vu que, par hypothèse, (m, n) = 1 et mtTc,;,ona ki + cn; 


donc h — h, = 0 et cn, = cin et, par suite, k — h, et — = À. 
ni 
_ nn — étant irréductibles, c =c,; et n = n,. 


CoRoLLAIRE 6.2. Pour un m fixé et un nombre a rationnel et positif 
donné, il existe un unique entier h, tel que la fraction alm" ait un dé- 
nominateur premier avec m et un numérateur non divisible par m. 


DEFINITION. La figuration du nombre rationnel positif a sous for- 
me de 


= mn 
(D O a=m'—, 
où (m,n)=1, mtc, (cn) =1,(c, n) E N sera dite m-figuration 


du nombre a. Le nombre À sera également noté h (a). 
PROPOSITION 6.3. Si une fraction périodique m-naire 


m" (b, ... by, & ... ax) 
25—0 1702 
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satisfait à la condition ax == br, alors sa prépériode a la plus petite 
longueur possible. 
Démonstration. En effet, si a; = b, et L1> 1, alors 


RP : SRRREEREERE 
mm" (b, ... by, a ... a) —=m*t(b, ... bj_,, axai ... ap_1), 


c’est-à-dire qu’on peut diminuer la longueur de la prépériode de la 


fraction. Q 
Proposition 6.4. Supposons que la fraction 


(D) m"(b, ... b, & ... @x) 
soit la décomposition en fraction périodique m-naire du nombre rationnel 
positif a. Soit 
(II) a=mAt@). _. 
une m-figuration du nombre a. Dans ce cas les affirmations suivantes 
sont équipotentes 
(a) ba; 
(B) 4ÆB(modn), 
où B=bim"i+...+b et A—=amai+...+a,; 
(y) h=h(a); 


(6) = <—=b, ... by Gi... Ge 


Démonstration. (œ)—> (B). Définissons les nombres À 
et B au moyen des égalités suivantes: 


(1) A=amh it... .+ar, O0<ua, ..., a <m, 
(2) B=bimi+...+b, O<b,, ..., b <m. 
Vu que 0 < br, ax << m, on déduit de (x) que 
(3) ax Æ b; (mod m). ; 
Sur la base de (1), (2) et (3) on conclut que 
A = B (mod m); 
c'est-à-dire qu’il y a lieu (B). 
(B) — (y). Selon l'hypothèse, 
a=mA(b, ... bi, & ... a) = 


= mA ( bimi-1 + ee + br ARE Een ) . 


par suite, 


= mm A _\_pn BORD TEA 
(4) a=m (B+——)-" TE : 
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On constate sans peine que 
B(m—-1)+4= -—B + A = —b, + ax (mod m). 
Selon la condition (6) il s'ensuit que 
(5) B(m*—1) + 4 & 0 (mod m), 
c'est-à-dire que m + (B (m* — 1) + 4). En outre, en raison de (If) 
et de (4), on a 
| B(mh—1)+4 


(6) a = mn). — mh 
n mhk— 1 


En vertu de la proposition 6.1, de (5) et de (6) s’ensuit l'égalité 
(7) k=h (a); 
(y) — (6). Par hypothèse, 
(8) a — me = m* (b, .. b;, y -.. ak). 
De (7) et (8) il vient 


(9) —=——=b,... 0, dy... Œhy 


et, par suite, est satisfait (6). 
(6) — (x). De la condition (6) s'ensuit que 
B(mkh—1)+A 


mk — 1 ; 


c eme 
—= 
mhk— 1 
{ n 

: m)=1, B(m—1)+4=-—B+A%0 (mod m). En outre, 
—B+A= —b;+a,;(modm). Donc, b,æa,;(modm). En vertu 
de (1), (2), il s'ensuit que bu <a,. DO 


PropPosiTIoN 6.5. Soit 0, a;,..., a, la décomposition en fraction 
périodique m-naire du nombre rationnel positif rin, (r, n) = 1,c'est-à- 
dire 


c'est-à-dire B(m*—1)+A=c. 
mh— 1 
E. 


Vu que (c, m) = 1 et 


(1) r/n=0, a, ... a. 


A lors, la longueur k de la période est divisible par l'ordre de la classe: 
résiduelle m mod nr, © (m mod n) | #. 
Démonstration. Par hypothèse, 
ERP 5 ke, ar _4R_ 
2) += +... +R + +... 
Posons 
A=am-l+... + a. 


25% 
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Alors, (2) peut être écrit sous forme 


r A À 

D an 
Donc, 
| =. A 
(3) —— a 


et r(m*— 1) = nA. Or, comme (n, r) — 1, on a n|(m*—1), 
c'est-à-dire 

(4) m'= 1 (mod n). 

En vertu de la proposition 5.2, il s'ensuit de (4) que k est divisible 
par l’ordre de la classe résiduelle m mod ñn. [ 

THEOREME 6.6. Un nombre rationnel > O, (r, n) = 1, se dé- 
compose en fraction purement périodique m-naire avec la plus petite 
période 
(1) 0, dy -.. hp; 


si et seulement si sont remplies les conditions 
(2) 0<T<S1,  (m,n)=1. 


Dans ce cas la longueur k de la plus petite période est égale à l'ordre 
de la classe résiduelle m mod n et la suite a;, ..., ar coïncide avec la 
suite des chiffres en figuration m-adique du nombre (m* — 1)-r/n. 

Démonstration. Soit donné un nombre rationnel positif 
a représenté par une fraction irréductible r/n satisfaisant aux condi- 


tions (2). Posons k — © (m mod Le En D SR le numérateur 
m —— 


et le dénominateur de la fraction — — par , il vient 
r A 

SR TT 

Soit 

(4) = am}! un se + ah 

une figuration m-adique du nombre a. En raison de (3) 
r A À 

(9) ee nn 


De (4) et (5) il s'ensuit que 
Ge 


_ 
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autrement dit, on a obtenu une décomposition du nombre a en une 
fraction purement périodique dont la période est de longueur k: 
a=0, a, ... a. 


De plus, en vertu de la proposition 6.5, la longueur k de la période 
est minimale et la suite a, . . ., a, coïncide avec la suite des chiffres 
dans la figuration m-adique du nombre (m* — 1)-r/n. 


Supposons à présent qu'on est en possession de la décompo- 
0 r : » 
sition du nombre —, (M n) = 1, en une fraction purement pério- 


dique à période minimale, —=0, di ... ap, C'est-à-dire 
nn eh: sd ch 
Ce ee er. 
Soit 
(6) = ml +... + a. 
Alors, 
” r A A 
STE TRS 
et, partant, 
r A 
(8) Rn— mk — 1 


En raison de (7) et (8), on a 0 << A < m* — 1. De là, ainsi que de 
(8), il s'ensuit que 


0<<1. 
n 
De (8) on déduit que r (m* 1) — An et, comme (n, r) = 1, 
on a n |(m*— 1), c’est-à-dire 
(9) m°=1 (mod n) 
et, partant, (m, nr) — 1. De (9), selon la proposition 5.2, il s'ensuit 


que © (m mod n) | k. Par hypothèse, k est la plus petite période, 
donc, en vertu de la proposition 6.5, À = © (m mod n). En raison 


de (8), À = (m* — 1).— . Ensuite, en raison de (2), 
(m— 1). = am t+... + ax. 


Ainsi, la suite a,, ..., a, des chiffres de la période de la fraction 
0, a)  ... ax coïncide avec la suite des chiffres de la figuration 


m-adique du nombre (m* — 1)-—- Q 
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THÉOREME 6.7. Tout nombre rationnel positif a est doué d’une 

décomposition normée en fraction périodique m-naire m" (b, ... 
D ‘ C ° ° 

... by 4, ... a). De plus, si a — me. — est une m-figuration 


du nombre a, alors: 

1)h=Rh (a); 

2)k=O©O(m modn); 

3) La suite b,, . .., by coïncide avec la suite des chiffres dans la 
figuration m-adique du nombre B, où 


LH] «er 


a . A : 
Dr ee 


B — 


&) la suite a, . .., ax coïncide avec la suite des chiffres dans la 
figuration m-adique du nombre À, où 


A=(m—1)(<—8). 


Démonstration. Selon la proposition 6.1, il existe 
pour le nombre a un entier k et des nombres naturels c, n tels que 


(1) a=m.—, (m,n)=1, mc, (c, n)=1. 


Le nombre c peut être figuré sous forme de c = Bn +r, où 0 < 
<r<n,(r,n) = 1, B étant un nombre naturel, donc, 


@ <=8+T, 0<2<1. 
Par conséquent, il vient: 
CES . a 
Car] Sore2 


a . a 
TETE S1 — GZ. 


B — 


Selon le théorème 6.6, la fraction propre r/n se décompose en 
une fraction m-naire purement périodique 


(3) —=0, Gi ... pe 


De plus, la longueur k de la plus petite période est égale à l’ordre 
de la classe résiduelle m mod x, 


(4) k=O(m mod n), 
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et la suite a,, . .., a, coïncide avec la suite des chiffres dans la 
figuration m-adique du nombre À, où 


A= (mt — 1) = (m*—1) (<-8). 


Soit B = bim-!t +... + b, une figuration m-adique du nom- 
bre B. Alors, en vertu de (1), (2) et (3), il vient 


(5) — ==... bi, & ... a, 
par suite, 


(6) a = m" (b, sa by, y -.. az): 


Vu que h = h (a), il s'ensuit de (6), selon la proposition 6.4, l’iné- 
galité b, = ax. En outre, en raison de (4) et de la proposition 6.5, 
la longueur k de la période dans la décomposition (6) est minimale. 
Ainsi, (6) est une décomposition normée du nombre a en une fraction 
périodique m-naire. [] 


Exercices 


1. Chercher combien y a-t-il de chiffres dans la période des fractions déci- 
males en lesquelles sont converties les fractions ordinaires dont les dénomi- 
nateurs sont: 3, 7, 11, 13, 17, 19, 21. 

2. Convertir les fractions périodiques décimales suivantes en fractions 
ordinaires: 0,35 (62): 5,1 (538); 3, (27); 11,12 (31). 

3. Chercher le dénominateur de la fraction se convertissant en une fraction 
purement périodique et possédant trois chiffres dans la période. 

4. Soit p un nombre premier autre que 2 et 5. Montrer que si la fraction 
1/p est convertible en une fraction décimale purement périodique avec un nombre 
pair de chiffres dans la période, alors les chiffres de la seconde moitié de la 
période complètent jusqu'à neuf les chiffres correspondants de la première 
moitié de la période. Par exemple, 1/7 = 0,142857. 

5. Chercher combien y a-t-il de chiffres dans la période des fractions déci- 
males en lesquelles sont converties les fractions ordinaires dont les dénomina- 
teurs sont: 41, 13-37, 11-13-17, 5-7.19, 2.11 .13. 

6. Quelle valeur est susceptible de prendre le dénominateur d’une fraction 
se convertissant en une fraction décimale purement périodique avec trois chiffres 
dans la période ? 

7. Quelle est la valeur du dénominateur d’une fraction qu’on peut con- 
nul en fraction décimale purement périodique avec cinq chiffres dans la 

riode : 


CHAPITRE XIII 


ANNEAUX 


$ 1. Idéaux d’un anneau. Anneau quotient 


Idéaux d’un anneau. Soient &# = (K, + , —,-, 1) un anneau 
et Z un sous-ensemble de l’ensemble X. L'ensemble 7 est dit fermé 
dans ##: par rapport à la soustraction si a — b € I pour tous éléments 
a et b de J. 

L'ensemble J est dit stable par rapport à la multiplication à droite 
par les éléments de l'anneau &# si ak € TI pour tout a de Z et tout k 
de À, c'est-à-dire si dans l’ensemble 7, avec chaque élément a de ce 
dernier, sont inclus tous ses multiples à droite ak, où À € X. On 
définit de façon analogue l’ensemble stable par rapport à la multi- 
plication à gauche par les éléments de l’anneau #:. 

L'ensemble 7 est dit stable par rapport à la multiplication par 
les éléments de l'anneau #° s’il est stable par rapport à la multipli- 
cation à droite et à gauche par les éléments de l’anneau 44’. 

DEFINITION. On appelle idéal à droite (à gauche) de l'anneau &# 
tout sous-ensemble non vide de l’ensemble X fermé dans &# par rap- 
port à la soustraction et stable par rapport à la multiplication à 
droite (à gauche) par les éléments de l’anneau %#. 

DEFINITION. On appelle idéal bilatéral de l'anneau &# ou tout 
simplement idéal de l'anneau & tout sous-ensemble non vide de 
l'ensemble Æ si ce sous-ensemble est en même temps un idéal à droi- 
te et à gauche de l’anneau &#. 

Jl s'ensuit de la définition que tout idéal 7 de l’anneau “4 ren- 
ferme le zéro de l’anneau et est fermé relativement aux trois pre- 
mières opérations principales de l’anneau. L’algèbre (7, +, —) est 
un sous-groupe du groupe additif (X, +, —) de l’anneau. L'ensemble 
{Oz } est un idéal de l'anneau € appelé idéal nul ou zéro. L'ensemble 


K est également un idéal de l’anneau &# ; il est composé des multiples 
de l’unité de l’anneau et, par suite, est appelé idéal unité (ou unitai- 
re) de l'anneau 5#. Les idéaux zéro et unité sont dits idéaux triviaux 
de l'anneau €. Les idéaux de l'anneau distincts des idéaux triviaux 
sont dits idéaux propres de l'anneau. 

Exemples. 1. Soient # un anneau des entiers et r un entier 
fixé. L'ensemble nZ = {nx | x € Z} est un idéal de l'anneau Z&. 
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2. Soient # un anneau quelconque et »r un entier fixé. L'ensemble 
nK = {nx |x € K} est un idéal de l’anneau ‘4°. 

3. Soient &# un anneau commutatif et a son élément fixé. L’en- 
semble {ka | k € K} composé des multiples de l'élément a est un 
idéal. I] est appelé idéal principal engendré par l'élément a et noté (a). 
Dans les anneaux non commutatifs il est nécessaire de distinguer 
les idéaux principaux à droite des idéaux principaux à gauche. 

4. Soient # un anneau commutatif et a;,, ..., a, € K. L'en- 
semble {k,a, + ... + k,a, |k,, ..., k, E K} est un idéal de 
l'anneau ##. On l'appelle idéal engendré par les éléments a;, ... 

., an et est désigné par le symbole (a,, ..., a). 

Dans les anneaux non commutatifs il est nécessaire de distin- 
guer les idéaux à droite des idéaux à gauche engendrés par les élé- 
ments &a;y, ..., da. 

Etudions les opérations sur les idéaux. On appelle intersection 
des idéaux I et J de l'anneau &Æ# l’ensemble Z f\ J. On définit de fa- 
çon analogue l'intersection de toute collection d'idéaux de l'anneau. 
On vérifie sans peine que l'intersection de toute collection d’idéaux 
de l’anneau est un idéal de cet anneau. 

On appelle somme des idéaux I et J l'ensemble Z + J défini par 
l'égalité 

I+J={rz2+y|rel, yEJ}. 


On vérifie aisément que la somme des idéaux de l'anneau est un 
idéal de cet anneau. L’addition des idéaux est douée des propriétés 
de commutativité et d'associativité. 

On appelle produit des idéaux I et J de l'anneau # l’ensemble de 
tous les éléments de la forme z,y, + ... + zx,y,, où x, El,uy;: EJ 
et z un entier positif quelconque. Le produit des idéaux 7 et J est 
noté Z:J. On vérifie sans peine que le produit des idéaux de l'anneau 
est un idéal de cet anneau. 

Notons que l'idéal principal (a) engendré par l'élément a d'un 
anneau commutatif # est une intersection de tous les idéaux renfermant 
l'élément a et, par suite, (a) est le plus petit des idéaux contenant a. 

De façon analogue, l'idéal (a,, ..., a,) engendré par les élé- 


ments a, ..., a, de l'anneau commutatif :# est une intersection 
de tous les idéaux renfermant les éléments a,, . . .. a,, et, par suite, 
(a, ..., a,) est le plus petit des idéaux contenant a;, ..., ah 


Coisroences et classes résiduelles suivant l'idéal. Soit J un idéal 
fixé de l'anneau :#. 

D&riNiTION. Les éléments a, b de l'anneau :# sont dits congrus 
suivant l'idéal ] sia—bElI. 

La notation a = b (mod J) signifie que les éléments a et b sont 
congrus suivant l'idéal J. 

PROPOSITION 1.1. La congruence suivant l'idéal I dans l'anneau # 
(sur l'ensemble K) est une relation d'équivalence. 
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Démonstration. La congruence suivant l'idéal Z est ré- 
flexive, vu que a — a € ZI pour tout élément a de ÆX. La congruence 
suivant l'idéal Z est transitive, vu que da — bETetb—cEel 
il s'ensuit que 


a—c—={(a—b)+(b—c)Eel. 


La congruence suivant l'idéal 7 est symétrique, vu que da — bel 
s'ensuitb—a€tl. 0 

DEFINITION. Les classes d'équivalence de la congruence suivant 
l'idéal 7 dans l'anneau :# sont dénommées classes résiduelles suivant 
l'idéal I ou classes de l'anneau “# suivant l'idéal I. 

La classe résiduelle contenant l'élément a de l'anneau # sera 
notée u. Apparemment, a = a + I. 

THEOREME {.2. Les classes résiduelles de l'anneau -# suivant l'idéal 
Î sont douées des propriétés suivantes : 

(1) toutes deur classes résiduelles soit coïncident, soit sont disjointes; 

(2) la réunion de toutes les classes résiduelles de l'anneau %# suivant 
l'idéal T coïncide avec l'ensemble | # |; 

(3) les classes résiduelles a et b suivant l'idéal I coïncident si et 
seulement si a = b (mod 7); 

(4) si cE à, alors à — c + I (en particulier, à = a — T). 

Les propriétés (1)-(4) du théorème expriment les propriétés 
correspondantes des classes du groupe (A, +, —) suivant le sous- 
groupe (J, +, —). 

Etudions les principales propriétés des congruences suivant un 
idéal. 

PROPRIETE 1Â.1. Les congruences peuvent être additionnées el 
soustraites membre à membre. c'est-à-dire de 


a=b et c=d(mod J) 
s'ensuit 
atc=b+d et a—c—=b— d(mod J). 


Démonstration. En effet, si a—bE£€l et c—dE€lI, 
alors 


a+c—(b+td)EeT et (a—c)—(b—-d)eElr. 


Par conséquent, a+cæb+d,a—-c=b—d(mod 1). DO 

PROPRIETE 1.2. Les deux membres de la congruence peuvent être 
multipliés par tout entier n, c'est-à-dire de a = b (mod J) il s'ensuit 
que na = nb (mod 7), où nE€Z. 

Démonstration. Dea—be lil s'ensuit que na — nb — 
= n(a—b)E£ElI. Q 

PROPRIETE 1.3. Les deur membres de la congruence peuvent être 
multipliés à droite et à gauche par tout élément de l'anneau, c'est-à-dire 
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de 

a=b(mod1) et cElæ | 
s'ensuivent les congruences 

ca = cb (mod J), ac = bc (mod J). 


Démonstration. L'ensemble des éléments de l'idéal 
I est stable par rapport à la multiplication par les éléments de l'an- 
neau. Donc, pour tout élément c de l'anneau &# de a — b € I s'ensuit 
ca—chEletac—bcEl. DO 

PROPRIETE 1.4. Les congruences peuvent être multipliées membre 
à membre, c'est-à-dire si 


a=b, c=d(mod /]/), alors ac = bd (mod ]J). 


Démonstration. Defait,sia— bEletc—dEIZI, alors, 
en vertu de la stabilité de l'idéal Z par rapport à l'addition et à la 
multiplication par les éléments de l'anneau, il vient 


ac —bd=ac—bc+bc—bd={(a—-b)c+b(c—d)EI. D 


Anneau quotient. Soit 7 un idéal de l'anneau Æ# = (K,+, —, 
+, 1). On a établi plus haut que la congruence modulo Z est une re- 
lation d'équivalence sur l'ensemble X. Les classes d'équivalence 
sont appelées classes résiduelles ou classes de l'anneau :# suivant l'idéal 
I ou modulo I. L'ensemble de toutes les classes résiduelles est dénom- 
mé ensemble quotient K modulo I et noté KX/I. 

Les propriétés 1.1-1.4 des congruences suivant l'idéal montrent 
que la congruence modulo JZ est une congruence dans l'anneau &# (une 
congruence relativement à toutes les opérations principales de l’an- 
neau #). Aussi, selon le théorème 3.1.9, est-on en mesure de définir 
les opérations +, —, -, 1 associées aux opérations principales de 
l'anneau &# sur l'ensemble quotient X/J de la façon suivante : 


a+b=a+b, —a=(—a), ab=ab, 1—=1+1 


pour tous éléments a, b de X/I. 

Une telle définition des opérations sur l'ensemble quotient X/7 
est correcte, car elle ne dépend pas du choix des éléments a, b dans 
les classes a et b respectivement. : 

DeriniTioN. L'algèbre (K/1, +, —, +, 1) est dénommée anneau 
quotient de l'anneau # modulo I et notée #/I. 

THEORBME 1.3. Soit I l'idéal de l'anneau #. Dans ce cas l'algèbre 
IT — (K/I, +, —, -, 1) est un anneau. 

Démonstration. L'’algèbre (K/1, +, —) est un groupe 
abélien puisque c'est un groupe quotient du groupe additif (K, +, 
mc l'anneau € suivant le sous-groupe (7, +, —) {voir théorème 

4.2). 
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L’algèbre (K/I, +, 1) est un monoïde. En effet, en vertu de l'asso- 


ciativité de la multiplication dans # pour tous a, b, c de X'I,ona 
a-(b-c) = a-(bc) = a (bc) = (ab) c = (ab})-c = (a-b)-c, 


autrement dit, la multiplication dans l'algèbre &# /I est associative. 
De plus, 


a.] = a-1 = à — Î-à pour tout à de K/I, 


c'est-à-dire 1 est un élément neutre par rapport à la multiplication 
dans l'algèbre e#/1. 

Dans é#/I la multiplication est distributive par rapport à l’ad- 
dition. En effet, en vertu de la distributivité de la multiplication 


par rapport à l'addition dans l'anneau &# pour tous a, b, c de &#/T, 
il vient 


(a + b)-c — a + b-c = (a + b)-c = ac + bc = 
— ac + bc = ac + b. 


c-b. 
Théorème des épimorphismes d’anneaux. Soient # et %#'’ des an- 
neaux : 


A — (X, SE T7 + "9 1), 4" — (K”, + + ‘0 1"). 


THEOREME 1.4. Un noyau d'homomorphisme de l'anneau # dans 
l'anneau “#” est un idéal de l'anneau &. 

Démonstration. Soit Ker f un noyau d'homomorphisme 

de J’anneau ## dans l'anneau €”, c'est-à-dire Ker f — 
= {x CE % | f(x) = 0}, où 0’est le zéro de l’anneau Æ#”. L'ensemble 
Ker f n’est pas vide, car O0 € Ker f. Pour tous a, b de Ker j, il vient 


f(a—b) = f(a) — f(b) = 0 — 0" = 0, 


c'est-à-dire l’ensemble Ker f est fermé dans ‘# par rapport à la 
soustraction. 
Pour tout a de Ker f et tout À de K, il vient 


f (ka) = f (k)-f (a) = f (&)-0° = 0”, 


c'est-à-dire ka € Ker f. De façon analogue, on se convainc que ak € 
€ Ker f. 

Ainsi, Ker f est stable par rapport à la multiplication par les 
éléments de X. Par conséquent, le noyau d’homomorphisme f est un 
idéal de l'anneau &#. D 

PRoPosiTION 1.5. Soit f un homomorphisme de l'anneau # dans l'an- 
neau #" de noyau I. Pour tous a, b de K l'égalité f (a) = f (b) est véri- 
{iée si et seulement si a = b. 
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Démonstration. Soit f (a) — f(b). Alors. 
(1) f(a—b)=f{a) —f(b) = 0, 
puisque f est un homomorphisme. Donc a — b € Jet, par suite, a = b. 


Admettons à présent que a = b. Alors, a — bE Tet f (a — b) — 
= 0’, vu que Z — Ker f. De là, compte tenu de (1). on obtient 

f(a)—f(b)=0" et  f(a) = f (b). 

THÉOREME 1.6. Soit f un épimorphisme de l'anneau 5# sur l'an- 
neau #' de noyau I. Alors l'anneau quotient -K# /T est isomorphe à l'an- 
neau Ÿ.. : 

Démonstration. Par hypothèse, / — Ker f. Soit K — 


— K'I l’ensemble de toutes les classes résiduelles de l'anneau # 
modulo 7 et 


K''I su (KT, +. Ts ‘+ 1), 


où 1 —1+ 7. Désignons par k l'application X/1 dans | #” |. qu'on dé- 
finit de la façon suivante: 
(1) h(a) = f (a) pour chaque élément a de X. 

En vertu de la proposition 1.5, la valeur de h (a) est indépen- 


dante du choix du représentant a dans la classe à. Ensuite, l'appli- 
cation h respecte les opérations principales de l'anneau &Æ#/7. En effet, 


h (1) = 13 et pour tous a, b de K, il vient: 


h(a+b)=h(a+b)=f(a+b)=f(a)+f (b) = h (a) + h (6); 
h (—a) = h((—a)) = f(—a) = — f (a) = — h (à); 
h(a-b) = h (ab) = f (ab) = f (a)-f (b) = hk (a)-h (b). 

Par hypothèse, f est une application de | # | sur |#” |. En vertu de 


(1). il s ensuit que h est une application de l’ensemble X sur l'ensem- 
ble |#” |. L'application k est injective. De fait, en vertu de (1), de 
‘égalité À (a) = h (b) s'ensuit f (a) = f (b); en vertu de la propo- 
sition 1.5, il en découle que a = b. Par conséquent. k est un iso- 
morphisme de l'anneau quotient &Æ£/I sur l'anneau #'. D 

Caractéristique d’un anneau. Soit #4 — (K, +, —, -, e) un 
anneau avec unité e. Dans le groupe additif (ÆX. +, —) de l’anneau 
l'élément e est doué soit d’un ordre fini © (e) — m, soit d’un ordre 
infini © (e) = oo. 

DEFINITION. On dit que l'anneau # possède une caractéristique 
finie m si dans le groupe additif de l'anneau l'unité de l'anneau a un 
ordre fini "#. On dit que l'anneau # a une caractéristique nulle si 
l'unité de l'anneau #£ est douée d’un ordre infini. 

Puisque tout corps # est un anneau, on peut parler de la caracté- 
ristique d'un corps #. Convenons de noter ch (#) la caractéristique 
de l'anneau #. 


398 ANNEAUX [CH. XIII 


Exemples. 1. Soit & un anneau des entiers. Pour tout en- 
tier positif nr, on a la condition n:1 = 0, c'est-à-dire © (1) — oo. 
Par conséquent, un anneau des entiers a une caractéristique nulle. 

2. Soit m un nombre naturel quelconque différent de zéro. L’an- 
neau_ quotient 5» — $.(m) admet une caractéristique finie m, vu 
que 1, unité de l'anneau #,,, possède l’ordre m. 

3. Soit #° tout anneau numérique. Alors, pour tout entier po- 
sitif r est satisfaite l'inégalité n-1£0 et, par suite, © (1) = oo. Donc, 
tout anneau numérique est de caractéristique nulle. 

4. Soient # un corps de caractéristique m,# un anneau des 
matrices carrées sur # et £ une matrice unité (unité de l'anneau). 
L'anneau € a la caractéristique m, car © (E) = O (1%) = m. 

TæeoreuE 1.7. La caractéristique d'un domaine d'intégrité est 
soit zéro, soit un nombre premier. 

Démonstration. Soit #4 un domaine d'intégrité et e 
l'unité de l'anneau &#. Si © (e) = ©, alors Æ# est de caractéristique 
nulle. 

Si O(e) = 1, alorse = 1% = 0%. Or, 1% 0%, vu que # 
est un domaine d'intégrité. Donc, © (e) = 1. 

Admettons maintenant que © (e) = m est un nombre composé 
naturel positif: m = st, 1 <s, t < m. Par conséquent, 


0 = m.e = (st)-e = (se)-(t.e). 


Comme O ( =meti<s,t<m,onas-e-Æ0ett-e 0, mais 
puisque # est un domaine d'intégrité, il s'ensuit que (s-e)-(t-e) = 
= me Z 0. On a abouti à une contradiction en admettant que m 
est un nombre composé. Donc, m est un nombre premier. 

TH£OREME 1.8. Soit p un élément premier de l'anneau &#. Alors 
l'anneau quotient 5, = &/(p) est un corps. 

Démonstration. Soit a tout élément non nul de l’anneau 
&,. Il s'agit de démontrer que & est inversible dans l'anneau &. 
La condition a = 0 traduit le fait que p ne divise pas a. Donc, pet 
a sont premiers entre eux. Il existe donc des entiers m et »r tels que 
mp + na = 1. Par conséquent, r-a = 1, c'est-à-dire que l'élément 
ä est inversible dans l'anneau $,. Ainsi, l’anneau &, est un corps. [ 

Le plus petit sous-anneau d’un anneau. Le sous-anneau engendré 
par l’unité de l’anneau € est contenu dans tout sous-anneau de cet 
anneau. 

DEFINITION. Un sous-anneau de l’anneau é# engendré par son unité 
est nommé le plus petit ou le sous-anneau principal de l'anneau %#.. 

Soient e l'unité de l'anneau :# = (X, , —, *, €), E = 
= {ne |n E Z} et € le plus petit sous-anneau de l'anneau Æ#. E est 
alors l’ensemble de base de l’anneau é : € = (E, +, —, -,e). On 
vérifie sans peine que l'anneau 6 est une intersection de tous les 
sous-anneaux de l'anneau #. 
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THÉOREME 1.9. Soit m la caractéristique de l'anneau :# et € le 
plus petit sous-anneau de cet anneau. Si m = 0, alors € est isomorphe 
à l’anneau & des entiers. Si, par contre, m > 0, alors & est isomorphe 
à l'anneau quotient &/(m). 

Démonstration. Considérons l’application k de l'en- 
semble Z dans E telle que 


(1) h(n) = ne pour tout entier n. 


En vertu de (1), k est une application de l’ensemble Z sur E et, de 
plus, h respecte les opérations principales de l’anneau &, c’est-à-dire 


kh(n+s)—=h(n) + h(s), h(—n) = —h(n), 
h(n-s) = h(n)-h (s), k (1) =e 


pour tous entiers n et s. Donc, h est un épimorphisme de l'anneau 


S sur l'anneau é. 

Montrons que Ker k — (m). En effet, puisque k (m) = me = 0, 
on a (m)c Kerh. Ensuite, si s € Kerk, alors À (s) — 0 et, par 
suite, s-e — 0. En outre, puisque © (e) = m,onas£€(m), en vertu 
du théorème 10.3.1. Ainsi, Ker k€ (m) ; par conséquent, Ker k = (m). 

Selon le théorème d'épimorphismes d’un anneau, &/Ker h = €. 
Mais puisque Ker h = (m), € = %/(m). En particulier, € = 3/(0} 
pour m — 0. Par conséquent, pour m = 0 l’anneau € est isomorphe 
à l’anneau & des entiers. CO 

CoRoOLLAIRE 1.10. Soit :#° un domaine d'intégrité de caractéristique 
m > 0. Alors €, le plus petit sous-anneau de l'anneau %, est ur 


corps. 

Démonstration. Puisque m > 0, alors selon le théoré- 
me 1.7, m est premier. Par conséquent, selon le théorème 12.3.7, 
S/(m) est un corps. En vertu du théorème 1.9, l'anneau & est iso- 
morphe au corps #/(m) et, par suite, est lui-même un corps. 


Exercices 


1. Soient nr un entier quelconque et nZ = {nx, x € Z}. Montrer que pour 
tout nr l’ensemble nZ est un idéal de l'anneau Æ. Montrer que tout idéal de 
l'anneau Æ est un ensemble nZ pour un certain nombre naturel n. 

2. Montrer que des opérations binaires d’intersection et des sommes d’idéaux 
sont commutatives et associatives. 

3. Démontrer que l'intersection d'idéaux à gauche (à droite) de l'anneau 
est un idéal à gauche (à droite) de l'anneau. 

. Montrer qu'un corps n’a pas d’idéaux autres que l'idéal nul et l’idéa} 
unité. 

5. Soit 7° un espace vectoriel de dimension finie sur le corps #. Soit 
un anneau d'opérateurs linéaires de l’espace 7°. Démontrer que l'anneau 4” 
est démuni d’idéaux bilatères différents des idéaux nul et unité. 

6. Chercher tous les idéaux de l'anneau %,2. A. 

7. Démontrer qu un domaine d'intégrité fini est un corps. .*, 


J 
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8. Soient #’ un anneau et nunentier. Montrer que l'ensemble {r € K | nr = 
= 0 ,-} est un idéal de l'anneau ©. 

9. Soit # un corps fini composé de m éléments. Démontrer que a" = a 
pour tout élément a du corps #. 

10. Chercher tous les automorphismes d'un corps des nombres complexes 
dont les nombres réels demeurent invariants. 

11. Démontrer que pour tout isomorphisme des corps numériques le sous- 
corps des nombres rationnels constitue une application identique. 

12. Démontrer que l'anneau des matrices de la forme 

| a + bi | 

—c—+di a—bi 

à a, b, c. d réels est isomorphe au corps (à l'anneau à division) des quater- 
nions a + bi + cj + dk sur le corps des nombres réels. 

13. Démontrer que le plus petit sous-corps de tout corps de caractéristique 
aulle est isomorphe au corps des nombres rationnels. 

14. Démontrer que Z4/2Z = X2 et Eg/3Ze = Es. 

15. Soit nr un diese positif du nombre naturel‘ m. Démontrer que 
Em/ 2m = En: 

16. Démontrer que le domaine de l'intégrité ne contenant que trois élé- 
ments est isomorphe à l'anneau quotient %X/3Z. 


17. Démontrer que les corps @ (3/7) et @ (y/11) ne sont pas isomorphes. 


$ 2. Corps des quotients d’un domaine d’intégrité 


Corps des quotients d’un domaine d'’intégrité. Le problème de 
possibilité d'immersion d’un domaine d’intégrité dans un corps 
est d'importance majeure. 

Derixirion. Un corps 7 est appelé corps des quotients d'un domaine 
d'intégrité -# si sont remplies les conditions: 


(a) <# est un sous-anneau du corps # ; 
(B) pour tout x de F il existe dans À des éléments a et b tels 
que x = a-b”!. 


THéoreMr 2.1. Pour tout domaine d'intégrité il existe un corps des 
quotients. 

Démonstration. Soient # — (K, +, —, -, 1) un domai- 
ne d’intégrité, X* = KX {0} et 

K X K*% = {(a, b)|acK, bEkK*)}. 


Définissons sur l’ensemble À X ÆX%* Ia relation binaire = de la façon 
suivante : 


(a, b) = (c, d) si et seulement si ad = bc. 


Appelons congruence sur K X K* cette relation. La congruence est 
réflexive, symétrique et transitive. 

La réflexivité et la symétrie sont évidentes. La transitivité se 
manifeste également. En effet, il s'ensuit des prémisses que ad = bc, 
cf = de, d0. En multipliant les deux membres de la première 
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égalité par f, et de la seconde par b, on obtient: adf = bcf, bcf = 
— bed et, par suite, adf — bed. Cette dernière égalité implique af = 
= be, vu que # est un domaine d'intégrité et d = 0. Donc, (a, b) = 
= (e, f). 

Ainsi, la congruence est une relation d'équivalence sur l’ensem- 
ble À X Æ%*. La classe d'équivalence contenant le couple (a, b) est 
notée [a, b], l'ensemble quotient À X K*/= par!;F,. Remarquons 
que pour tous [a, blet [c, dde F,,ona 


(1) [a, b] = [c, d] si et seulement si ad = bc. 


Définissons sur l’ensemble À X K* les opérations @, ©, ©: 

(a, b) @ (c, d) = (ad + bc, bd); 

€, (a, b) = (—a, b); 

(a, b) © (ce, d) = (ac, bd). 
# étant un domaine d’intégrité, b 0 et d 0 impliquent que 
bd = 0. Donc, l’ensemble À X Æ* est fermé relativement aux opé- 
rations ®, © et ©. On voit sans peine que les opérations d’addition 
et de multiplication sont commutatives. 

Démontrons que la congruence sur À X Æ* est une congruence 
pour les opérations @, ©, et ©. Compte tenu de ce que les opéra- 


tions d’addition et de multiplication sont commutatives, il suffit de 
montrer que de la condition 


(2) (a, b) = (a, b') 

s'ensuivent les relations : 

(3) (a, b) @ (c, d)= (a’, b‘) @ (c, d): 

(4) O(a b)=Q (a, b'); 

(5) (a, b) © (ce, d)= (a’, b’) © (c, d). 
La vérification de (3) se ramène à l'établissement de la relation 
(ad + bc, bd) = (a’'d + b'c, b'd). 

Cette relation se réduit à l'égalité 
(ad + bc) b'd = (a’d + b'c) bd 


qui, à son tour, peut être remplacée par l'égalité ab'd? = a’bd?, 
qu’on obtient à partir de l'égalité ab’ = a’b. Cette dernière égalité 
se déduit de la condition (2). 
La vérification de (4) se ramène à l'établissement de la relation 
(—a, b)= (—a", bd’), 
réduite à l’ égalité (—a) b' — (—a’) b qui, à son tour, est remplacée 
par l'égalité ab’ — a’b valable en vertu dé la condition (2). 
26—01762 
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La vérification de (5) se ramène à l'établissement de la relation 
(ac, bd) = (a’c, b‘d), 
se réduisant à l'égalité ac-b'd = a’c-bd qui, à son tour, est obtenue 
à partir de l'égalité ab” = ab, vraie en vertu de la condition (2). 
Bref, on a établi que la congruence sur l’ensemble À *X ÆX%* est 
une congruence pour les opérations @, ©, ©. Selon le théorème 3.1.9 
sur les congruences, les opérations +, —,. se définissent sur l’ensem- 
ble quotient F, au moyen des formules suivantes : 
(6) (a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd); 
(7) — La, b] = [—a, b]; 
(8) Îa, bl-lc, d] = [ac, bd], 
de plus, les valeurs des opérations définies ainsi sont indépendantes 
du choix arbitraire des couples (a, b)et (c, d) dans les classes d'équi- 


valence [a, b] et [c, d] respectivement. 
Pour tout élément a de X posons & = [a, 1], en particulier, 


0 = (0, 1], 1 = [1, 1]. Sur la base de (1) on conclut que: 

[a, bl — 0 si et seulement si a = 0: 

[a, b] — 1 si et seulement si a = b; 

[a, b] = [ac, bc] pour tout c = 0. 

Démontrons que l'algèbre #, = (F1, +, —, -, 1) est un corps. 
Une vérification directe montre que l'addition dans #, est commu- 
tative et associative, O est un élément neutre par rapport à l’addi- 
tion et, pour tout [a, b] de F,, il vient 

[a, b] + (— la, b]) = 0. 

Par conséquent, l'algèbre (F,, +, —) est un groupe abélien. 

Une vérification directe montre également que la multiplication 
dans #, est commutative et associative et 1 est un élément neutre 
par rapport à la multiplication. Donc, l'algèbre (F,, -, 1) est un 
monoide commutatif. 

Montrons que la multiplication dans .#, est distributive par 
rapport à l'addition, c’est-à-dire que pour tous Î[a, b], [c, dl, [e, f| 
de F,;, on a 


(a, b] + [e, dl) [e, fl] = la, b] Le, f] + [c, d] (e, fl. 
Il faut montrer que 

[ade + bce, bdf] = [ae-df + ce-bf, bf-df], 
ou 


(ade + bce, bdf) =. ({(ade.+ bce)f, bdf-f) ({ Æ 0). 


$ 2] CORPS DES QUOTIENTS D'UN DOMAINE D'INTÉGRITÉ 403 


La dernière relation est la conséquence de ce que (a,, b,) = (af, bif) 
pour tous a,, b,, f avec f & 0. 

Ainsi, l'algèbre #, est un anneau commulatif. Dans l’anneau F, 
est satisfaite la condition 0 1, car 0-1-£1:1 dans le corps F. 
Dans l'anneau #1 tout élément autre que 0 est inversible. En effet, 
si (a, bl Æ 0, alors a Æ 0, [b, al E F,et [a, b]-[b, a] = 1. Bref, on 
a établi que l'algèbre #, est un corps. 

Le corps #, contient un sous-anneau isomorphe à l’anneau #. 
De fait, considérons l’ensemble X, = {{a, 1] | a € K}. Cet ensemble 
est fermé dans #.,, de sorte que 


(9) La, 1] + [b,1] = [a + b,1], — [a, 1] = [—a,1], (a, 1][b, 1] — 
= (ab, 1], (1,11EX, 


pour tous [a, 1], [b,11de X,. Donc, l'algèbre #, — (K,, +, —, +,1) 
est un sous-anneau du corps #,. Définissons l'application h, de 
l'ensemble K, dans K de la façon suivante: 


h, (la, 1]) = a pour chaque a de X. 


k, est apparemment une application injective de l’ensemble X, 
sur À. En vertu de (9), l’application h, respecte les opérations prin- 
cipales de l’anneau #,, c'est-à-dire 


h(a+b)=a+b, h(—a)=—a, h,(ab) = ab, h,(1)=1. 


Ainsi, k, est un isomorphisme de l'anneau %#, sur l'anneau #. Par 
conséquent, le corps #, contient le sous-anneau €, isomorphe à l’an- 
neau de départ &Æ. 

11 faut maintenant construire pour le corps #, un nouveau corps 
isomorphe au corps #, et contenant le sous-anneau #7. A cette fin, 
remplaçons dans l’ensemble F, chaque élément [a, 1] par l’élément a 
(image de l’élément [a, 1] après avoir fait opérer k.), en laissant tous 
les autres éléments de l’ensemble F, inchangés. Posons F — 
= (F,  K,) UX. Notons k l'application suivante de l’ensemble F, 
sur F: 

k (= | hi (x) s: zEK,, 

z si zEPF,X K:. 


L'application k est une application injective de l’ensemble F, sur F 
prolongeant l'application h.. 


Définissons sur l’ensemble F les opérations +, —, - par les 
formules 
a+B=h(RT (x) + h7(B)), 
(@)  —aœ=h(—hT(c)), 


a-B—=h(hT(a)-h7 (B)) («, BEF). 
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Notons que 1 = h (1). Considérons l'algèbre 7 = (F, +, —,.,1). 
Sur la base des formules (+) on conclut que les formules suivantes 
sont vraies: 
hi (a + 8) = ht (a) + ht (B), 
RT(—a)=—hT(a) («a BEF), 
h”! (af) = k7? (a)-h7° (B), 
h-1(1) = 1. 
Ces formules montrent que k-! est un isomorphisme de l'algèbre 7 
sur le corps #,. Par conséquent, l'algèbre .7 est un corps. Dans ce 
cas 4° est un sous-anneau du corps # car X€ F'et, en vertu des 
formules (+), les opérations +, —, - dans 7 prolongent les opéra- 
tions principales correspondantes de l’anneau :##. En effet, pour tous 
a, B de X, il vient: 
a+B—=h(lx, 1] + (6, 1h =hk(lx +B, 1h =a+p; 
— a —=h(—[x, 11) = h ((—a, 1]) = — a; 
a-B = h([a, 1]-[B, 11) = À (ap, 11) = af. 


Chaque élément x de F peut être représenté sous forme de quo- 
tient d'éléments de l'anneau #. En effet, si h-1 (x) = [a, b], où a, 
bEK et bZÆO0, alors 

[a, b] = La, 11-[1, b] et k-1 (x) = a-(b)"*, 


Donc, 
z—=h(a.b-1) = h(a)-h(b-!) = a-b-1, et, par suite, x = a-b-1. 


Bref, on a établi que .# est un corps satisfaisant aux conditions : 
(a) Æ est un sous-anneau du corps # ; (B) pour tout x de Fil existe 
dans X des éléments a, b tels que zx = a-b-!. Par conséquent, # est 
un corps des quotients pour le domaine d'intégrité #. 

Isomorphisme des corps des quotients. Montrons que tout domaine 
d’intégrité contient un corps unique des quotients à l’isomorphis- 
me près. 

Tu£oreME 2.2. Soit # — (K, +, —, -, 1) un domaine d'inté- 
grilé. Soient F = (F, +,—,.,1) et P = (P, ,O, ©), 1) des 
corps des quotients de l'anneau :#. Il existe alors un isomorphisme du 
corps # sur le corps P faisant passer chaque élément de l'anneau Y# 
dans lui-même. 

Démonstration. Par hypothèse, # est un corps des 
quotients, donc sont remplies les conditions: 

(œ) # est un sous-anneau du corps F ; 

(B) pour tout x de F il existe dans X des éléments a, b tels que 
z = a-b”*. Ensuite, parhypothèse, est un autre corps des quotients 
de l'anneau “#, donc, sont remplies les conditions: 
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(y) # est un sous-anneau du corps Ÿ ; 

(6) pour tout y de P il existe dans X des éléments a,, b, tels que 
y = & © bi". | 
Définissons la relation h de la façon suivante: 


(4) hRk(a-b-1) = a © b”* pour tous a, b de X. 


Montrons que h est une application de F dans P. 11 faut montrer que 
l'égalité (1) définit la seule valeur h (x) qui ne dépend pas de la 
représentation concrète de l'élément x sous forme de x = a-b-1, En 
effet, si r = c-d!(c, dE K) est une autre représentation quelcon- 
que de cette forme de l'élément x, alors a-b-! = c.d”1. Donc, en 
vertu de (œ) a-d = b-c. En vertu de (y), il s'ensuit que a@b”! — 
— c ©Ob”!. Donc, 


k(a-b1)=aO©Ob!'=coOd=h(ce-d". 


Ainsi, on a établi que » est une application (fonction). En vertu de (1) 
et de la condition (B) Dom k = F. En vertu de (1) et de la condition 
(ô) Im k — P. Par conséquent, h est une application de l'ensem- 
ble F sur P. 

Une vérification directe montre que À est un homomorphisme du 
corps # sur le corps P, c'est-à-dire pour tous x, y de F sont satis- 
faites les conditions 


h+yn=h@ OR, h(—1 =Okh(x, 
h (z-y) k (x) © k (u), kg) = 1 


L'application k est injective. En effet, si pour des éléments 
a-b-'etc-d''deF,ona 


(2) hab?) = h(c-d”), 


alors, selon (1) dans le corps P se vérifie l'égalité a © b-! = c © d”1. 
En vertu de (6), il s'ensuit l’égalité a-d = b-c. En vertu de («) de la 
dernière égalité on déduit que 


(3) a-b-1 = c-d”1. 


Bref, il a été établi que, pour tous éléments a-b-! et c-d”! de 
l'ensemble F, de (2) s'ensuit (3). k est donc une application injective. 
De plus, h est un homomorphisme. Par conséquent, h est un isomor- 
phisme du corps 5 sur le corps #. Enfin, en vertu de (1), k (a) = a 
pour tout a de À, c’est-à-dire h fait passer chaque élément de l’an- 
neau dans lui-même. Q 


Exercices 


1. Soient c* un sous-anneau du corps # et X son ensemble de base. Soit 
f un sous-corps du corps # engendré par l'ensemble X, c'est-à-dire S est 
l'intersection de tous les sous-corps du corps # contenant l’ensemble Æ. Dé- 
montrer que # est un corps des quotients de l'anneau . 
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2. Soient Z{i] = {m+nil m, nEZ}et Æ]{[i] un sous-anneau du corps 
des nombres complexes avec ensemble de base Z{i]. Soient @ (ti) = {a + 
+ bil a, bEQ}et & (t) un sous-corps des nombres complexes à ensemble de 
base Q (t). Montrer que @ (t) est un corps des quotients de l'anneau E [i]. 

3. Soient .# et #’ des corps des quotients des domaines d'’intégrité 
et 4°’ respectivement et h un isomorphisme de &# sur Æ'’. Démontrer qu'il 
existe un isomorphisme unique du corps # sur .f’ prolongeant l'isomorphisme k. 

4. Soient .# un corps des quotients du domaine d’'intégrité c# et o un mono- 
morphine de dans le corps #. Démontrer que œ peut être prolongé et cela 
de façon unique jusqu’au monomorphisme du corps # dans le corps #. 


$ 3. Anneaux des idéaux principaux 


Propriétés élémentaires de la divisibilité dans un anneau com- 
mutatif. Soient “# un anneau commutatif et a, b ses éléments. 

DEFINITION. L'élément b est dit diviseur de a et l'élément a multi- 
ple de b s'il existe dans :# un élément c tel que a = bc. 

La notation b | a traduit que b est un diviseur de a. La nota- 
tion a : b témoigne que a est divisible par b ou bien que a est multi- 
ple de b. 

L'élément c est appelé diviseur commun de aetbsiclaetc]|b 
(ou a : cet b : c). De façon analogue, est défini le diviseur commun 
de plusieurs éléments d'un anneau. 

Les éléments a et b de l'anneau Æ sont dits associés dans # si 
a|bet b]a. 

L'élément a est dit inversible dans # ou diviseur de l'unité s’il 
existe dans # un élément b tel que ab = 1; dans ce cas on écrit 
b = a”. 

Un diviseur de l'unité divise tout élément de l'anneau. Si :# est 
un corps, alors tout élément de ce dernier est inversible s’ilest diffé- 
rent de zéro. 

Etudions les propriétés élémentaires de la divisibilité dans un 
anneau commutatif. 

ProprosiTionN 3.1. La relation de divisibilité dans un anneau est 
réflexive et transitive, c'est-à-dire est une relation de préordre. 

ProposiTioN 3.2. Un diviseur commun de deux ou plusieurs élé- 
ments d’un anneau est un diviseur de leur somme et de leur produil. 

ProrosiTion 3.3. Si l'élément c divise un au moins des éléments 
Gi, : . . An, il divise alors le produit de ces éléments. 

PRorosiTioN 3.4. Une relation d'associativité dans un anneau 
commultatif est une relation d'équivalence. 

Proposirion 3.5. Si a est associé à betb|c, alorsa lc. 

La démonstration des propositions 3.1-3.5 est laissée au soin du 
lecteur. 

PRoPosiTIoN 3.6. Dans un domaine d'intégrité les éléments a et b 


sont associés si et seulement s'il existe un élément u inversible dans l'an- 
neau lel que a = ub. 
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Démonstration. Soient Æ# un domaine d'intégrité et 
a, b des éléments associés dans Æ#, a — b. Si l’un des éléments a, b 
est nul, l’autre est obligatoirement égal à zéro. On a alors a = 1 %-°b. 


Supposons que a — b et a 0, b 0. Il existe alors des élé- 
ments non nuls u et v tels que a = ub et b = va. Donc, a = uva 
et a (uv — 1) — 0. Æ étant un domaine d'intégrité et a Æ 0, il 
s'ensuit de la dernière égalité que uv — 1 = 0 et uv = 1. Ainsi, 
l'élément u est inversible dans 5# et a = ub. 

Admettons à présent que a = eb, où & est un élément inversible 
de l’anneau # ; alors b — e-!a. Par conséquent, a et b sont associés 
dans #. 0 

ProposiTion 3.7. Soit À l'ensemble de tous les éléments inversibles 
de l'anneau commutatif #, # —= (K, +, —,-,1). Dans ce cas l'algè- 
bre (A, +, “!), où “! est une opération singulaire associant à l'élément 
a de À l’elément inverse a”}, est un groupe. 

La démonstration dela proposition 3.7 est laissée au soin du lecteur. 

Eléments simples et composés d’un domaine d’intégrité. Soit # 
un domaine d'intégrité. Tout élément a de l’anneau est divisible 
par tout élément inversible de l'anneau (par tout diviseur unité de 
l'anneau) ainsi que par chaque élément associé à a de l'anneau. Ces 
diviseurs sont dits diviseurs triviaux de l'élément a. 

DEeFiNiITION. On appelle diviseur propre de l'élément a tout diviseur 
non trivial de a, c'est-à-dire un diviseur non associé à a et irréversi- 
ble dans l’anneau #*. 

DEFINITION. Un élément du domaine d’intégrité # est dit composé 
ou réductible dans #: s’il est différent de zéro et si l’on peut le repré- 
senter sous forme d’un produit de deux éléments irréversibles de 
l'anneau *#. 

En d’autres termes, un élément du domaine d’'intégrité est dit 
composé s’il est différent de zéro et s’il peut être représenté sous forme 
de produit de deux diviseurs propres. 

D ?FINITION. Un élément du domaine d’intégrité Æ# est dit simple ou 
irréductible dans -# s’il est différent de zéro, irréversible et n’admet 
que des diviseurs triviaux. 

Notons que tout corps est démuni d'éléments simples comme d’élé- 
ments composés. 

Exemples. 1. Dans un anneau % des entiers l'élément p 
différent de 0 et de +1 est un élément simple si et seulement si ses 
diviseurs ne sont que les éléments +1, +p. Dans l'anneau & les 
nombres +2, +3, +5, ... sont simples (ou premiers). 

2. Dans l’anneau %, 6 est un élément composé, car 6 = 2-3 et 
2, 3 sont des éléments irréversibles. 

L'ensemble de tous les éléments d'un domaine d'intégrité se 
divise en quatre classes : 1) l’ensemble comportant un élément zéro; 
2) l’ensemble de tous les éléments inversibles (l’ensemble de tous les 
diviseurs unité); 3) l’ensemble de tous les éléments simples (pre- 
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miers); 4) l’ensemble de tous les éléments composés. Les deux dernières 
classes peuvent être vides (si le domaine d’intégrité est un corps). 

TH£OREME 3.8. Soient :# un domaine d'intégrité, a, bE K et 
4 l'élément unité de l'anneau -#. Alors: 


(1) b | a si et seulement si (a) (b); 

(2) a | 4 .à et seulement si (a) = (1); 

(3) a — b si et seulement si (a) = (b); 

(4) si b est un diviseur propre de a, alors (a) & (b); 
(5) a & (b) si et seulement si b | a et a ne divise pas b. 


Démonstration. (1) Soit b |a, c'est-à-dire qu'il existe 
un élément c de X tel que a = bc; alors a € (b); 


(a) = {ma |m € K} = {mcb |m € K}e {lb | LE K} = (b) 


et, par suite, (a) (b). Admettons maintenant que (a) (b); alors 
a E (b) et, par suite, a — bc pour un certain c de X, i.e. b |a; 

(2) si a | 1, alors (1) (a), en vertu de (1). En outre, (a) (1), 
vu que (1) = Æ ; donc, (a) = (1). Si (a) = (1), on a alors a |, en 
vertu de (1); 

3) si a — b, c'est-à-dire a | b et b | a, alors, en vertu de (2), 
(b) (a) et (a) (b) et, par suite, (a) — (b). Si (a) = (b), alors 
a € (b)jet bE (a), et donc, b |a et a | b, par conséquent, a — b; 

(4) supposons que b est un diviseur propre de a, c'est-à-dire 
bL1, b La et b|a. Alors, en vertu de (1) et (3), (b) = (a) et 
(a) (b), et, par suite, (a) & (b); 

(5) si (a) & (b), alors, en vertu de (1), b | a et, en vertu de (3), 
a + bet, par suite, b1 a. La réciproque se déduit de (1) et (3). 

Anneaux des idéaux principaux. [1 faut dégager et étudier dans 
la classe des domaines d’intégrité les anneaux dont chaque idéal 
soit principal. 

DEFINITION. On appelle anneau d'idéaux principaux ou anneaux 
principaux le domaine d'intégrité dont chaque idéal est l'idéal 
principal. 

Exemples. 1. Tout corps est un anneau d'idéaux princi- 
paux. 

2. L'anneau à des entiers est un anneau d'idéaux principaux. 

Rappelons que l’ensemble (a, b) = {az + by | x, y E K}, où 
a, b sont des éléments fixés de X, est un idéal d'un anneau commu- 
tatif 4. 

Etudions les propriétés des anneaux d'idéaux principaux. 

PropPosiTioN 3.9. Soient p un élément, simple de l'anneau # des 
idéaux principaux et a € K. Si p ne divise pas a, alors (p, a) = (1). 

Démonstration. Par hypothèse, chaque idéal de l’an- 
neau # est principal. Donc, il existe dans &Æ# un élément c tel que 
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(p, a) = (c). L'élément c divise les éléments p et a: 
() cp, cl|a. 


Vu que cest un diviseur de l'élément simple p, c — pou c divise 1. 
Sic- p, alors p | cet puisqu'en vertu de ({)c|a,;onap|a,ce qui 
est en contradiction avec l'hypothèse. Donc, c divise 1. Par consé- 
quent, (c) = (1) et (p, a) = (1). OÜ 

PROPOSITION 3.10. Soient p un élément simple de l'anneau & d'i- 
déaux principaux et a, b € K. Si p divise ab, alors p divise également 
a ou b. 

Démonstration. Si p ne divise pas a, alors, en vertu 
de la proposition.3.9, (p, a) = (1). Il existe donc dans X des éléments 
u, v tels que up + va = 1. En multipliant les deux membres de 
l'égalité par b, il vient upb + vab = b. Donc, si p divise ab, il divi- 
se également upb “+ vab et b. Ainsi, si p t a, alors p |b. O 

ProposiTioN 3.11. Soient p un élément simple de l'anneau & d'i- 
déaux principaux et a;, ..., a, € K. Si p divise le produit a;a; ...a,, 
alors il divise un au moins des facteurs a;, ..., a 

La démonstration de cette proposition s "effectue par récurrence 
sur n en s'appuyant sur la proposition 3.10. 

DEFINITION. La suite (a;), (a), (as), . . . des idéaux principaux 
d’un anneau est appelée chaîne ascendante des idéaux si 


(1) (a) _ (2) es (a3) . ... 


ProposiTion 3.12. Dans un anneau d’idéaux principaux une chaine 
ascendante des idéaux ne peut être infinie. 

Démonstration. Soit (1) la chaîne ascendante de l’an- 
neau # d’idéaux principaux. Notons J la réunion de tous les idéaux 
de la chaïne (1), c'est-à-dire 


(2) I = U (ai). 


Une vérification directe montre que l’ensemble Z est fermé par rap- 
port à la soustraction et stable par rapport à la multiplication par 
les éléments de l’anneau €. Z est donc un idéal de l'anneau :# et, de 
plus, un idéal principal. Il existe donc dans X un élément c tel que 
I=(c). En nous appuyant sur (2) cherchons un indicem tel que c E (a). 
CE (am) et am E TI = (c), on a I = (am) = (c). Donc, l'idéal (a) 
est le dernier maillon de la chaïîne (1). © 

Anneau factoriel d’idéaux principaux. On se propose de géné- 
raliser aux anneaux d'’idéaux principaux le théorème de l’existence 
et de l’unicité de la factorisation d'éléments de l'anneau % des 
entiers. 

DEFINITION. On dit qu'un élément a du domaine d'’intégrité %# 
admet une factorisation unique si sont remplies les conditions sui- 
vantes : 
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(1) il existe dans #° des éléments simples (premiers) p, tels que 
m 
‘4 = [] Di; 
ii 


(2) si a = [ qi est une autre factorisation, où g, sont des élé- 


ments simples Fe %, alors m = n et pour une numération adéquate 
Pi Gi pour i = 1,..., m. 

DeriNiTioN. L’anneau “# est dit factoriel (à factorisation unique) 
si c’est un domaine d’intégrité et tout élément de l’anneau différent 
de zéro et irréversible se décompose en facteurs premiers. 

Notons que tout corps est un anneau factoriel vu qu’il ne possède 
pas d’éléments irréversibles différents de zéro. 

THÉOREME 3.13. Un anneau d'idéaux principaux est un anneau 
factoriel. 

Démonstration. Soit # un anneau d’idéaux principaux. 
Il nous faut démontrer que tout élément irréversible différent de zéro 
de l'anneau se décompose en facteurs premiers. Supposons qu'il existe 
dans # un élément irréversible non nul a indécomposable en facteurs 
premiers dans #. L'élément a est alors un élément composé. On peut 
donc le représenter sous forme d’un produit de deux diviseurs pro- 
pres a = a,b. et, selon le point (4) du théorème 3.8, (a) & (a). 

Un au moins des facteurs a,, b,, par exemple a,, ne se décompose en 
facteurs premiers. On peut donc représenter a, sous forme de produit 
de deux facteurs propres: 


a 
Aj — Gode, (@1)  (@:), 

te. Ainsi, il existe une chaîne ascendante infinie 
(a) à (ai) & (as) 7... 


d'idéaux de l'anneau #, ce qui est impossible en vertu de la pro- 
position 3.12. Donc, tout élément irréversible différent de zéro de 
l'anneau *# se décompose en facteurs premiers. 

Démontrons que cette factorisation est unique. Si a est un élé- 
ment simple, le théorème est alors vrai. Supposons que le théorème 
est vrai pour des éléments représentés sous forme de produit den 
facteurs premiers et démontrons qu’il est aussi vrai pour des élé- 
ments représentables sous forme de produit de n + 1 facteurs pre- 
miers. Soient données deux décompositions quelconques de l’élément 
a en facteurs premiers: 


(1)  @ = pi. -PaPn+1 — Qi + -QsQs+1- 


L'élément simple p, +, divise le produit q, . .. 4,41. Par conséquent, 
selon la proposition 3.14, il divise un au moins des facteurs q,,... 
+ + «1 Is+1, Par exemple g,+,. Da+1 et 4, , étant des nombres premiers, 
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ON & Qs+1 = UPn+1, Où u est un élément inversible de l'anneau. En 
simplifiant les deux membres de l'égalité (1) par p,4+1, il vient 


Pie « -Pn = Que + + (UQ:). 


Donc, par hypothèse de récurrence r7 = s et pour une numération 
adéquate p; — qi pour à = 1, ..., nr. En outre, p,+,— +1. Le 
raisonnement par récurrence est achevé. [] 

Anneaux euclidiens. Soient N l'ensemble de tous les nombres 
naturels, Æ l’ensemble de base de l’anneau #. 

DEFINITION. Un domaine d'intégrité %# est dit anneau euclidien 
s'il existe une application h de l’ensemble Æ dans N satisfaisant aux 
conditions : 

(a) pour tous a, b de Æ avec b 5 0 il existe dans À des éléments 
q, r tels que a = bg+ret h(r) <h (b); 

(B) pour tout a de Æ l'égalité k (a) = 0 est vraie si et seulement 
si a = (. 

Exemple. Soit k une application de l’ensemble Z des entiers 
dans N pour laquelle k (a) = | a |. En vertu du théorème de la divi- 
sion avec reste (voir théorème 4.4.4), k remplit les conditions (æ) et (B). 
Donc. & est un anneau euclidien. 

THEOREME 3.14. Un anneau euclidien est un anneau d’idéaux prin- 
cipaux. 

Démonstration. Soient # un anneau euclidien et À 
l'application de l’ensemble X dans N satisfaisant aux conditions (x) 
et (B). L'idéal nul est apparemment l'idéal principal. Soit M un 
idéal non nul de l'anneau “#. Il nous faut démontrer que M est un 
idéal principal. Vu que M {0} est un ensemble non vide, en vertu 
de (B), k (MX {0}) est un sous-ensemble non vide de l’ensemble 
NN {0} et, par suite, selon le théorème 4.3.11, k (M {0}) contient 
le plus petit élément. Par conséquent, il existe dans M un élément 
non nul b tel que 


(1) hk(b)< h (x) pour tout z de AMX{0}. 


Démontrons que M = (b). Soit a un élément quelconque de l’'en- 
semble M\X{0}. En vertu de la condition (&), il existe dans À des 
éléments g et r tels que 


(2) a=bg+r et h(r) <h (b). 

Vu que M est un idéal et a, bE M,onar = a — bq € M et, en ver- 
tu de (1), (2) il vient 

(G) réMX 4}. 

Donc, r = 0 et a = bg. Or, comme a est un élément non nul quelcon- 
que de l’ensemble M, ME (b). Vu que bE M, on a M = (b): par 
conséquent, tout idéal de l'anneau euclidien # est un idéal prin- 
cipal. O 
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CoROLLAIRE 3.15. Tout anneau euclidien est un anneau factoriel. 

COROLLAIRE 3.16. Un anneau % des entiers est un anneau des 
idéaux principaux et, partant, un anneau factoriel. 

Exemple. Soit Zlil — {m<+nilm, nEZ}. L'ensemble 
Z !il est fermé dans l'anneau € des nombres complexes. Donc, l’al- 
gèbre & [il — (Z [il], +, —, -, 1) est un sous-anneau de l’anneau €. 
Cet anneau est nommé anneau des entiers gaussiens. Montrons que 
l'anneau & [il] est euclidien. Considérons l'application » de l’ensem- 
ble Zi] dans N pour laquelle, pour a — m<+ni, h (a) = |a | = 
— m° + n°. La condition (B) est apparemment remplie. Montrerons 
que pour k est remplie la condition (æ). Soient a, b € Z [il et b = 0. 
Alors a/b = © + ti, où ©, t € Q. Il existe des entiers s et { tels que 


[s—01<+ etlt—TI<T. Posons a = Oo —s et B = T—t. 


Alors, a = b(s + & + (t + B) i) = bg + r, où q = s + ti et r — 
— b(ax + Bi); de plus, g—s+tieZliletr —a—bqez lil. 


Donc, k(r) = 1r ft =1 6 f (ot + #9 +1 j° = LR (b) et k (< 


<< h (b), c'est-à-dire À satisfait également à la condition (æ). Ainsi, 
l’anneau des entiers gaussiens est un anneau euclidien. 


Exercices 


1. Soient A. un ensemble de tous les nombres rationnels m/n à dénomina- 
teurs impairs n et @ = (K, +, —, -, 1) un sous-anneau du corps &@ des 
nombres rationnels. Montrer que # est un anneau d'idéaux principaux. 

2. Soit Z [i] un anneau des entiers gaussiens. Chercher les éléments inver- 
sibles de cet anneau. 

3. Démontrer qu'un anneau quotient ÆZ{i]/(3) de l'anneau des entiers 
gaussiens suivant J’idéal (3) est un corps contenant neuf éléments. 

4. Démontrer que l'anneau quotient Æ{i}/(7) de l'anneau des entiers 
gaussiens suivant l'idéal (n) est un corps si et seulement si n est un nombre 
premier non égal à la somme des carrés de deux entiers. 

5. Soient À = {a+ bi V3|la,bEZ}et # = (K,—+, —, +, 1) un sous- 
anneau d'un corps des nombres complexes. Montrer que dans l’anneau c° tout 
élément irréversible différent de zéro se décompose en facteurs premiers, mais 
non pas toujours univoquement. En particulier, montrer que 4 = 2.2 = 
= (+ i V3) (1 — i V3) sont deux décompositions de 4 en produit de fac- 
teurs premiers, 2 n'étant pas associé à 1 + à V 3. 

6. Soit À un ensemble de tous les nombres complexes de la forme a + 
+ ib Y 3, où a et b sont soit des entiers, soit tous les deux des moitiés d'’entiers 
impairs. Soit c un sous-anneau d'un corps des nombres complexes à ensemble 
de base X. Démontrer que l'anneau c# est euclidien. 

7. Démontrer que l'élément p de l'anneau € d'idéaux principaux est 
simple (premier) si et seulement si l'anneau quotient Æ'/(p) est un domaine 
d'intégrité. 

8. Soient Z|V2]={m+n V21m,nez}et x [V2] un sous-anneau d'un 
corps des nombres réels à ensemble de base Z{ V 2]. Démontrer que l'an- 
neau Z [V2] est euclidien. 


$ 4] | . PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR 41 


$ 4. Plus grand commun diviseur. Plus petit commun multiple 


Plus grand commun diviseur. Soit &# un anneau commutatif. 
L'élément c est appelé diviseur commun des éléments a;, . .., a, de 
l'anneau -# si c est un diviseur (dans #) de chacun de ces éléments. 

DEFINITION. On appelle plus grand commun diviseur des éléments 


As + + + Am de l'anneau # leur plus grand commun diviseur divisible 
par tout commun diviseur de ces éléments. 
Le plus grand commun diviseur des éléments a,, . . ., a, est noté 


PGCD (a, ..., an). 

De la définition susmentionnée découle la proposition suivante. 

ProposiTioN 4.1. Si d'est le plus grand commun diviseur des élé- 
ments a, ..., a, dans %', l'ensemble de tous les diviseurs communs des 
éléments a, . .., a, coïncide avec l’ensemble de tous les diviseurs de 
l'élément d. 

DeriniTioN. Les éléments a et b de l’anneau # sont dits premiers 
entre eux si l'unité (diviseur unité) de l'anneau :# est leur plus grand 
commun diviseur dans #. 

On étudie plus bas les propriétés du plus grand commun diviseur 
dans l'anneau d’idéaux principaux. La proposition 4.2 est applicable 
à tout anneau commutatif. 

PnoposiTioN 4.2. Tous deux plus grands communs diviseurs des 
éléments a, . .., a, de l'anneau %# sont associés dans #. Si c est le 
plus grand commun diviseur des éléments a;, . . ., a, tout en étant asso- 
cié à d, alors d est également le plus grand commun diviseur de ces élé- 
ments. 

Cette propriété s'ensuit directement de la définition du plus 
grand commun diviseur. 

PROPOSITION 4.3. Pour toute collection d'éléments a4, . .., a, de 
l'anneau À d’idéaux principaux il existe un plus grand commun divi- 
seur dans %X. L'élément d est le plus grand commun diviseur des élé- 
ments a, ..., a Si et seulement si (a, . . ., a) = (d). 

Démonstration. Supposons que 


(1) (a, ..., an) = (d), 


et démontrons que d est PGCD (a,,..., a). Il s'ensuit de (1) que d 
est un commun diviseur des éléments a;, . .., a, et on a: 


(2) d=hMa +... + nan, où À, ..., ÀÂn € À. 


En outre, en vertu de (2), si cest le diviseur commun de a,,...,a,, 
alors c divise d. Donc, d'est PGCD (a, ...,a;). 

Posons maintenant que d est PGCD (a;, . .., a,) et démontrons 
qu'alors (a, ..., a,) = (d). # étant l'anneau d’idéaux principaux, 
il existe dans À un élément c tel que (a,, . .., a,) = (c). Comme on 
vient de le démontrer, c est PGCD (a;,:. .., a,). En vertu de la pro- 
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position 4.2, il s’ensuit que c et d sont associés et, par suite, selon 
le théorème 3.8, (c) = (d). Par conséquent, (a,, ..., a,) = (d). DO 

Tæ£oreME 4.4. Soit d le diviseur commun des éléments a;, . .., an 
de l'anneau € d’'idéaux principaux. L'élément d est PGCD (a;,...,a2) 
si et seulement s’il peut être représenté sous forme de d = À,a, + 

+ + Andns Où À, . .., A EX. 

Démonstration. Soit dPGCD (a, - - ., an). Alors, selon 
la proposition 4.3, (d) = (a, ..., a,). On peut donc représenter d 
sous forme de d = Àja, +... + Anan, où À, . . ., Àn € À. 

Posons maintenant que d peut être représenté sous forme de d = 
= a +... + Ann, M € K. Alors, tout diviseur commun c des 
éléments a, ...+ » 4n divise la somme À,a, + ... + À,a,, et, par- 
tant, divise d. Par conséquent, d est le plus grand commun diviseur 
des éléments ds: ss de D 

PROPOSITION 4.5. Pour tous éléments a;,..., a, et le diviseur com- 
mun c de l'anneau % d'idéaux principaux, on a 


PGCD (ca,, ..., can) = cPGCD (a, ..., a). 


Démonstration. Soit d PGCD (a, ..., a,). Selon le 
théorème 4.4, il existe dans X des éléments À,, . .., À, tels que d — 
— a +...+Ana,. Donc cd = À, (ca) +...+ 72, (ca). De plus, 
vu que d'est le diviseur commun de a,,..., a, cd est aussi un divi- 
seur commun de ca. ..., ca,. Par conséquent, selon le théorè- 
me 4.4, cd est le plus grand commun diviseur des éléments ca,, ... 

., Can. Ü 

PROPOSITION 4.6. Si dest le plus grand commun diviseur des élé- 
ments a et b dans l'anneau % d'idéaux principaux et d & 0 alors, les 
éléments a/d et b/d sont premiers entre eux. 

Démonstration. Par hypothèse, PGCD (a, b) = d #0. 
Selon le théorème 4.4, il s'ensuit que À,a + À.6 = d pour certains 


À Ào E K ; aussi, À, = + ke — 4. Selon le theorème 4.4, il s'ensuit 


que 1 est Je plus grand commun diviseur des éléments a/d et b/d, et, 
partant, que les éléments a/d et b:d sont premiers entre eux. [ 

La proposition 4.6 peut apparemment être généralisée de la façon 
suivante: si d est le plus grand commun diviseur des éléments 
Ai, + + + An dans l'anneau € d'’idéaux principaux et d # 0, alors f 
est le plus grand commun diviseur des éléments a,/d, ..., a,/d. 

TH£oREME 4.7. Si dans l'anneau d'idéaux principaux a divise bc et 
les éléments a, b sont premiers entre eux, alors a divise c. 

Démonstration. Par hypothèse, PGCD (a, b) = 1. Selon 
le théorème 4.4, il s'ensuit que À,a + À,b = 1 pour certains À, À: € 
€ K. En multipliant les deux membres de l'égalité par c, on obtient 
Aac + Abc = c. Vu que, par hypothèse, a divise bc, il divise aussi 
Aac + À,bc et, partant, a divise c. 0 
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Plus petit commun multiple. Soit # un anneau d'idéaux prin- 
cipaux. L'élément c est dit multiple commun des éléments a;,,....a, 
de l’anneau &# si c se divise dans # par chacun de ces éléments. 

DEFINITION. On appelle plus petit commun multiple des éléments: 
dj, . . .. an de l'anneau € leur multiple commun qui divise tout 
multiple commun de ces éléments. 

Un plus petit commun multiple des éléments a,, ..., a, de l'an- 
neau # est noté PPCM (a,, ..., a). 

De cette définition s'ensuit directement la proposition suivante. 

PROPOSITION 4.8. Si m est le plus petit commun multiple des élé- 
ments a, ..., a, de l'anneau ©, l'ensemble de tous les multiples 
communs des éléments a;, . . ., a, coïncide alors avec l'ensemble de tous 
les multiples de l'élément m. 

Etudions les propriétés du plus petit commun multiple dans 
l'anneau &# d'’idéaux principaux. La proposition 4.9 s'applique 
à tout anneau commutatif. 

PROPOSITION 4.9. Tous deux plus petits communs multiples des 
éléments a;, . .., a, de l'anneau ® sont associés dans #. Si m est le 
plus petit commun multiple des éléments a,, . .., a, et m est associé 
à m', alors m' est aussi un plus petit commun multiple des éléments 


TT 

Cette proposition découle directement de la définition du plus 
petit commun multiple. 

PROPOSITION 4.10. Un élément m est le plus petit commun multiple 
des éléments de l'anneau #%# si et seulement si 


(&)N (@)n...1 (a) = (m). 
Démonstration. Supposons que 
() (m)Nn...N (a) = (m). 


Alors m est un multiple commun des éléments a,, ..., a,. En outre, 
si m'est un multiple commun des éléments a,,...,a,, alors 


m' € (a), ..., m’ € (æ), c'est-à-dire 
m'E(m)N...f" (a) = (m} 


et, partant, m’ est multiple de m. Par conséquent, m est le plus petit 
commun multiple des éléments a, . .., a. 

Supposôns que m est PPCM (a, ..., a,). # étant un anneau 
d'idéaux principaux, il existe dans À un élément m, tel que 


(@)N -..1N (an) = (mi). 
Selon cette démonstration m, est le plus petit commun multiple des 


éléments a,,..., a. En raison de la proposition 4.9, m, est associé 
à m. Par conséquent, 


(m) = (m) et (m)N...N(a)=(m). D 
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CoROLLAIRE 4.11. Pour toute collection a;, . .., a, d'éléments de 
l'anneau # il existe un plus petit commun multiple dans #. 
PROPOSITION 4.12. Pour tous éléments a, b, c de l'anneau # 


(4) PPCM (ac, be) = c-PPCM (a, b). 


Démonstration. Soit m PPCM (a, b). Il faut démontrer 
que mc est PPCM (ac, bc). C'est apparemment vrai pour c = 0. 
Supposons que c # 0. m étant un multiple commun de a et b, mc 
l'est de ac et bc. Soit m’ tout multiple commun des éléments ac 
et bc, c'est-à-dire 
(2) m'=kac, m'=sbc;où k, s€ K. 


Puisque # est un domaine d'intégrité et c Æ 0, de kac = sbc il 
s'ensuit que ka = sb. Donc, ka est multiple de m, c’est-à-dire ka = 
= rm, où r € K. Par conséquent, en vertu de (2), m° = rmc ot, par- 
tant, m’ est multiple de mc. Ainsi, mc est PPCM (ac, bc) et, selon 
la proposition 4.9, PPCM (ac, bc) — em. Q 

ProrosrrioN 4.13. Si a et b sont des éléments premiers entre eux de 
l'anneau %', alors ab est un plus petit commun multiple deséléments a, b. 

Démonstration. Soit »m un multiple commun quelcon- 
que de a et b. Démontrons que m est multiple de ab. Vu que m est 
un multiple de b,onam = bc,oùcE K. Puisque a divise m et, par 
hypothèse, a et b sont premiers entre eux dans #, a divise c (voir 
théorème 4.7). Donc, ab divise bc et, partant, m est multiple de ab. 
Par conséquent, ab est le plus petit commun multiple des éléments 
a, b. OÜ 
PROPOSITION 4.14. Si a, b sont des éléments non nuls de l'anneau ?f, 
alors PPCM (a, b) 17 TC NT I . 

Démonstration. Soit d PGCD (a, b) dans #. Vu que 
a, b sont des éléments non nuls, on a d 0. Selon la proposi- 
tion 4.12, 


(1) PPCM(a, 6) — d-PPCM(+., æ). 


En vertu de la da 4.6, PGCD (+ =)=1, c'est-a-dire 


d'd 
les éléments = et _ sont premiers entre eux. De là, selon la 
proposition 4.13, il s’ensuit que 
9 0 
(2) PPCM (+, +) d d° 


Sur la base de (1) et (2) on conclut que PPCM(a,b)—<. 


THEOREME 4.15. Soient a = u-p%i ... pm, b = v. -p} . . pr, 
OÙ Pi + - «» Pm Sont des éléments irréversibles différents deux à deux de 
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l'anneau factoriel Æ, u, v étant des éléments inversibles de l'anneau. 
On a alors: 


(1) PPCM(a,b)= pt... pm, où y; — max (;, B;); 
(2) PGCD(a, b)= pô ... pôm, où 6, = min (&y, By). 


La démonstration de la formule (1) s’esquisse de façon analogue 
à celle de la proposition 11.3.8. La démonstration de la formule (2) 


» 


s'esquisse de la façon analogue à celle de la proposition 11.3.1. 


Exercices 


{. Démontrer le théorème 4.15. 

2. Démontrer que le théorème 4.7 et la proposition 4.6 sont vrais pour 
tout anneau factoriel %. 

3. Montrer que les propositions 4.10-4.14 sont vraies pour tout anneau 
factoriel 4. 

4. Soient a, b, c des éléments d'un anneau factoriel, PGCD (a, €) = 1 
et PGCD (b, c) = 1. Démontrer que PGCD (ab, c) = 1. 

5. Soient a, b, c des éléments d'un anneau factoriel. Démontrer que 
PPCM (a, PGCD (b, c)) = PGCD (PPCM (a, b), PPCM (a, c)). 
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CHAPITRE XIV 


POLYNOMES À UNE VARIABLE 


$ 1. Anneau des polynômes 


Extension transcendante simple de l’anneau. Soient &# et Z des 
anneaux commutatifs à ensembles de base X et L respectivement. 

DeriNITION. Un anneau £ est dit extension simple de l'anneau # 
par adjonction de l'élément u si sont satisfaites les conditions: 

(1) &Æ est un sous-anneau de l'anneau Z ; 

(2) tout élément a de L peut se représenter sous la forme 


a = à) + ou +... + au", où &o, y, ... An EX. 


La notation £ — &# [ul] signifie que l'anneau £ est une exten- 
sion simple de l’anneau € par adjonction de l'élément u. Dans ce 
. TN HE de base de l'anneau Z est également noté K [ul, 

= X lul. 

DEFINITION. Un anneau Z = € [ul] est appelé extension transcen- 
dante simple de l'anneau &Æ si est satisfaite la condition suivante: 

(3) pour tous éléments @&o, &, . . ., &n de l'ensemble X de l'éga- 
lité ao + ou +... + au" = 0 s'ensuivent les égalités &o = 0, 
1 —= VU, + An — 0. 

Si £ — € [ul est une extension simple de l'anneau Æ# par 
adjonction de w et u satisfait aux conditions (3), l'élément uw est 
alors appelé transcendant par rapport à ou sur &#. 

Si Æ [u] est une extension transcendante simple de l’anneau &# 
par adjonction de u, on appelle également l'anneau ## [u] anneau des 
polynômes en u sur &# et les éléments de l’anneau &# [u] polynômes en 
u sur 5* ou polynômes sur &. 

PROPOSITION 1.1. Soit # [u] une extension transcendante simple de 
l'anneau & par adjonction de u. Alors pour tout élément a de l'anneau 
 Tul, si = dG+au+...+au" et a—=a +au+... 
... + anu", où a, GEK,onaa—=a pouri-iÂ,...,n. 

Démonstration. Si 


a=d+au+...+au = a +au+...+ au" 
(a, aE€K), 
alors 
(4) m—a+(a—-a)u+...+ (an — an) u* = 0. 
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Par hypothèse, l'élément u est transcendant sur &. Donc de ® 
s de les égalités a; — a; — 0 et a; — a; pour i = 0, 1, 

THPOREME 1.2. Soient X et £ des anneaux commutatifs, q@ un 
isomorphisme de X sur £, tandis que # [x] et £ [y] sont des extensions 
transcendantes simples des anneaux “# et £ respectivement. Alors 
Æ [rl = £ [yl et il n'y a qu'un seul isomorphisme de l'anneau # [zx] 
sur l'anneau £ [y] faisant passer x en y et prolongeant l’isomorphisme q 
de l'anneau &Æ sur 

Démonstration. Désignons par ÿ l'application de l’an- 
neau Æ [x] dans l'anneau Z [y] définie de la façon suivante: pour 
tout aa +...+anx" de K [xl on a: 


Pa +... + amt") = P (ao) +... + p (an) y”. 

On voit sans peine que vŸ satisfait aux conditions : w (a) = œ (a) 
pour tout a, de K, (x) = yet Im = Z [yl. 

En outre, W respecte les opérations principales de l'anneau # [x]. 
En effet, si a—=a+...<+amz" et b=b +... + 0b,z" 
(n<£Ln),a, bEK [x], alors 

(a+) = % ((co + bo) +... + (am + Om) 27 + bn 1 +... 
.e + bh-17" "1 L b,zx") — 
= P (Go + do) +... + (am + Om) YT + 
+ P (Om+s) YTT1 +... + P (ns) 1 + p (b:) y° = 
= (9 (a) +... + p (am) y”) +(@ (bo) + .…… 
+ P (bn) y") = y (a) +Ÿ (b). 


De façon analogue, on peut montrer que 
Ÿ (—4) a —Ÿ (a), Ÿ (ab) TT Ÿ (a) Ÿ (b), Ÿ (Læ%) — 1%. 


Par conséquent, Ÿ est un isomorphisme de &%: {x] sur £[y] faisant 
passer z en y et prolongeant l'isomorphisme P. 

Démontrons que l'isomorphisme aux propriétés susmentionnées 
est unique. Supposons que Ÿ, est un autre isomorphisme de l'anneau 
&Æ [x] sur l'anneau ÆZ{yl tel que Ÿ, (a) = (Go) avec tout a, de 
K et w, (x) = y. Alors, pour tout a = a; +... + an" de K [xl], 
on a: 


V1 (@) = Ya (ao) + + + + + Yi (am) Va Fo P (ao) + P(&) y +. 
. + P(an) y" = Ÿ (a): ; 
ainsi, Ÿy = Ÿ. 
COROLLAIRE . Re Æ (xl et A [y] deux extensions transcen- 
dantes simples d'un anneau commutatif #. Alors & [x] = & [y], 
et il n'existe qu'un seul isomorphisme de l'anneau &# [x] sur l'anneau 


Æ [y] faisant passer x en y et induisant une application identique 
sur K. 


27e 
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Théorème d’existence de l’extension transcendante simple d’un 
anneau commutatif. Soit # un anneau commutatif intègre. La suite 
infinie a = (as, a, . . .) d'éléments de Æ, dont tous les termes a; 
à l'exception de leur nombre fini sont nuls, est appelée suite pseudo- 
infinie sur Æ. Pour toute suite pseudo-infinie a il existe un nombre 
naturel x tel que a; — 0 pour tous i > nr. L'ensemble de toutes 
les suites pseudo-infinies sur Æ# sera noté L.. 

Introduisons sur l'ensemble ZL, la relation d’égalité en posant 
(Go, 4, - . .) = (by, b,, . . .) si et seulement si a; = b; pour tout 
nombre naturel i. 

La somme de deux éléments quelconques a = (a, &, ...) et 
b — (b,, b1, . ..) est définie par l'égalité 


a ® b = (ao + bo, & + b,, . ..). 


On notera plus loin par (a @. b); la i-ième composante de la somme 
a + b. 

Le produit de l'élément À de X par l'élément a de L, se définit 
par la formule Aa = (Aa,, Àa,, ...). En particulier, on pose Da = 
L (—1) a = (—4@y, —@, . ..). 

L'addition dans L, est commutative, associative et est munie 
d'un élément neutre 0 — (0, 0, ...); de plus, pour chaque a de 


L, @a est un élément opposé, c PR dire «a @ (©a) = 0. Par con- 
séquent, l'algèbre (L,, @, ©) est un groupe commutatif. 

Le produit de deux éléments quelconques a = (&, &, . ..) 
et b = (b,, b,, ...) de L, se définit par la formule 


(@o: dj; . .) O (bo, b,, . .) = (Con Cys - n À 
où cx = D) ab, pour tout nombre naturel &. Plus loin on notera 
i+ 7h 


+ 
par (a © b})4 la k-ième composante du produit ab. 

Ainsi, sur l’ensemble L, on a défini deux opérations binaires 
(l'addition @ et la multiplication ©) et l'opération singulaire © 
associant à chaque a de L, un élément opposé a. Partout plus loin 1 
est l'unité de l'anneau &Æ, 1 = 1% et 1 = (1, O, Q, ...). 

LEMME 1.3. Une algèbre £, = (L,, ®, ©, ©,1) est un 
anneau commutatif. 

Démonstration. On a établi plus haut que l'algèbre 
(L1, ®, ©) était un groupe abélien. De la définition de la multi- 
plication dans Z, il s'ensuit directement qu'elle est commutative. 


La multiplication dans L, est associative. En effet, pour tous a, b, c 
de Z, 


aObOc)h= a; (b-c), = 2 (2 ) bxci) = 
j+s=t 


— > a jbrCy , 
j+R+let ‘: 
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(GOBDOch= 2 (abha= > (D aba= 


+l= +læ=i j+hmt 
—_ ÿ ajbaCi. 
j+R + lei 
Par conséquent, a@(bOc)=(aOb)Oc. 
La multiplication dans L, est distributive par rapport à l’addi- 
tion. En effet, pour tous a, b, c de L, 


(@BB)Och= } (aæb;a=— | D (ajcr + bjcn), 
j+Re j+Rai 


+Rmi 
aOc@bOch=(aOch ®(bOch= À aa+ À bjn= 
j+Resi j+hmi 
=. D (ajcr + bjcn) 
j4 Rai 


Par conséquent, (a BB b)Oc—=aOc@bOc. De plus, 1 est 
un élément neutre par rapport à la multiplication dans L.. 


Bref, on a établi que l'algèbre Z, est un anneau commutatif. [] 
Posons 


k zéros 


Un élément quelconque a = (a,, a,. ...) de L, peut être écrit 
sous la forme 


a = a(1,0,0,...)@a (0,1,0,...)@... 

... D an (0,..., 0,1,0,...) — au, ® au, ® ... © au, 
c'est-à-dire 

a = aolo ® a D... © au, 


où x est un nombre naturel tel que a; = 0 pour tout i> n. 
Pour tout nombre naturel n le système d'éléments us, wi, . .. 
. + Un 6St linéairement indépendant sur &#', c'est-à-dire que pour 
tous éléments À,, À, ..., À, de l’ensemble X de l'égalité 


(4) oo © M ® ... © hour = 0 


s'ensuivent les égalités À, — 0, 4 =0,...,A, = 0. 
En effet, de (1) s'ensuit 


Nouo + A +... + un = 


= (ÂAgs Âge «+ Ans 0, 0, .. .) = (0, 0, 0, ...), 
donc A9 =0, 14 =0,... A = 0. 
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Posons x = u, = (0, 1, O0. 0, ...). De la définition de la mul- 
tiplication dans L,, on déduit que 


UT = OU, :: TU 40 =: 
Par conséquent, chaque élément a de L, pour lequel a; = 0 avec tout 
i> n peut être figuré sous la forme 

a = Aoû ® au D... D Anün = aol PB Ar D... D ar”. 


THÉOREME 1.4. Pour chaque anneau commutatif intègre X — 
= (K, +, —, -, 1) il existe une extension transcendante simple. 

Démonstration. Soit L, un ensemble de toutes les suites 
pseudo-infinies sur Æ#. Selon le lemme 1.3, l'algèbre 


L; = (Li, ®, ©, ©, 1) 
est un anneau commutatif. L'ensemble 
K; = {au | 4 € K}, où aouo = {a, 0, 0, . . .}, 


est fermé dans l'anneau Z, et n’est pas vide. Par conséquent, l'al- 
gèbre 


Æ'; — (K, ®, ©, ©, 1) 


est un sous-anneau de l'anneau %Z,. L'application k,: K, —— K 
telle que 


h1 (Goo) = 4, pour chaque a, de K 


est apparemment une application injective de l'ensemble K, sur X. 
En outre, hk, respecte les opérations principales de l'anneau €, 
vu que pour tous &,, b, de X,on a 


ki (Go D bouo) = do + Bo: 

ki (Oaouo) = —Go; 

ki (Gouo © bouo) = 9° bo; : 

h1 (1 © wo) = 1 (c'est-à-dire h, (1) = 1%). 


Par conséquent, », est un isomorphisme de l'anneau €, sur æ. 
Ainsi, £1 contient un sous-anneau #, isomorphe à l'anneau €. 

Il nous faut construire sur la base de l’anneau Z, un nouveau 
anneau isomorphe à £, et contenant le sous-anneau €. Pour ce 
faire, substituons dans l’ensemble Z, l'élément a, de Æ à chaque 
élément a,u, de X;, (autrement dit, substituons l'élément k, (a,u,) 
à au) en laissant tous les autres éléments de l’ensemble L, inchan- 
gés. Posons 


L = (LiNXK1) UK 
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et définissons l'application hk: L, — L de la façon suivante: 
h (a) = | k; (a) ; aCK;; 
a si aE LINK. 
On voit sans peine que k est une application injective de l’ensemble 
L, sur L qui prolonge l'application h,, c’est-à-dire k, € h. 
Définissons sur l’ensemble Z les opérations +, —, +, 1 par les 
formules 


a+B—=h(h"t(a) œh"(B)) (x BEL): 
—a=h(ORhT(a)); 

ap = h(h7 (a) © h”7* (B)); 

4 = h (1) = 1%. 


Considérons l'algèbre £ = (L, +, —, -, 1). Des formules (1) 
s'ensuivent les formules 


h (a+ B) = hkT (a) © h”* (B); 
an h? (a) = Oh (a); 

h (œ-B) = h7 (a) © hk7 (B); 

h"1(4) = 1. 
Les formules (11) montrent que hk-! est un isomorphisme de l'algèbre 
£ sur l’anneau £,. Il s'ensuit que l'algèbre £ est un anneau com- 
mutatif isomorphe à l'anneau Z,. Les opérations principales dans 
l'anneau Z constituent des prolongements d'opérations correspon- 


dantes dans l'anneau #. En effet, en vertu de (I), pour tous «& et $ 
de Æ, on a: 


a+B—=h(h" (a) © h7 (B)) = k (au D Buo) = 
= hk (aœuo) + k (Bus) = h (auo) + hi (Buo) = «à + P; 
—a = h (Oh (a)) = h (Oaus) = —h (aus) = 
= —h (aus) = —«; 
af —h(h"" (a) © hk7 (B)) = hk (aus © Bus) — 
= hk (auo)h (Puo) = 1 (auo)-h1 (Bus) = «8. 
Par conséquent, Æ# est un sous-anneau de l'anneau Z. 

Tout élément de Z peut être figuré sous forme d’une combinai- 
son linéaire d'éléments 1, x, z°, ... avec coefficients dans KX, 
vu que 

h (ouo ® +. . D Anün) = Co + El +... + un — 

= a+ur+...+ar (uEK) 


Par conséquent, £ = %Æ# [zx]. 


(D) 
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L'élément x est transcendant sur €’. De fait, l'égalité 
d+tarz+...+ta,z = 0 

entraîne l'égalité 
h-'(a,+az+...+a,z") = ao ® au P ... D anun = 0. 


Puisque les éléments u,, ..., u, sont linéairement indépendants 
sur &#,, il s'ensuit que a, = 0, a, = 0, ..., a, — 0. x est donc 
un élément transcendant sur &# et l'anneau £ = 6% [x] est une 
extension transcendante de l'anneau € par adjonction de zx. [] 

Degré d’un polynôme. Soient &# un anneau commutatif intègre 
et # [x] un anneau des polynômes en zx, c’est-à-dire une extension 
transcendante simple de &Æ par adjonction de z. Tout élément non 
nul a de X [x] peut être figuré de façon unique sous forme d'une 
combinaison linéaire de puissances de x avec coefficients dans À. 

DEFINITION. Soit a un polynôme de XÆ [x]. On appelle degré 
du polynôme a le nombre naturel nsia=a +axz<+...<+ ax 
avec a, = 0. Dans ce cas as, &, ..., a, sont les coefficients du 
polynôme, l'élément a, étant le coefficient dominant. Le polynôme a 
est dit normé si son coefficient dominant est égal à l’unité de l’an- 
neau &. 

On notera le degré du polynôme a deg a. 

Ainsi, le degré du polynôme se définit pour tout polynôme sauf 
pour le polynôme nul; le degré d’un polynôme nul ne se détermine 
pas. Le degré du polynôme a,, où a, est un élément non nul de l’an- 
neau éÆ, vaut zéro. 

Notons quelques propriétés du degré d'un polynôme. 

PROPOSITION 1.5. Le degré d'une somme de deux polynômes non 
nuls est au plus égal au degré maximal de leurs termes, c'est-à-dire 
deg (a + b) < max (deg a, deg b). 

PROPOSITION 1.6. Le degré d'un produit de deux polynômes non 
nuls est au plus égal à la somme des degrés des cofacteurs, c'est-à-dire 
avec ab 0 deg (ab) < deg a + deg b. 

La démonstration des propositions 1.5 et 1.6 est laissée au soin 
du lecteur. 

PROPOSITION 1.7. Si 4% est un domaine d'intégrité, le degré du 
produit de deux polynômes non nuls est égal à la somme des degrés des 
cofacteurs, c'est-à-dire deg (ab) = deg a + deg b. 

Démonstration. Soient a=a+...<+amt", b = 
= by +... + b,z" des polynômes sur le domaine d’intégrité 4° 
et am Æ 0, b, 0. On a alors ab = a,b, + (ab, + abs) x + ... 
.. + AmbnT"*". €Æ étant le domaine d'intégrité, on a ab, + . 
Donc, deg (ab) = m + n = deg a + deg b. D 

THEOREME 1.8. Si est un domaine d'intégrité, alors l'anneau 
des polynômes & [x] est aussi un domaine d'intégrité. 

Ce théorème découle directement de la proposition 1.7. 
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Des théorèmes 1.8 et 13.2.1. s'ensuit le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 1.9. Pour un anneau des polynômes # {xl sur le 
domaine d'intégrité il existe un corps des quotients. 

Division d’un polynôme par un binôme et racines d’un polynôme. 
Soit Æ# [rx] un anneau des polynômes en x sur un anneau commutatif 
intègre À. Sif—a +arz+...+a,rx" E KI{xlet c, € K, alors 
la somme a, + aco + ...-+ahco sera notée f(c) et appelée 
valeur du polynôme pour l'argument cs. 

THéoreME 1.10 (de Bézout). Soient f un polynôme sur l'anneau 
# et co E K. Il existe dans l'anneau X [xl un polynôme q tel que f = 
= (z — co) 9 + f (co). 

Démonstration. Le théorème est vrai si f est un poly- 
nôme nul; dans ce cas f (c,) — O0 et l'on peut poser g = 0. Soit 
f=a+art +...<+a,z un polynôme non nul, alors il vient 


f — f (co) = 1 (x — co) + aa —)+...+a(x — co) — 
= (z — ©) la + a (x + co) +... + an (2 + cor +... 
ses pol: 


par conséquent, f — (x — co) q + f (co), où 
g=a+a(r+e)+...+a(ri+... +1) € 
€EK [x]. O 


Le théorème de Bézout est souvent énoncé de la façon suivante: 
le reste de la division du polynôme f de K {xl, où # est un anneau com- 
mutatif, par le binôme (x — co), co € K, vaut f (co). 

Soit f un polynôme sur l’anneau &#’, co € K. 

DEriNiTION. L'élément c, de l'anneau &Æ est appelé racine du 
polynôme f sur l'anneau & si f (co) = 0. 

TH£EOREME 1.11. Soient f un polynôme sur l'anneau :Æ# et c, € K. 
L'élément c, est une racine du polynôme f si et seulement sir — 0 
divise le polynôme f dans l'anneau # [xl. 

Démonstration. Soit c, une racine du polynôme f, 
f (co) = 0. Selon le théorème de Bézout, f = (rx — co) q, où qgE€ 
€ K {xl. Par conséquent, z — c, divise le polynôme f dans Æ# [xl]. 

Supposons maintenant que x — c, divise le polynôme f dans 
% (xl, c'est-à-dire f = (z — c) g, où gEKIxl. Alors, f (co) = 
= (Co — Co) £ (co) = 0. D 

Théorème concernant le plus grand nombre possible de racines 
d’un polynôme dans un domaine d’intégrité. Soit 4% [x] un anneau 
des polynômes sur l’anneau #.. 

THEOREME 1.12. Soit # un domaine d'intégrité. Tout polyrôme 
de K [x] de degré n possède dans :# n racines différentes au plus. 

La démonstration est menée par récurrence sur n. 
Si deg f = 0, c'est-à-dire si f — a, où 4 € K et a, Æ 0, alors le 
polynôme f n’a pas de racines. Supposons qu’un polynôme quel- 
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conque de X [x] de degré n possède n racines au plus. Soient f € 
€ K (xlet deg f — n + 1. Sif n'a pas de racines dans &#, le théorème 
est alors vrai. Si, par contre, f a des racines dans é#, alors f (co) = Ù 
pour un certain élément c, de X. Selon le théorème de Bézout, f — 
= (z — ©) g, où gEKIxl; de plus, puisque ‘## est un domaine 
d’intégrité, en vertu de la proposition 1.7, le degré du polynôme g 
vaut nr. L'élément b, de l'anneau &, autre que c,, est une racine 
du polynôme f si et seulement si f (b,) = (b, — co) g (bo) = 0, c'est-à- 
dire si g (b,) = 0, vu que ## est un domaine d'intégrité. Le degré 
de g étant nr, par hypothèse de récurrence, g a n racines différentes 
au plus dans ZÆ#. Donc, le polynôme f de degré r + 1 possède dans # 
n + 1 racines différentes au plus. [ 

COROLLAIRE 1.13. Si le polynôme f=aæa<+...+azre€ 
€ K [x] possède dans le domaine d'intégrité Æ n racines différentes au 
moins, alors f est un polynôme nul. 

Egalités algébrique et fonctionnelle des polynômes. Soient #1[zx] 
un anneau des polynômes sur un domaine d'intégrité & et f = 
= dd—+axz+...+az" E KIxl. Notons f* la fonction 


{QG a+tarñ+...+aW) IAE kK} 


associant à chaque À de X l'élément f (à) = a) + a +... + a, 
c'est-à-dire la valeur du polynôme f pour l'argument À. Pour cer- 
tains anneaux € des polynômes différents peuvent définir la même 
fonction. C’est ainsi par exemple, si $, = #/28 et %,[zx] est 
un anneau des polynômes sur le corps &,, les polynômes x + z*, 
z — 1° et Ô définissent alors la même fonction. 

THEOREME 1.14. Soit & [x] un anneau des polynômes sur un 
domaine d'intégrité infini #. Les polynômes f et g de K [x] sont égaux 
si et seulement si sont égales les fonctions f* et g* qu'ils définissent. 

Démonstration. Soient f et g des polynômes de K [zx] 
et f*, g* les fonctions qu'ils définissent. Supposons que f = £. 
Si f et g sont des polynômes nuls, alors f* — g*. Admettons que 
j et g sont des polynômes non nuls de degré n: 


= +ar+...+ar, g(z)=b +br+... + b,z. 
Comme f = g, on a 
(1) a = bg + .., An = bn. 


Pour tout À de X, il vient: 
ÂD=aw+an +... + an, g* Q) = b, + bd +... 
... + bad. 


Donc, en vertu, de (1), f* = g*. 
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Posons maintenant que f* = g*, c'est-à-dire que pour tout À 
de X,on a 


fbÜ=ætarñ+...+adt= g (À) = 
= db +bà +...+ bb. 


Dans ce cas, pour tout polynôme k = f — g, est satisfaite la con- 
dition 
42) h(A) = 0 pour tout À de X. 


L'ensemble Æ étant infini, (2) signifie que le polynôme À possède 
une infinité de racines différentes. Selon le corollaire 1.13, hk est 
un polynôme nul, c'est-à-dire f — g = 0 et f = g. Ainsi, il s’en- 
suit de f* = g* que f = g. O 


Exercices 


1. Démontrer les propositions 1.5 et 1.6. 

2. Soient # [r] un anneau des polynômes sur le corps 4 et 7 un ensemble 
non vide de F{x] fermé par rapport à la soustraction et satisfaisant aux con- 
ditions: si f € Z, alors z-f € JZ et Àf € I pour tout À de F. Démontrer que l'en- 
semble 7 est un idéal de l'anneau # {zx}. 

3. Chercher tous les automorphismes de l'anneau des polynômes Z [x]. 

4. Chercher tous Jles automorphismes de l'anneau des polynômes G {x]. 

5. Chercher tous les automorphismes de l'anneau des polÿnômes S% [x]. 

6. Chercher tous les automorphismes de l'anneau des polynômes € [x] 
sur le corps € des nombres complexes. 

7. Soit Z [x] un anneau des polynômes sur l'anneau Z des entiers. Mon- 
trer que l’ensemble de tous les polynômes de Z {x] à termes libres pairs est un 
idéal de l'anneau Æ [x] tout en n'étant pas un idéal principal. 


$ 2. Polynômes sur un corps 


Théorème de la division avec reste. Soient [zx] un anneau des 
polynômes sur le corps # et F [x] son ensemble de base. 

THEOREME 2.1. Soit k un polynôme non nul de F [x]. Pour chaque 
polynôme jf de F [zx] il existe dans F [x] ur couple unique de polynômes 
g et r tels que 


(1) f=h-g+ret deg r < deg h ou r = 0. 


Démonstration. Commençons par démontier par récur- 
rence sur le degré n du polynôme f qu'il existe des polynômes get r 
satisfaisant aux conditions (1). Soient 


deg À = m, h=b+...<+ br" (bn #0). 


Notons que si f est un polynôme nul ou deg f << m, alors f — 
— h°0 + fet, par suite, on peut poser g = 0 et r = f. I] nous reste 
donc à étudier le cas où deg f > m. Supposons que le théorème 
est vérifié pour tout polynôme j de degré inférieur à n. Soit deg f — 
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= n>m. Dans ce cas les polynômes f et a,b}zx""h possèdent 
les mêmes coefficients dominants. Par conséquent, le polynôme 


(2) g=f—-a,bnzx Th 

est soit un polynôme de degré zéro, soit son degré est inférieur à n. 
Si g = 0, alors f = a,bnz2"""h + Oet l’on peut poser q = a, bnz"" 
et r = 0. Si, par contre, deg g < n, alors, par hypothèse de récur- 
rence, il existe dans F [x] des polynômes gq et r tels que 


(3) g—=hg—+ret deg r << deg k ou r = 0. 


En vertu de (2) et (3),f =h (g + anbmx"") + r ou si l’on pose 
q=g+anbmr 7, 
(4) f—=hq—+ret r = 0 ou deg r << deg À. 


Démontrons que pour des polynômes f et k donnés le « quotient 
incomplet » q et le « reste » r dans (4) se définissent de facon uni- 
voque. En effet, supposons que 


(5) f=hn +retr, = 0 ou degr, <degh (r, 4 € F (xl. 
Alors, en vertu de (4) et (5), il vient 
(6) r,—r—=h(g — qu), r, —r = 0 ou deg (r, —r) << degh. 
Sir —rÆ0, alors g—qg “0 et 

deg (r, — r) = deg h + deg (q — q) > deg à, 


ce qui est en contradiction avec les conditions (6). Mais si r, — r — 
= 0, alors g — q, = 0 et, par suite, q = qi. 

COROLLAIRE 2.2. Si # est un corps, l'anneau des polynômes 
#\zx] est alors un anneau euclidien. 

COROLLAIRE 2.3. Un anneau des polynômes # {xl sur le corps F 
est un anneau des idéaux principaux. 

COROLLAIRE 2.4. Si # est un corps, l'anneau des polynômes 
#{zx] est alors un anneau factoriel. 

Algorithme d’Euclide. Soit #° un anneau commutatif. 

LEMME 2.5. Supposons qu'on ait dans un anneau commutatif & 
pour les éléments a, b, q et r l'égalité 


(4) a=bg+r; 
alors 
(2) PGCD (a, b) — PGCD (b, r). 
Démonstration. Soient d = PGCD (a, b), d' = 
= PGCD (b, r). Vu que d |a, d | b, alors, en raison de (1), d |r. 


d étant le diviseur commun de b et r, on a d | d’. De façon analogue, 
on se convainc que d’|d. Par conséquent, d — d’. O 
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Pour trouver PGCD de deux éléments de l'anneau des polynô- 
mes # [x] (ou de tout anneau euclidien) on utilise le procédé « de 
divisions successives » appelé algorithme d'Euclide. Ce procédé con- 
siste à calculer PGCD des polynômes donnés a, b de F [xl en recher- 
chant PGCD des polynômes b et r aux degrés inférieurs. 

Supposons qu'aucun des polynômes a, b ne se divise (dans #{zxl) 
par l’autre et posons b = b,; alors 


= big + b:; deg b, > deg b:, 
b, = b:q2 + ba, deg b, > deg b3. 


Cette opération continue jusqu'à ce qu’on n'’obtienne après 
division un reste nul: 


bp-2 = On-19n-1 + On, deg db, > deg b,, 
by-1 = brgn + 0. 


Notons que la suite deg b,. deg b;, . .. est une suite décrois- 
sante des nombres naturels. C’est la raison de son arrêt après un 
nombre fini de pas. Supposons que b;, = 0 et b,4, = 0; alors 


deg b, > deg b, > deg b;s >... deg b;,_, > deg b4. 


Sur la base du lemme 2.5, des égalités susmentionnées il s'ensuit 
PGCD (a, b,) — PGCD (b,, b,) =... = PGCD (b,,, b,) — 


Ainsi, PGCD (a, b) — b4 et b, est PGCD (a, b). 

On a abouti à la conclusion suivante. Si aux polynômes a et b 
de l'anneau #{xl on applique l'algorithme d'Euclide, alors le dernier 
reste non nul ainsi obtenu est PGCD des polynômes a et b. 

CoROLLAIRE 2.6. Soient # un sous-corps du corps ®, Fr 
et P [x] des anneaux des polynômes respectivement sur .F et sur ®. 
Soient a et b des polynômes non simultanément nuls de # [x]. Si d 
et d’ sont des plus grands communs diviseurs normés des polynômes 
a et b respectivement dans .#{xl et & [x], alors on a d = d’. 

Polynômes irréductibles sur un corps donné. Soit #{x] un anneau 
des polynômes sur le corps #. Dans l'anneau #[x] ne sont inver- 
sibles que les polynômes de degré zéro (diviseurs unité du corps #), 
<’est-à-dire les éléments non nuls du corps #. Donc, tout polynôme 
de degré positif de F [x] est irréversible dans l'anneau 7 [xl. 

Un polynôme de F# [x] est réductible ou composé dans l'anneau 
#1{zx]l ou réductible sur le corps # si l’on peut le figurer sous forme 
de produit de deux polynômes de degré positif de F [xl. 

En d'autres termes, un polynôme est réductible dans #17] 
s'il a un degré positif et comporte des diviseurs non triviaux. 
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Un polynôme de F [x] est irréductible ou premier dans l’anneau 
#{zx] ou irréductible sur le corps .# s’il a un degré positif et ne pos- 
sède que des diviseurs triviaux, c’est-à-dire que tout diviseur du 
polynôme est associé soit à ce dernier, soit à l'unité. 

Aussi, le polynôme a est irréductible dans l'anneau F{r] s'il 
est de degré positif e. dans toute décomposition de la forme a = be, 
où b, cEF [x], l’un des facteurs (b ou c) est associé à l'unité du 
corps, et l’autre à a. 

Exemples. 1. Si.# est un corps, alors dans l’anneau des 
polynômes #[zxl tout polynôme du premier degré est irréductible. 

2. Dans un anneau des polynômes Z [x], où .# est un corps des 
nombres réels, le polynôme de second degré est irréductible si et 
seulement s’il n’admet pas de racines réelles. 

PROPOSITION 2.7. Soient p un polynôme irréductible et a tout 
polynôme de l'anneau Fix]. Alors, soit p divise a, soit p et a sont 
premiers entre eux. 

Démonstration. On pose que F est un corps. Selon 
le corollaire 2.3, {xl est un anneau d'’idéaux principaux. Donc, 
en vertu de 13.3.9, si p ne divise pas a, on a alors (p, a) — (1). 
Aussi a-t-on À,p + À,a = 1 pour certains À,, À, de F. Par consé- 
quent, selon le théorème 13.4.4, le plus grand commun diviseur de 
pet a vaut 1, c’est-à-dire les polynômes p et a sont premiers entre 
eux. 0] 

PROPOSITION 2.8. Soient p un polynôme irréductible dans l'anneau 
F {xl et a, ..., a, EFIzxl. Si p divise le produit a, a ...a,, 
p divise alors un au moins des polynômes a, @o, . . ., @n. 

Cette proposition découle directement du corollaire 2.3 et de le 
proposition 13.3.11. 

THeOREME 2.9. Soit À [rl un anneau des polynômes sur le corps 
A des nombres réels. L’'anneau quotient «À {x]/(x° + 1) est isomorphe 
au corps des nombres complexes. 

Démonstration. Soit C l'ensemble de base du corps € 
des nombres complexes. Soit k l'application de l’ensemble KR [zx] 
dans C telle que 


k (f) = f (à) pour tout f de R [x]. 


Une vérification directe montre que = est un épimorphisme de l’an- 
neau .# [x] sur le corps 6 des nombres complexes de noyau (x° + 1), 
c'est-à-dire Ker k — (x° + 1). Donc, selon le théorème 13.1.6 sur 
les épimorphismes d’anneaux, il vient Z {xl/(2° +1)=6. O0 

TasoreMe 2.10. Soient xl un anneau des polynômes sur le 
corps F et p un polynôme irréductible dans #{x]. Alors l'anneau 
quotient F ({xl/(p) est un corps. 

La démonstration de ce théorème est laissée au soin du lecteur. 

Décomposition d’un polynôme en produit de facteurs normés 
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irréductibles (premiers). Soit # un corps, tandis que # [x] est un an- 
neau des polynômes sur #. 

TæeorsmMr 2.11. Tout polynôme de degré positif de F [x] peut 
être figuré de façon unique sous forme de produit d'un élément du corps 
et de polynômes normés irréductibles dans F [x]. 

Démonstration. Soit a un polynôme de degré positif 
de F{x]. L'anneau #{zx] étant factoriel, le polynôme a peut se 
représenter sous forme de produit a = q ... q, de polynômes 
Qu» : +» 9 irréductibles dans l’anneau #[x]. Soit u, le coefficient 
dominant du polynôme q:. ur € F. Alors, qx = uxpr. où p, est un 
polynôme normé irréductible dans #{x]l. Donc, 


(4) a=um...paoüu—u...u, EF. 
Démontrons l'’unicité de la décomposition. Soit 
(2) a—=vp; ... ps, vEF, 


une décomposition quelconque dans laquelle p}, ..., p; sont des 
polynômes normés irréductibles dans l'anneau #{zl. L'anneau 
#{zx] étant factoriel, on a: 4) u — v, puisque u, v sont des coeffi- 
cients dominants d’un même polynôme a; 2) avec une numération 
adéquate les polynômes p, et pi sont associés. Vu que p;, pi sont 
des polynômes normés, du fait qu'ils sont associés, il découle que 
pa= pi pou i=1,...,s 
Soient a € F [x] et 


({) a=up, ...p,.où u€F, 


est une décomposition du polynôme a en un produit de facteurs 
normés irréductibles dans # [zx]. Soient p,, . .., p, les divers fac- 
teurs normés irréductibles du polynôme a et &, ..., &, les multi- 
plicités de leur immersion dans la décomposition (1). On a alors la 
décomposition 


(D) a=up{i...p}r (uEF). 


DEFINITION. La décomposition ([) est dite décomposition cano- 
nique du polynôme a de #r] en facteurs (normés) irréductibles 
sur F. 


Exercices 


1. Indiquer pour quelle valeur de À les polynômes 1° — 2Àr + AS et r° + 
+ À? — 2 admettent une racine commune dans le corps des nombres complexes. 
2. Chercher le plus grand commun diviseur des polynômes z% — 1 et 
zé + 3 + 972 + x + 1 et sa représentation linéaire en fonction de ces polyn6- 


s. 

3. Chercher le plus grand commun diviseur et le plus petit commun mul- 
tiple des polynômes xt — 41° + 1 et 2° — 37° + 1. 
_. Sn le plus petit commun multiple des polynômes z* — 1 et 
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5. Soient # [x] un anneau des polynômes sur le corps # et «, b, c des 
polynômes de F {x]. Chercher dans F [r] le plus petit idéal contenant tous ces 
polynômes. 

6. Soit # [x] un anneau des polynômes sur Ie corps &. Démontrer que 
l'ensemble de tous les multiples communs de deux polynômes donnés / et g 
de F'{r] est un idéal de l'anneau # [x]. 

7. Soient x, et y, des polynômes de F [x] satisfaisant à l'égalité ax, + 
+ byo = ce, où a, b, cE F[x]. Chercher dans F{r] l'ensemble de toutes les 
solutions de l'équation az + by = c. 

8. Démontrer que si le polynôme k est premier avec les polynômes jet 
£, hk est premier avec f-g. 

9. Démontrer que le polynôme z!-2r+3 est irréductible sur le corps G. 

10. Soit p un polynôme de Ff[r] tel que tout autre polynôme de F{x] 
est soit premier avec p. soit est divisible par p. Démontrer que le polynô- 
me p est irréductible sur le corps 7. 

11. Soit # [x] un anneau des polynômes sur le corps numérique 7. Soit 
c le degré du polynôme irréductible sur #, a, b € F[zx] et c divise ab. Démon- 
trer que c divise a ou divise bÀ pour un certain k naturel. 

12. Soit f = pps: ... pi * une décomposition canonique du polynôme 
f{ sur le corps 5. Combien de diviseurs normés à coefficients dans F possède le 
polynôme f? 

13. Soient # [x] un anneau des polynômes sur le corps numérique #, p un 
polynôme irréductible sur & et 7 l'idéal engendré par le polynôme p. Démon- 
trer que l’anneau quotient # [x]/Z est un corps. 


$ 3. Anneau des polynômes factoriel 
sur un anneau factoriel 


Polynômes primitifs. Partout plus loin on utilise les notations 
suivantes : Æ désigne un anneau factoriel, # un corps des quotients 
de l'anneau &# ; 54° [x] un anneau des polynômes en x sur # ; F[x] 
un anneau des polynômes en x sur #. 

DEFINITION. Soit f—a +azx+...+a,zx" un polynôme 
non nul quelconque de Æ [x]. PGCD des coefficients &o, a, . .., a 
dans l'anneau #° est appelé contenu du polynôme f. 

DEFINITION. Un polynôme f dont le contenu est l'unité ou le 
ms unité (dans 4°) est nommé polynôme primitif dans l'anneau 
A 1x]. 

Le contenu du polynôme f dans &# [x] se définit de façon univo- 
que aux facteurs près qui sont des diviseurs unité. En d'autres ter- 
mes, deux contenus quelconques du polynôme f sont associés dans #. 

PROPOSITION. 3.1. Si d est le contenu d'un polynôme non nul de 
K [x], alors f — dg, où g est un polynôme primitif dans # [zx]. 

Démonstration. En effet, si dans le second membre de 
l'égalité f = a, + ax + ...+a,z" on sort d des parenthèses, 
on obtient l'égalité f = d (< + z +... + #2) = dg, où, 
en vertu de la proposition 13.4.6, l’unité est un plus grand commun 
diviseur des coefficients = : + hs ei = du polynôme g. Par consé- 


quent, g est le polynôme primitif dans &# [x]. DO 
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Notons que tout polynôme de degré positif irréductible sur l'anneau 
& est primitif dans # [x]. En effet, si j n’est pas un polynôme pri- 
mitif, alors, selon la proposition 3.1, f = dg, où g est le polynôme 
primitif dans Æ# [x] de degré positif, tandis que d est le contenu 
de f. f étant non primitif, d n’est donc pas un diviseur unité dans &# 
et, par suite, d et g sont des éléments irréversibles de &Æ [x]. Par 
conséquent, f est réductible dans # [x]. Ainsi, tout polynôme non 
primitif de degré positif est réductible dans &# [x] et, partant, tout 
polynôme de degré positif irréductible dans € [x] est un polynôme 
primitif dans # [xl]. 

Remarquons de même qu’un polynôme primitif dans Æ [x] est 
réductible sur # si et seulement si l’on peut le représenter sous forme 
de produit de polynômes de degré positif (et de plus, primitifs). 
Pour un polynôme non primitif f quelconque cela n'est pas vrai, car 
il se peut que f = dg, où d est le contenu de f et deg d = 0, tandis 
que g est un polynôme primitif irréductible. 

LEMME 3.2. Soient f, h des polynômes primitifs dans & [x] et 
(4) cf=dh où c, dE KX {0}. 


Alors d est associé à c dans Æ et f est associé à h dans X [x]. 
Démonstration. Soient 


f=a+t...+ant, h=b+...+ bn 


(an Æ 0, bn 0); 


alors, cf = cas +...+ can", dh = db, +... + dbnx", en ver- 
tu de 


(4) n=met 
(2) cas = db, . . ., can = db,. 


Puisque 1 est un plus grand commun diviseur des coefficients a,, ... 

+ An, 00 vertu de la proposition 13.4.5, c est un plus grand com- 
mun diviseur des coefficients ca, ..., ca,. De façon analogue, en 
s'appuyant sur le fait que h est primitif et les égalités (2), on conclut 
que d est un plus grand commun diviseur des coefficients ca, ... 

+ Can. Donc, cet d sout associés dans &# et, par suite, d = ec, 
où & est un élément inversible de l'anneau £. En divisant les deux 
membres de l'égalité (1) par c, on obtient f — eh, c'est-à-dire f et h 
sont associés dans ZÆ [x]. O 

LEMME 3.3. Soient f et h des polynômes primitifs dans Æ [x]. 
Si les polynômes f et h sont associés dans F [x], ils sont également 
associés dans # [xl]. 

Démonstration. Soient f et k des polynômes associés 
dans # [x]. On a alors f — «h, où « est un élément non nul du 
corps #..# étant un corps des quotients de l’anneau #, l'élément 
« peut être représenté sous la forme & = de”!, où d, cE KX {0}. 
28—01762 
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Ainsi, f — dc”'h et cf — dh. Selon le lemme 3.2, il s'ensuit que 
les polynômes f et g sont associés dans l’anneau &# [xl. O 

LEMME 3.4 (DE Gauss). Un produit des polynômes primitifs 
dans & [xl est un polynôme primitif dans & [xl]. 

Démonstration. Soient f et g des polynômes primitifs 
quelconques dans &# [x]: 


f=a+ar+... + ant" (am € KX{0}), 
g=bo+brz+...+b,z" (bn € KXK{0}); 


dans ce cas, 
J&8 = Co+ar+... + Cmtnrtt (Cm+n = Ambn Æ O). 


Montrons que le polynôme fg est primitif dans l'anneau # [xl]. 
Supposons que p est un élément premier quelconque de l’anneau &# 
et démontrons qu’un au moins des coefficients du polynôme fg 
ne se divise pas par p. En effet, en vertu du fait que le polynôme f 
est primitif, il existe un coefficient a, non divisible par p et possé- 
dant le plus petit indice. De façon analogue, il existe un coefficient 
b, du polynôme g, non divisible par p et affecté du plus petit indice. 
Le coefficient c,:, du polynôme fg peut être représenté sous forme 
d’une somme: 


(1) Cote = abs + (Gr41bs-1 + eee + Grbsta + - +.) 


Le premier terme de cette somme n'est pas divisible par p, quant 
au second, il se divise par p ou manque. Ainsi, c,+4, ne se divise pas 
par p. Donc, le contenu du polynôme fg est 1, c'est-à-dire que le 
polynôme fg est un polynôme primitif dans &# [x]. CO 

LEMME 3.5. Soit f un polynôme dans & [x]. Si le polynôme f 
est réductible dans F [zx], il est également réductible dans & [xl]. 

Démonstration. Soit un polynôme f réductible dans 
F [x], c'est-à-dire 
où get hk sont des polynômes de degré positif de F [xl. Admettons 
que f est irréductible dans &# [x] et, par suite, primitif dans &# [x]. 
Soit 

£E= Go + +... + ar”. 
Puisque # est un corps des quotients de l’anneau &#, chaque coef- 
ficient «; peut être représenté sous la forme 

y — a;-b;", où Gi b; € K, (à = 0, . . .) n). 
Posons b = b,-b, ... b, ; alors bg € K [x] et, en vertu de la pro- 
position 3.1, 
(2) bg=cg  (b, cE KK{0}), 
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où g, est un polynôme de degré positif primitif dans &æ [x], tandis 
que c est le contenu du polynôme bg. On se convainc de façon ana- 
logue qu'il existe des éléments d et e tels que 


(3) dh = eh, (d, eE KXK{0}), 


où h, est un polynôme de degré positif primitif dans # [xl]. 
En vertu de (1), (2) et (3), il vient 


(4) (bd) f = (ce) gih, (bd, ce € KK{0}), 


de plus, suivant le lemme de Gauss, le polynôme g,h, est primitif 
dans & [x]. Selon le lemme 3.2, de (4) il s'ensuit que les polynômes 
f et g1h, sont associés dans # [x]. Par conséquent, 


Î = Egiha; 


où & est un élément inversible dans X et g,, hk, des polynômes de degré 
positif de X [x], ce qui est en contradiction avec l'hypothèse admise. 
Ainsi, le polynôme f est réductible dans &#° [x]. Q 

COROLLAIRE 3.6. Si un polynôme de degré positif est irréductible 
dans l'anneau & [x], il est alors irréductible dans l'anneau F [xl]. 

Anneau factoriel des polynômes. Démontrons le principal théo- 
rème de ce paragraphe. 

TaæeoreME 3.7. Si l'anneau & est factoriel, l'anneau des poly- 
nômes # [x] l'est également. 

Démonstration. Soit Æ# un anneau factoriel. Démon- 
trons que tout élément différent de zéro et irréversible de l'anneau 
& [x] est décomposable de façon unique en un produit de facteurs 
premiers dans 5# [x] à l’ordre des cofacteurs et des facteurs inver- 
sibles près. Démontrons d’abord la possibilité de factorisation de 
cet élément. Soit f un polynôme quelconque non nul de X [x]. Si 
j est un polynôme de degré zéro, alors f € X. L’anneau € étant 
factoriel, le polynôme jf peut être représenté sous forme d’un produit 
de facteurs premiers dans # et, par suite, dans # [x]. Supposons 
que deg f = n >> 0, ensuite, procédons à la décomposition en fac- 
teurs premiers de tout polynôme dont le degré est inférieur à n. Soit 


(1) f= d£ (2), 


oùdEK,g(zx)est un polynôme de degré positif primitif dans &# [xl]. 
Si le polynôme g est irréductible sur &#, alors en décomposant dans 
(1) le facteur d en facteurs premiers, on obtient une factorisation 
de f. Mais si le polynôme g (x) est réductible dans &Æ [x], on peut 
le représenter sous forme de produit de deux polynômes de degré 
positif et inférieur à nr: g (x) = h (x) @ (x). Suivant l’hypothèse de 
récurrence h (x) et œ (x) peuvent être représentés sous forme d'un 
produit de facteurs premiers dans ## [x]. Par conséquent, g et, en 
vertu de (1), f peuvent également être représentés sous forme d'un 
produit de facteurs premiers. 


28% 
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Démontrons l’unicité de la factorisation. Soient données dans 
[x] deux factorisations de f: 


(2) f=p1... Pal... Ys = P;--.. PQ --. Qt 
où Pr, p1 € K et q, gi sont des polynômes de degré positif irréduc- 


tibles et partant, primitifs. Selon les lemmes 3.2 et 3.4.Nil s'ensuit 
de (2) 


(3) p1-..Prp;...p, dans Ÿ'; 
(4) Dm--:-4—g...g dans # [x]. 


L'anneau € étant factoriel, on déduit de (3) que 4 = r et pour un 
numérotage adéquat 


(5) p; - pi dans Æ#, i=1,...,k. 


Ensuite, selon le corollaire 3.6, les polynômes g; et gi sont irréduc- 
tibles dans l'anneau # [x]. En vertu du fait que l'anneau F [2] 
est factoriel, il s'ensuit de (4) que s = t et pour un numérotage 
approprié 


= qi dans #F [rx], i—=1,...,5s. 


Les polynômes g, et gi sont irréductibles dans # [x] et, par suite, 
primitifs dans :Z [xl, en outre, ces polynômes sont associés dans 
F ji Par conséquent, selon le lemme 3.3, ils sont associés dans 
 lx]: 


(6) qq dans Æ'[xl, ii =1,...,5s. 


En vertu de (5) et’(6), le polynôme f présente une factorisation uni- 
que en facteurs premiers dans l'anneau &Æ [x]. Bref, on a montré 
que l'anneau € [x] est factoriel. t 


Exercices 


1. Le polynôme z? + 2x + 2 est-il réductible ou irréductible: (a) dans 
l'anneau @ [x]; (b) dans l'anneau .# [zx]; (c) dans l'anneau € [x]? 
2. Le polynôme 2r + 6 est-il réductible ou irréductible : (a) dans l’anneau 
@ {zl; (b) dans l'anneau Æ [zx]? 
‘3. Tout polynôme irréductible dans l'anneau £ [z] est un polynôme pri- 
mitif dans Z {z]. Est-co que la réciproque est vraie? 


$ 4. Dérivée formelle d’un polynôme. 
Facteurs multiples irréductibles 


Dérivée formelle d’un polynôme. Soit # un anneau des poly- 
nômes en x sur le corps F : # =.F [x]. Soit Æ# [y] une extension trans- 
cendante simple de l'anneau # par adjonction de. y. L'anneau # [y] 
sera également noté ,7 [x, y]. Les éléments de l'anneau # [x, yl 
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au cas où ils sont aussi des éléments de l’anneau # [zx] seront notés 
f (x), g (x), etc. ; et s'ils sont des éléments de l'anneau # [y], on les 
notera f (y), g (y), etc. 

Considérons dans l’anneau # [zx, yl les polynômes 


ft =@0+ar+... +am  (&G EF), 
f (Y) = ao + y +... +ay" 


ainsi que leur différence f (x) — f (y). On voit sans peine que 


n 


f@)—f4)= 2 an (2 — y") — 


= (z—y) >, an (T1 + ah y +. 4 y) — 
Ras 
— (z— y) () (z, y), 


ñn 


où O(zx, y) 2 an (z*"1+zk-2y +... Huy). Notons que 


3 


O (zx, x)— à ka,z*"1— a; + 2aox + ...-bna,z"1. 


Dérinirion. Soit f= a +axz +... <+a,z" un polynôme 
sur le corps #. Le polynôme 


®(z, z)— È ka,z*" 1— a +2ax+...+na,z"! 


est appelé dérivée formelle du polynôme f (ou polynôme dérivé) et 


noté f’ ou f’ (zx). 
THÉOREME 4.1. Soient # [x] un anneau des polynômes sur le 
corps #, f, g des polynômes quelconques de F{xlet \} € F; on a alors 


4) G+e) =f +23; 

(2) Ge) = fe + f'e; 

(3) (M) = Nf'; 

(4) (fm) = mf"-1f" pour tout m naturel. 
Démonstration. (1) Soit k = f + g; alors 


f (2) — f (y) = (& — y) O (z-y), g (x) — 8 (y) = (& — y) G (x, y), 
k(&)—kGW =f@ —fU +8 —E8w = 
= (x — y) [D (x, y) + G (x, y)l 


Donc, k' = O (x, x) + G (x, x) = f + g'; par conséquent, 
f+g =f +£. 
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(2) Posons p = fg, alors 


p (x) — p Y) = f(x e (x) — f Y) g Y) — 
= f (x) (g (x) — £ (y)) + & y) ( (x) — f (y)) = 
= (x — y) (f(x) G (x, y) + g (y) D (x, y)l. 
De là on obtient 
p=f()G (x 2) +84) Dr) =f()e ( +e(G)f (x); 


par conséquent, (fg)’ = fg” + jf'£. 

(3) La formule (3) se déduit ectonent de la formule (2) pour 
g = À, car dans ce cas g° = 0. 

(4) La démonstration de la formule (4) s'effectue par récurrence 
sur m en la formule (2). CO 

Décomposition d’un polynôme suivant les puissances de la dif- 
férence x — c. Avec la division du polynôme f = a;7" + … 

. + a, par un binôme de la forme x — c, il est commode de dis- 
poser les calculs suivant un schéma (appelé schéma de Horner): 


[ap om jp os | « 
ci bb b; bo bn-1 r 
Go bot &; ch, À a Chbn-2tan-1 | Cbn-1 Fan 


Apparemment, ay — b,; tout coefficient suivant du quotient et le 
reste r se calculent par les formules 


br = chyn +a (k=1,...,n—1), r=cb;+a. 
Ces formules sont obtenues à partir de l'égalité 

at" + ar t+... +a,_xz + a, = 

= (z— oc) (bot + be +... + bn) +7, 
après avoir supprimé les parenthèses, réduit les termes semblables 
et égalé l’un à l'autre les coefficients associés aux mêmes puis- 
sances dans les deux membres de l'égalité. 

Le schéma de Horner est commode lorsqu'on effectue une décom- 
position du polynôme donné f suivant les puissances du binôme 
Z— c. 

Soient 


fJ=(—-cq+ro 
D =(2—c)qs+r, 


An-2 = (ZT —C) In-1 + na 
In —1 — (z _— c) &o + Tn = 
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où gq2 et r, désignent le quotient et le reste obtenus après division 
de q,-, par x — c. Si la dernière expression dans (1) de g;-, est portée 
dans l'égalité précédente, ensuite, la quantité ainsi obtenue est 
substituée à g:-, etc., on aboutit à l’égalité 


(2) = ro+n(t—-c)+r(c—c} +... 


+ ct +a(z — cr. 


C’est, précisément, la décomposition du polynôme donné f en puis- 
sances de (x — c). Dérivons les deux membres de l'égalité (2) et, 
en posant z = c, il vient 


f()=rn f()=rx, f'() =21r:, ..., {0 (c) = nl a. 
Aussi peut-on écrire l'égalité (2) sous la forme 
f=f(o)+f'()(r—o + LO (cp + HO (er 


si seulement f est un polynôme sur un corps de caractéristique nulle. 
C'est, précisément, la formule de Taylor pour les polynômes. La 
division suivant le schéma de Horner de f par z — c fournit les 
coefficients du quotient qg, qu'il faut à son tour diviser par x — c, 
etc.; il est commode de disposer tous les calculs sous forme d’un 
tableau : 


Go y ‘°° An-1 An 
© [bo bi bn-1 Fo ro = f (c) 
Co C1 NE 1 ri =f (c) 
do d; #9 Ta = Î (ce) 
(A-1te 
Go Tn-1 ru 


Facteurs multiples irréductibles d’un polynôme. Soit Z[x] un 
anneau des polynômes sur le corps # de caractéristique nulle. 

DeriNiTioN. Soient f un polynôme de F {xl et p son facteur 
irréductible. On appelle facteur de multiplicité m (ou facteur multiple 
d'ordre m) du polynôme f le polynôme p si 


) jf = p'g, pte, gEF [x]. 


Pour m >> 1 le polynôme p est appelé facteur multiple et pour m = 1 
facteur premier du polynôme f. 
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Tæeoremr 4.3. Soient # [xl un anneau des polynômes sur le 
corps F de caractéristique nulle et f € F [x]. Soit p un facteur irréduc- 
tible de multiplicité m > 1 du polynôme f. p est alors un facteur de 
multiplicité m — 1 de la dérivée f. 

Démonstration. Par hypothèse, p est un facteur multi- 
ple d'ordre m du polynôme f et, par suite, la condition (1) est satis- 
faite. En se servant des propriétés de la dérivée, o: obtient 


f = mp"”-\p'g + p£’, 
(2) f = p"-1(mp'g + pg'). 


Vu que par hypothèse le corps # a une caractéristique nulle, on 
a mp' —’:0 et deg (mp') < deg p; donc p + mp’. p étant un poly- 
nôme irréductible et (en raison de (1)) p + g, il s'ensuit que p + 
+ (mp’) g, donc 


(3) p + (mp'e + pg'). 


Sur la base de (2) et (3) on conclut que p est un facteur de multi- 
plicité m — 1 de la dérivée f'. O 

COROLLAIRE 4.4. Le polynôme jf de F [xl possède des facteurs 
multiples irréductibles si et seulement si le plus grand commun divi- 
seur des polynômes f et f' est de degré positif. 

Racines multiples d’un polynôme. Soient #[x] un anneau des 
polynômes sur le corps # et F [x] son ensemble de base. 

DeriniTion. Soient f un polynôme de F [zjet c sa racine dans #. 
L'élément c est appelé racine de multiplicité m (ou racine multiple 
d'ordre m) si f—={(z—-c)"g, g()Æ0, gEF (xl; pour m>1 
l'élément c est appelé racine multiple et pour m = 1 il est appelé 
racine simple du polynôme f. 

PROPOSITION 4.5. Soient # [x] un anneau des polynômes sur 
un corps de caractéristique nulle et f € F [x]. L'élément c de F est une 
racine multiple du polynôme f si et seulement si f (c) = f” (c) = 0. 

Cette proposition découle directement du théorème 1.9 et du 
corollaire 4.4. 

PROPOSITION 4.6. Soient # (xl un anneau des polynômes sur le 
corps # de caractéristique nulle et f € F [x]. L'élément c est une racine 
multiple d'ordre m du polynôme f si et seulement si 


4) f@O=f(6c)=... =" (0) = 0, f (0) Æ 0. 


Démonstration. Selon le théorème 4.3, l'élément c est 
une racine multiple d'ordre m du polynôme f (c'est-à-dire (zx — c) est 
un facteur multiple d'ordre m du polynôme f) si et seulement si 


(2) (z— c) divise f, f’,..., fm et (zx — ce) + FN). 
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En vertu du théorème de Bézout les conditions (1) et (2) sont équipo- 
tentes. D 


Exercices 


1. Décomposer le polynôme 16— 5x? + 31% — 1 en puissances de r — 1. 

2. Décomposer le polynôme zf + 4x4 — x3 — 291% — 14r — 1 en puis- 
sances de la différence x — 2. 

3. Décomposer le polynôme 2x5 — x% + 1 en puissances de x + i. 

4. ee les valeurs du polynôme xt + 3x2 — 5x + 1 et de ses dérivées 
pour z= —1. 

5. Déterminer la multiplicité de la racine 1 du polynôme 2% — 25 — xt + 
+ 2 — 28 — 2 +1. 

6. Déterminer la multiplicité de la racine & du polynôme zf + x5 + 3xt + 
+ 228 + 3x3 + x + 1. 

7. Déterminer les coefficients a et b de manière que le polynôme ar* + 
+ br + 1 de Q [x] soit divisible par (z — 1). 

8. Déterminer les coefficients a et b de manière que le polynôme az"+1 + 
+ bz" + 1 de Q [x] soit divisible par (r — 1)°. 

9. Déterminer le coefficient a de manière que le polynôme xt — az° — 
— az + 1 de Q [x] admette —1 pour racine de multiplicité non inférieure à 2. 

10. Chercher à quelles conditions le polynôme x5 + az° + b possède dans- 
le corps des nombres complexes une racine double autre que zéro. 

11. Le polynôme zx" + a, où r est un nombre naturel ct a un nombre non 
nul, a-t-il des racines multiples dans le corps des nombres complexes? 


2 nñn 
12. Démontrer que le polynôme 1<+ ++ ie ++ est démuni 


de racines multiples dans tout corps numérique. 

13. Soient # et # des corps numériques, # étant un ONE du corps &. 
Démontrer que si Je polynôme f est irréductible dans l'anneau des polynômes. 
# [zx], il est démuni de facteurs multiples dans l'anneau Æ [x]. 


CHAPITRE XV 


POLYNOMES À PLUSIEURS VARIABLES 


2 


$ 1. Anneau des polynômes à plusieurs variables 


Extension multiple d’un anneau. Soient # un sous-anneau in- 
tègre de l'anneau commutatif £ et x,, ..., zn des éléments de 
l'anneau £. 

DEFINITION. Une extension minimale de l'anneau &#', qui est un 
sous-anneau de l’anneau Z et contient les éléments z,,...,zm de L, 
est appelée sous-anneau de l'anneau £ engendré par l'anneau &# et 
les éléments x}, ..., Zm- 

Cet anneau est noté Æ [x,, ..., xl et son ensemble de base, 
Kits 5:32 22 

L'anneau “Æ£ [x,, . .., x] est apparemment une intersection de 
tous les sous-anneaux de l'anneau Z contenant les éléments xz,, ... 

«+ Zm et ayant l'anneau € en qualité de sous-anneau. 

DEFINITION. Un anneau noté &Æ [r,] . .. [x,,l et défini par induc- 

tion au moyen des formules 


# nl {xel = (Æ [xl (re), 
[xl [re . . . rm) = (Æ [xl [zol . . . (zx 1) (tm), 


est appelé extension multiple d'ordre m de l'anneau &. 
THEORBME 1.1. Soient Æ un sous-anneau de l'anneau commutatif £ 
el TZ;, ..., Tm E L; alors 


(1): la, 2, 2l= 7% Gmiizl:: (ol 


Démonstration. Le théorème est apparemment vrai 
pour m = 1. Supposons que le théorème est vrai quand on adjoint 
m — 1 éléments à l'anneau €. Par définition, on a 


Elta uMeKl : 2: ml et GeéKlEs 4 2h 
aussi a-t-on 
2) (Kla ss aDmle Kb... 721 

D'autre part, puisque x, ..., zm € (K (xs, . . ., Zml) [Zm], On a 
(3) Klrs ..., 2m CC (Klz, ..., Zm-1l) [Zml. 
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En vertu de (2) et (3), il vient 

(4), Killer, mes le Ke; ::: 2) 

Par hypothèse de récurrence, on a 

Oo) Kiss se Kerr: LE 

Sur la base des égalités (4) et (5), on conclut que 
Kir:2.. mI=K GIE): 

Par conséquent, la formule (1) est vraie. CO 


Anneau des polynômes à plusieurs variables. Soient m un entier 
positif et N un ensemble de tous les nombres naturels. Soient N! — N 
et pour m > 1 


Nr = 4... la : 2 RON: 


OÙ (y, « - « im) est un vecteur à m dimensions. 

Selon le théorème 1.1, #Æ [x,, xl = (%# [x,l) [x]. Aussi, les 
éléments de l'anneau éÆ [x,, z,) constituent-ils une somme de la 
forme 

Go + Gta + -.. + ar, | 
OÙ &j = jo + Ant + -.. + Gimtr (air € K), et m est la puis- 
sance la plus élevée des polynômes «y, &1, . . ., &n. Donc, les élé- 
ments de l’anneau Æ# [x,, x,] peuvent être écrits sous la forme 

\ 
D dua,rhzi (ai, € K), 

(li, 12)EM 
où M est un sous-ensemble fini non vide de l’ensemble N° — N *% N. 

En se basant sur le théorème 1.1, on conclut également que les 
éléments de l'anneau &# [x,, . .., x,] sont une somme de la forme 

\ 
pe: 

(is... im)EM 
où M est un sous-ensemble fini non vide de l'ensemble N” et 
Gi,...imC À. On écrira cette somme sous forme condensée 


di, ... imT? seu zim, 


\ : s ‘ . $ 
à aa Tt .. Im, ou (ë) = (ê4, CERX) 7 À 
(DEM 
Rappelons que l'élément x, de l'anneau &Æ [zx,] est dit transcen- 
dant sur & si pour tous éléments a;, ..., a, de l'anneau # de 
n 


l'égalité * a;xt = 0 s’ensuivent les égalités a, — 0, ..., a, = (. 
1 


{= 
La généralisation de cette notion est la notion de l'indépendance 
algébrique de la collection d'éléments zx,, ..., x, sur &. 
Soit Æ# un sous-anneau de l'anneau commutatif £. 
DeriniTION. Les éléments zx,, ..., x, de l'anneau £ sont dits 
algéhriquement indépendants ou simplement algébriques sur l'anneau 
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A, 


# si pour tous éléments a;, de l'anneau €Æ de l'égalité 
(1) D auri... zim—0, où M & N”, 

(i)EM 
s'ensuit l'égalité à zéro de tous les coefficients açy. 

Pour m = 1 on aboutit à la définition de l'élément algébrique- 
ment indépendant (ou algébrique) sur &# qui coïncide avec la défi- 
nition de l'élément transcendant sur ##. 

TH£OREME 1.2. Soient un sous-anneau de l'anneau commutatif 


L et z,, ..., Tm € L. Les éléments x,, . .., x, sont algébriques sur 
% si et seulement si pour chague s € {1, ..., m} l'élément x, est trans- 
cendant sur (x, ..., x, 1. 

Démonstration. Supposons que les éléments z,, . .., Fm 
sont algébriques sur # et démontrons que pour chaque s € f1, 

., M} l'élément zx, est transcendant sur l'anneau # [2,, . _—. 

ANR A À 

Soit 


(Il) Ao+ Ait +... + Am = 0, où A,EKIx, ..., xl 
Les termes A,x* peuvent prendre la forme 


A,zè = Lu acprit... distant, ... Zms OÙ My € N°, 
1 
k 


k=0,..., L 
L'égalité (II) peut alors être écrite ainsi: 
(3 DO aurii... disent, ... 29 = 0. 
(G)EUM, 
En vertu de l'indépendance algébrique des éléments z,, ..., th 


sur l’anneau # il s'ensuit de (3) l'égalité à zéro de tous les coeffi- 
cients aux, pour (i) € U M,, donc, 4, = 0 pour k = 0, 1, ..., L. 
Par conséquent, pour chaque s € {1, ..., m} l'élément x, est trans- 
cendant sur #%# [z,, ..., z,). 

Supposons que pour chaque s € {1, ..., m} l'élément z, est 
transcendant sur &# [zx,,.. » Ts et démontrons par récurrence sur 
m que de (I) s'ensuit l'égalité à zéro de tous les coefficients &(s). 

Pour m = 1 l'affirmation est apparemment vraie. Admettons 
que l'affirmation est vraie pour la collection d'éléments z,, ... 

y Tm1 Ecrivons l'égalité (1) sous la forme 


(4) A+ Aitm + An +... + 4,2n = 0, 
où 


Ath = 2, ati... zimsizé, 


Est 
Q 


(DEM} 
A €EK1[x,, ..…) L.l; M= UM. 
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Par hypothèse, l’élément x,, est transcendant sur Æ [x,, ..., mul, 
donc, de (4) s’ensuivent les égalités A, = 0, Ai = 0, ..., À, — 
= 0. Par hypothèse de récurrence, s’ensuivent les égalités 
au = 0 pour (i) EU M, = M. 
Par conséquent, les éléments x, . .., zn sont algébriques sur #. 
Soient Æ# un anneau commutatif intègre et æÆ [x] . .. [zh 
une extension multiple d'ordre # de l'anneau # par adjonction des 
éléments x, ..., Zm. Selon le théorème 1.1, &Æ [x ... x] — 
= Y# [rl ... [zh] et, par suite, l'anneau &Æ [ri, . . ., xl est éga- 


lement une extension multiple d'ordre k de l’anneau &. 

DEeriINITION. L’anneau Æ [z,,..., zx] est appelé extension trans- 
cendante multiple d'ordre m de l'anneau ‘# si pour tout s € {1, 

..., m} l'anneau € [r,,..., x,l est une extension transcendante 
simple de l'anneau &Æ [x,, . .., z,l par adjonction de x.. 

Remarquons que pour m = 1 l'extension transcendante multiple 
d'ordre m de l'anneau é£ est une extension transcendante simple de 
l'anneau &. 

TH£ORBME 1.3. Soit # un anneau commutatif non réduit à {0}. 
Pour tout m naturel différent de zéro il existe une extension transcen- 
dante multiple d'ordre m de l'anneau #. De plus, si X est un domaine 
d'intégrité, alors l'extension transcendante multiple d'ordre m de cet 
anneau constitue également un domaine d'intégrité. 

Démonstration. Ens'appuyant sur le théorème 14.1.2 sur 
l'existence d’une extension transcendante simple d’un anneau, on 
est en mesure de construire successivement les anneaux : 


O4 {x}, 
(æ [x,)) CAR 


(Æ (zl . .. [zm-1l) [zml, 


où Æ [xl est une extension transcendante simple de l'anneau # 
par adjonction de z,, (%# [x;l) [r,] une extension transcendante 
simple de l’anneau € [x,] par adjonction de zx,, etc. Et enfin, 
(Æ [ml ... [zm-1)) [rl une extension transcendante simple de 
l'anneau &Æ [z,] ... [x] par adjonction de x,. Par définition 
précédant le théorème, ce dernier anneau est une extension transcen- 
dante multiple d'ordre m de l’anneau #. De plus, selon le théorème 
44.1.6, si Æ est un domaine d'intégrité, tous les anneaux construits 
plus haut sont des domaines d'intégrité. 

DEFINITION. L’anneau Æ [x,, . .., x,] constituant une extension 
transcendante multiple d'ordre m d'un anneau commutatif intègre 
Æ est appelé anneau des polynômes sur en z1, . . ., Tm- 

Parfois, si nécessaire, les éléments f, g, etc., de cet anneau sont 
également notés f (x, . .., Zm), & (Lis + +. zu), etc. 
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Isomorphisme d’anneaux des polynômes. Soient # et Z des an- 
neaux commutatifs intègres. 

THEOREME 1.4. Soient # et £ des anneaux isomorphes et œ 
isomorphisme de & sur £, [z, ..., æn], £ [y1, . . ., y] étant re 
anneaux des polynômes. Il existe alors un isomorphisme de l'anneau 
Æ (rx, ..., 2] sur l'anneau, £ [y,, . .., yn] faisant passer z,, .. 

PRE A en ass ss Us respectivement et prolongeant l'isomorphis- 
me . 

Démonstration. Effectuons la récurrence sur n. Si nr — 

= 1, alors, selon le théorème 14.1.2, il existe un isomorphisme 9, de 
l': anneau Æ# [zx,] sur l'anneau £ PA tel que ®, (21) = y, et pa (a) — 

— (a) pour tout élément a de X. 

Admettons qu'il existe un isomorphisme œ, de l'anneau 
A: [z,..., 2] sur l’anneau Z [y,, . . ., y,] faisant passer z,, . .. 

. Tn EN Yys + + + Yn respectivement et prolongeant l'isomorphis- 
me %. Alors, selon le théorème 14.1.2, il existe un isomorphisme 
Ph+1 de l'anneau (&# [x, . .. x,)) zu) sur l'anneau (£ [y1, . .. 

. Yn)) (Yn+1) faisant passer z,,, en y,+, et prolongeant l’isomor- 
phisme p,. Compte tenu de ce que, selon le théorème 1.1, 


(Æ [m, . .., nl) tn = Æ [ry, . . ., Zn+i) et 
(£ (y, ee Yn)) [yn +1) — L [ÿ1, . Ynh), 


aboutit à ce que p,+, est un isomorphisme de &Æ# [z,, ..., zn+1l 

T L'[yi, . . ., Yn+1) faisant passer les éléments zx,, ..., z,+, en 
Li in ser Yn+i respectivement et prolongeant l'isomorphisme ®. 

Ainsi, l’affirmation du théorème est vraie pour tout nombre na- 
turel nr. 0 

CoROLLAIRE 4.5. Soient & [x,, ..., x,l et & [y,, . .., y] des 
anneaux des polynômes sur l'anneau #. Il existe alors un isomorphisme 
o de l'anneau “# [x,, . . ., z,l sur l'anneau & [y,, . . ., y,l faisant 
PASSer Zy, . +. Tn ER Yu, + - +, Yn respectivement et tel que q (a) = a 
pour tout élément de l'anneau &. 

Représentation normale d’un polynôme et degré d’un polynôme. 
Soient N un ensemble de tous les nombres naturels et m un nombre 
naturel fixé différent de zéro. Pour tout nombre naturel k définissons 
l'ensemble S,: 


Sn ={(iss rs im) EN lt... +im=#}. 
Notons que 
(1) SiNSr= pour LÆk. 
Le polynôme Ÿ NUE ... dim est dit nul si tous les coeffi- 
(EM 


cients ay) sont nuls. 
TæeoreME 1.6. Soit f un polynôme non nul de l'anneau des poly- 
nômes Æ [tu . . +, Tml. Il existe pour le polynôme f un nombre natu- 
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rel n et une représentation telle que 


(2) _S(S > RTS .….. 2%), où a, EX, 
heu (1)E£ 


pour laquelle au moins un coefficient ax) non nul vérifie la relation 
i +... + im = n. Cette représentation est unique en ce sens que si 


(3) {= >(S bar - .. 2%), où bn EX, 
K=0 ‘(168 


est une autre ae on a alors s = n et ay) = buy pour tous 
les (i) de S, avec k=0,1,...,n. 

Démonstration. Soit 

1 im 
(4) = À aurt...2m (amEX), 
(i)eM 

où M est un sous-ensemble fini do l’ensemble N°. Il n’y a pas dans 
cette somme de termes semblables et, puisque f est un polynôme non 
nul, il existe dans la somme (4) des coefficients non nuls. L'ensem- 
ble M étant fini, il y a un nombre naturel n satisfaisant aux condi- 
tions 

dim Æ 0, h+..+th=n 
et 

Si ap..kim Æ 0, alors k, + ... + kh<n pour tout 


; (ki, -.., km) EM. 
Soit M*= |J S,. Posons 
k=0 
ay) = 0 pour (i) € MM. 
En s'appuyant sur (4), on conclut que 


(9) Î = ai Im: 


Comme M*— u Sr et SINSa= © pour læk. Il s'ensuit de (5) 


la représentation (2). 

Admettons qu'outre la représentation (2) il existe une représen- 
tation (3). Si m << n. en soustrayant de l'égalité (2) l'égalité (3). il 
vient 


A i Î 
(6) à apTi us Le + +Ÿ (Y (ay — D(h) rh . air) = (. 
(4)ESn ne (HESE, 


En vertu de l'indépendance algébrique des éléments z,, ..., z, 
tous les coefficients dans (6) sont nuls, et, en particulier, 


ax) = 0 pour tous (i)E S;, 
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<e qui est en contradiction avec l'hypothèse du théorème. De façon 
analogue, on se convainc de l'impossibilité de l'inégalité nr << m, 
donc m = n. Ainsi, l’égalité{(6) peut être écrite sous forme 


(7) à C2 , (ap — bp) zh .… xim) = 0. 


En vertu de l'indépendance algébrique de z,, ..., Zzm, il s'ensuit 
de (7) que &p = bn pour tous les (j) € S4, où À = {0,1, ..., n}. O 

La représentation (2) du théorème 1.6 est appelée représentation 
normale du polynôme. 

DEFINITION. On appelle degré du monôme art . . . xim, dont le 
coefficient ay, n'est pas nul, la somme i, + ... + in. 

DEF!NITION. On appelle degré d'un polynôme f non nul, fE€ 
€ K{x,, ..., Zml le plus grand des degrés des monômes non nuls 
entrant dans la représentation normale du polynôme f. 

Le degré du polynôme nul n’est pas défini. Le degré du polynôme 
f est désigné par le symbole deg f. 

DEFINITION. Un polynôme f de degré n est dit homogène si 


f= D ati... 2m. 
11+... +imen 
Un polynôme homogène du premier degré est appelé polynôme li- 
néaire. 
Notons les propriétés les plus simples du degré d’un polynôme. 
THEOREME 1.7. Soient f et g deux polynômes quelconques de l'an- 
neau des polynômes & [x,, ..., znl. On a alors: 


1) sif +80, alors deg (f + g) < max {deg ÿ, deg g}; 
{2) sif-g est un polynôme non nul, alors deg (fe) < deg f + deg g: 
(3) si est un domaine d'intégrité, alors deg (fg) = deg f + deg g. 


La démonstration du théorème 1.7 est laissée au soin du lecteur. 

Anneau de polynômes factoriel. Démontrons un théorème ana- 
logue au théorème 14.3.7. 

TH£EOREME 1.8. Soit Æ un anneau factoriel. Alors, l'anneau des 
polynômes % [x,, . .., x,] en x, . .., x, sur X est aussi un anneau 
factoriel. 

Démonstration. Le théorème se démontre par récurren- 
ce sur nr. Pour nr = 1 l'affirmation est vraie selon le théorème 14.3.7. 
Admettons que l'anneau des polynômes # [z,, ..., z,-.lenzx,, ... 
- +. Zn SUT Æ est factoriel. Démontrons qu'alors est également 
factoriel l'anneau € [x,, . . ., x,]. Selon le théorème 1.1, 


 Iz, ..., ml=%# Cal... (ml = (# [zl ... (x) ce 
= (ZÆ [z, ns + D 1) [x, |. 
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Par hypothèse de récurrence, l'anneau &# [x,, . .., x, _,l est facto- 
riel. Par conséquent, en vertu du théorème 14.3.7, est factorielle 
son extension (%# [z1, . .., z, 11) [x,l par adjonction de l'élément 
z, transcendant sur l'anneau # [x,,...,2,_,l. Ainsi, l'anneau des 
polynômes &# [x,, . .., z,l est factoriel pour tout n naturel. CO 

COROLLAIRE 1.9. Un anneau des polynômes F {x;, . .., x,) sur le 
corps. est factoriel. 


Exercices 


1. Montrer que les polynômes suivants à deux variables sont irréductibles 
sur le corps des nombres rationnels: (a) 3r°—y; (b) 12? + y? —1. Ces 
polynômes sont-ils réductibles sur un corps des nombres complexes ? 

2. Démontrer qu’un anneau des polynômes # [x, y] sur le corps # à deux 
variables ne constitue pas un anneau d'idéaux principaux. 

3. Soit # [z, y] un anneau des polynômes sur le corps # à deux variables. 


Le pi que l'anneau quotient # {x, y]/(x — y) est isomorphe à l'anneau 
T}. 


$ 2. Polynômes symétriques 


Ordre lexicographique des termes d’un polynôme. Soient N un 
ensemble de tous les nombres naturels et m un nombre naturel fixé 
différent de zéro. Les éléments de l’ensemble N’” sont des vecteurs à 
m dimensions aux coordonnées naturelles. Soit 


i = (y cm), k = (ky -.., Km). 


Sur l'ensemble N” introduisons un ordre lexicographique en 
estimant, par définition, que 


(1) (UE CR Îm) < OST RS Em) 


si est positive la première coordonnée non nulle du vecteur 
(ky — by . .., Km — im). On dira, en outre, que le vecteur i est 
inférieur au vecteur k, tandis que le vecteur k est supérieur au vec- 
teur i. 

THEOREME 2.1. Un ordre lexicographique sur un ensemble N" est 
une relation d'ordre linéaire strict. 

Démonstration. De la définition de l'ordre lexicogra- 
phique il s'ensuit que pour deux vecteurs quelconques i, k de N” 
n’est satisfaite que l’une des trois conditions: i << k, i — k, k < i. 

La relation << sur l'ensemble N° est transitive. De fait, si i < k 
et k<TI, alors k—i>0, 1—k>=>0, où 0 = (0....,0). I1 
s'ensuit que (k—i) + 1 —k)=>0 et 1—i>0, c'est-à-dire 
il. 

COROLLAIRE 2.2. Soit M un sous-ensemble fini non vide de l'ensem- 
ble N°". L'ordre lexicographique sur N°" induit donc un ordre linéaire 
strict sur AT. 

Soient f un polynôme non nul de l'anneau des polynômes 


29—01%62 


450 POLYNOMES À PLUSIEURS VARIABLES [CH. XV 


Æ (ty, - - ., TZml et 


À î î 
(2) f—= © auxt... 27 
(i)EM 


sa représentation à coefficients non nuls, c'est-à-dire 
ay 0 pour chaque (i) € À. 


Soit S un ensemble de monômes figurant dans f (dans la somme 
(2)). Introduisons sur l’ensemble S la relation d'ordre en posant que 


À! i R R 
(3) Gi]. im! .. Ln <<. RAT .….e : Éd 


si et seulement si (à, . . ., êm) < (ky, - . ., Km). En effet, cette rela- 
tion binaire est transitive, antiréflexive et, de plus, linéaire. Donc, 
la relation d'ordre lexicographique sur S est aussi un ordre linéaire 
strict. 

DeriniTIoN. Le plus grand élément d’un ensemble ordonné ({S, 
<<) est appelé terme directeur du polynôme f. 

Si l'inégalité (3) est remplie, on dit que le terme 
Gi. AnTi ...T'" est inférieur au terme Gh.. knTÉ ...æ#". Le 
terme directeur [est évidemment supérieur à tout autre monôme 
du polynôme f. 

Lemme sur le terme directeur du produit de deux polynômes. 
Lors de l'étude des propriétés des polynômes symétriques le lemme 
suivant s'avère nécessaire. 

LEMME 2.3. Soit &# [x;, ..., xml un anneau des polynômes en 
Lis + + + Tm Sur le domaine d'intégrité #. Le terme directeur du pro- 
duit de deux polynômes non nuls de l'anneau %# [x;, . .., zn) est 
égal au produit des termes directeurs des cofacteurs. 

Démonstration. Soient f et g des polynômes non nuls de 
l'anneau considéré, art ... xim et br: . .. rèm les termes directeurs 
des polynômes f et g respectivement. Il faut démontrer que le terme 
directeur du polynôme fg est le monôme 


Notons que ab + 0, car # est un domaine d'intégrité. Soient 
(A) crl...2% et dr... 27 


tous termes non nuls en représentations normales des polynômes f 
et g respectivement. On a alors les inégalités 


(2) Gi ces Ïm) (is ce es Ëm) 
(3) (S1: 3 Sm) < (k, ee) km). 
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I1 nous suffit de montrer que si une au moins de ces inégalités est. 
stricte, alors 


(4) cart... gimtim Cabritn,, ,gimtèm, 

En effet, si une au moins des inégalités (2) et (3) est stricte, on a 
(5) (ii — jan + +. Üm — Îm) > 0 où (ki — 51, ..., km — Sm) >0 
et, en vertu de (2), (3), (5), il vient 

(6) (Ca + kn -.., im + km) — O1 + Si + + + Ïm + Sm) > 0. 


De (6) on déduit (4). L’inégalité (4) est remplie pour tous termes uon 
nuls de (1) en représentations normales des polynômes f et g dont 
l'un au moins n'est pas le terme directeur du polynôme respectif. 
Sur la base de ces raisonnements on conclut que le monôme (I) est 
le terme directeur du produit fg. O 

Polynômes symétriques. Soit Æ [x:, .…, z,)] un anneau des po- 
lynômes en z1, . .., Zm Sur l'anneau commutatif &#. Soit S,, un 
ensemble de permutations de degré m. 

DeriNITIOxX. Un polynôme f de &# [x,, ..., x] est dit polynôme 
symétrique EN Zj, . . .» Zm Si pour toute permutation TE S,, on à 
l'égalité 

f (Ris ces Tm) = Ÿ (ru): + + ++ Trtm))- 


Exemple. Le polynôme x + ... + 2%, + ti +: + ... 

. + 2m redevient lui-même pour toute permutation des éléments 
D Lies dr: 

DériNiTIox. On appelle polynômes symétriques élémentaires enr 
Ti» + + -» Tm les polynômes 


On = Lilo + TT Fee. À Tm-1Tm; 


Om — CAT ee. = ee Tm:° 


Ils apparaissent tout naturellement avec l'étude du polynôme 
@—=(2—x)(2— T2) ... (2— ïzm) égal au polynôme 


— (mm +zo +... + am) 2 + 
+ (aitoe + ee + Tmlm) +... + (1x... Zn 


Ainsi, p = 2 — 02 + Ge — + (—1)7 0. 

On vérifie sans peine que l'ensemble de tous les polynômes sy- 
métriques de l'anneau &Æ [x,, . .., zh] est un sous-anneau de cet 
anneau; notons-le S&Æ [x,, ..., zh]. D'autre part les polynômes 
symétriques élémentaires en zx,. ..., x" engendrent un certain 
sous-anneau &Æ [x,, ..., x] qu’on notera € [o,, ..., Om]. On 


29% 
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constate aisément que 
A Lo, . .., Oml 3 SA [xy, . . ., Tml. 


Ces deux anneaux coïncident-ils? Tout polynôme symétrique en 
Zjs + + + Zm CSt-il représentable sous forme de polynôme composé de 
polynômes symétriques élémentaires 0,, . .., 6m? On donnera plus 
loin une réponse affirmative à cette question. 

Lemmes des polynômes symétriques. Soit &Æ [x,, .…., z,] un an- 
neau des polynômes en zx,, ..., Zm. 

LEMME 2.4. Si axtirè2 . . . xËm est le terme directeur d'un poly- 


nôme symétrique, alors k, > > ka > . 7 
Démonstration. Soient f un polynôme de K [x,, ... 


..., Tm) SyMmétrique par rapport à Zj, .. ., Zm» et 
(1) ax: frs? ...z8" (aCK) 


le terme directeur du polynôme f. La représentation normale du 
polynôme symétrique f comporte également les monômes 
(2) axiritr ... que. 
(3) axhirhrs? ... rm. 
Vu que le monôme (1) est supérieur au monôme (2), on a k 
Puisque le monôme (1) est supérieur au monôme (3), on a k 
etc. Par conséquent, k, > k, > és = sus > mr CU] 

LEMME 2.5. Soit axfixi° ... 2%" le terme Hu d'un poly- 


nôme symétrique non nul ee [r ...s Tml- Alors les termes di- 


PR + _ke- k re 
recteurs des polynômes f et ao" "202?7"3 ,,. 0," coïncideront. 


Démonstration. On voit aisément que les polynômes 
symétriques élémentaires Gj, O2, . . ., Om-1r Om SOnt munis des 
termes directeurs suivants: 


0 —° 


CAE FALTT CRE ZE | VAL e + ee TLm -1» PALA e. + e Tm° 
Selon le lemme sur le terme directeur du produit des polynômes les 
termes directeurs des polynômes 


Rho—ksg km-1-km 
L 


R1—R k 
(1) ao “à O2” y cs Om-1 Om 


sont respectivement les monômes 
axi-#2, (zixo)h2 hs, ... (ZT . ee Lm) m1, (xs . Tm)}". 


En vertu du mème lemme, le produit de ces monômes, c'est-à-dire le 
monôme azxkir*2 ... xËm est le terme directeur du produit des poly- 
nômes (1). Ainsi. les termes directeurs des polynômes f et ao*1-#2,... 
..., Oùm coïncident. 

Soit # [r,, ..., Zn un anneau des polynômes en z,, ..., Zm. 
Introduisons sur l’ensemble des polynômes non nuls de cet anneau 


$ 2] POLYNOMES SYMÉTRIQUES 493 


la relation binaire > : f > g si et seulement si le terme directeur de f 
est supérieur à celui de g. On constate sans peine que cette relation 
est de nature linéaire. 
DEFINITION. La suite @,, +, Ps, . . . de polynômes de Æ [zx,, ... 
., Æn] est appelée chaîne descendante si 


D) m>p>ps>... 


LEMME 2.6. Une chaine descendante de polynômes symétriques non 
nuls de l'anneau des polynômes &#° I[x,, . ... xl ne peut être infinie. 

Démonstration. Soit (1) une chaîne descendante de po- 
lynômes symétriques. Le terme directeur ; est alors supérieur au 
terme directeur w;:, pour à = 1, 2, 3, ... Soit azkirk? . .. rèm 
le terme directeur du polynôme œ,. q, étant symétrique, il s'ensuit 
du lemme 2.4 quek, >k:>...>km. Soit (L, 1, ..., ln) le 
vecteur des indices du terme directeur d’un polynôme symétrique 
quelconque ; de la chaîne (1) différent de œ,. En vertu de (1), 


Aka Re bush) 
donc, 
2) h>èh>zh>...:2>ln 

Substituons à ces conditions des conditions moins strictes 
(3) 0h, ..., 0< ln hi. 


Le nombre de vecteurs (/,, ..., l,) de N° satisfaisant aux condi- 
tions (3) pour un #, fixé est apparemment fini et vaut (k, + 1)”. 
Aussi le nombre de vecteurs (/,, . .., L,) satisfaisant aux condi- 
tions (2) est-il également fini, car des conditions (2) se déduisent les 
conditions (3). Par conséquent, la chaîne (3) ne peut être infinie.{] 

Théorème fondamental des polynômes symétriques. Soit &#° [z, . .. 
... Em] Un anneau de polynômes en zx;,, ..., Zm sur un domaine 
d'intégrité #4. Soient 6,, ..., Om des polynômes symétriques en 
Lis + + «+ Tm. Tout polynôme g (0,, ..., Om) Sur Æ# sera considéré 
comme un polynôme symétrique 


BOOT SES 


THE£EOREME 2.7. Tout polynôme symétrique de l'anneau des polynô- 
mes “À [xr1, - . ., xl peut se représenter sous forme d'un polynôme 


sur % composé de polynômes symétriques élémentaires 6,, . .., Om: 
c'est-à-dire que pour tout f (x,, ..., zm) € K [x,, . . ., zml il existe 
un polynôme g (x, ..., Zm) € Æ [xy, . : .. Zml tel que 


1 des 63 Tm) = $ (0; (z1; #5 Tm); rs Om (z1° FRS Tm)). 


Démonstration. Soient f un polynôme symétrique non 
nul sur # et ax... xËm son terme directeur. Le polynôme 


(1) Î = f—a,oh-ha ss om 
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est symétrique, vu que c'est une différence de polynômes symétri- 
ques, de plus, selon le lemme 2.5, f > f,. Soit ax ... xim le 
terme directeur du polynôme f,. De façon analogue, 


(2) f2=fi—aoch-h... om 
est un polynôme symétrique, avec f, > f2, etc. On obtient finale- 
ment une chaîne descendante de polynômes symétriques fo > f1 > 
> fs > ... Selon le lemme 2.6 cette chaîne ne peut être infinie. 
Supposons qu'elle s'arrête à (s + 1)-ième étape, c’est-à-dire 

(s+ 1) fou fs— ann... om = 0. 
En sommant terme à terme les égalités (1), (2), . , (s + 1), ïl 
vient 

f—=ajohi-ks ,.. oùm+a;oh-l2...om+L..,+a,om-nm,,, om. 


Cette égalité fournit la représentation cherchée du polynôme sy- 
métrique f sous forme d’un polynôme sur ‘£ composé des polynô- 


mes symétriques élémentaires 6,, ..., Om. Q 
Exemple. ++... +<im = (+... + 2m) — 
us 2 (Z1TZa + . + Tm Tr) = Oo, EE 203. 


COROLLAIRE 2.8. Soient @ = 2" + az" + ... +an un po- 
lynôme sur un anneau numérique % et @ = (2 — ci) (z — cs) . .. 

. (2 — Cm), Où C1, . . ., Cm EC. SÈ f(x, + - ., Tm) est un poly- 
nôme symétrique en Zi, . . .; Tm avec coefficients dans K, alors 


f (ci, - .., Cm) € K. 


Démonstration. De l'égalité 
(2—c)(2— ce)... (2— 0m) = + amet H'asm-i +... 
+ Em 


s’ensuivent les formules suivantes (de Viète) exprimant la relation 
liant les racines et les coefficients du polynôme 


= m 
C1Co ee e Cm _—— (—1) Em: 
Ces égalités peuvent être écrites sous forme 
On (Car + + +» Cm) = —@y; 
Oo (Cyr + + +, Cm) = Ge; 


Om (C1s © +. Cm) = (—1)"am. 
En vertu du théorème fondamental des polynômes symétriques, le 
polynôme f de X [x,, ..., Zml peut être représenté sous forme d'un 
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polynôme g composé de polynômes symétriques élémentaires 6,, . 
., Om avec coefficients dans X, c’est-à-dire 

2): Prism) = ro 2 ses on ie 25 2). 


En posant dans l'égalité (2) x, = c1, + . ., Tm — Cm et, Compte tenu 
de l'égalité (1), il vient 


(3) fc, . . ., Cm) = L (—@is As. (— am). 
De plus, g€ K[x, ..., Zml et &, ..., Am € K, par conséquent, 
 (Crs =. + Cm) € K: DO 


Exercices 


1. Le polynôme (x, — x3) (z3 — xs) (zs — z,) peut-il être considéré comme 
un polynôme symétrique ? 

2. Chercher le terme directeur du polynôme 2010303, où o1 = z1 + ze + 
HF Zss Oo = Tito F IT À Zatg Os = TiTatse | 

3. Montrer que l’ensemble de tous les polynômes symétriques de K [z,, . .. 
«+. Zn], Où Æ est l'ensemble de base du domaine d’intégrité #, est fermé 
dans l'anneau des polynômes :Æ [z,, ..., , 

4. Chercher la somme des cubes des racin 
— 48 + 223 — 62 +1. 

5. Chercher la somme des carrés des racines complexes du polynôme z7 + 
Han2ztTt +... +az + a sur le corps des nombres complexes. 


es complexes du polynôme 2zt — 


$ 3. Résultant des polynômes et élimination des variables 


Résultant de deux polynômes. Soient f et g des polynômes de 
l'anneau des polynômes # [zx] sur le corps #. Cherchons les condi- 
tions pour lesquelles ces polynômes possèdent un diviseur commun de 
puissance positive. 

THEOREME 3.1. Soient f et g des polynômes en x sur le corps F 
tels que 

f= ar az -t+... +La,, 

g= be + brel +... +0, 
dont un au moins des coefficients a, b, est différent de zéro. Les poly- 
nômes f et g possèdent un diviseur commun de puissance positive dans 


#F {xl si et seulement s'il existe dans F [x] des polynômes c et d satis- 
faisant aux conditions: 


(a) fc = gd, 
(B) c = cor") + .….. + Cm-1r 

d=drt +... +d,, 
(y) un au moins des polynômes c et d est différent de zéro. 


DEMONSTRATION. Supposons que les polynômes f et g possèdent 
dans F [rx] un diviseur commun u de puissance positive. Il existe 
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alors des polynômes c et d tels que f = du, g — cu. On vérifie sans 
peine que les polynômes c et d satisfont aux conditions (œ)-(y). 

Supposons à présent qu'il existe des polynômes c, d satisfaisant 
aux conditions (œ), (B) et (y). Posons que le degré du polynôme f 
vaut 7, c'est-à-dire à, = 0 (dans le cas contraire on pourrait inter- 
vertir les rôles de f et g). Soit q le plus grand commun diviseur de c 
et d. Alors dans F [x] on trouve des polynômes c, et d, tels que 


(4) c=cp, d=dp,  PGCD (c, di) = 1. 


Notons que d, + 0, car dans le cas contraire d = 0 et, en raison de 
(a), c = 0, ce qui est en contradiction avec la condition (y). En 
vertu de (1) et de la condition (œ), fc;® = gd,g et, par suite, 


(2) Jo = gdi. 


Le polynôme d, divisant fc, et étant premier avec c;, d, divise f; 
de sorte que 
(3) Î ei dit, 
où test un polynôme de degré positif, vu que le degré de d, n’est pas 
supérieur au degré de d, tandis que le degré de d est inférieur au degré 
de f, en vertu de la condition (8). De (3) et (2) on déduit dth = gd, 
et g = ht. Ainsi, f et g possèdent un diviseur commun t de puissance 
positive. O 
Ecrivons les conditions («) et (B) en plus de détails: 

A} (ass: Ta) Gr His: on) = 

= (be +... + bn) (dot +... + du). 


Après avoir effectué la multiplication dans les deux membres de 
l'égalité et égalé les coefficients des mêmes puissances de zx, on aboutit 
au système suivant d'équations linéaires 


doCo = bodo; 

djCo + Go = bido + bodi; 

dsCo + Gi + Aoce = bedo + bidi + bide; 

lnCm-2 5 An-1Cm-1 — bmndn -2 + Drm -1dn -1 ; 

ZnCm-1 — Ondn-1- 

C'est un système de nr + m équations linéaires homogènes à #7 + m 
variables co, C1: + + +, Cm-11 dos di: + + :: Un-1. 11 possède des solu- 
tions non nulles si et seulement si le déterminant de ce système est 
nul. Pour éviter l'apparition des moins devant les éléments de la 
matrice du déterminant, on peut faire passer les seconds membres 


dans les premiers et considérer comme variables c,, ©, . . ., Cm-1» 
— dy. —d ..., —d,. Si, de plus, on transpose la matrice du dé- 
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terminant, ce dernier prend la forme 


d &: CRE En 
dy 1 En 
Hp h 28 
b db. (2 : 
b, b, bn 


DEFINITION. On appelle résultant des polynômes f — açr" + ... 
.….+aetg= by" +... + b, le déterminant R. 

11 s'ensuit du théorème 3.1 que les polynômes f et g (où a, = D ou 
b, 0) admettent un diviseur commun de puissance positive si et 
seulement si le système d'équations linéaires possède des solutions 
non nulles, c’est-à-dire quand le déterminant R est nul. Bref, on a 
démontré le théorème suivant. 

TReoreME 3.2. Soient f = asyx" + ... + a,, — Or 322 

.. + bn des polynômes sur le corps F et un au moins des coefficients 
a et b, n'est pas nul. Les polynômes f et g possèdent un diviseur commun 
de puissance positive si et seulement si le résultant de ces polynômes 
vaut zéro. 

CoRoLLAIRE 3.3. Si le résultant des polynômes f et g est nul, alors 
les polynômes soit possèdent un diviseur commun de puissance positive, 
soit Les coefficients a, et b, sont nuls, et réciproquement. 

Elimination des variables. On peut appliquer le résultant pour 
éliminer les variables du système de deux équations algébriques 
dont l’une au moins n'est pas linéaire et possède deux variables. 
Soit donné un système d'équations 


4) JG y) = 0. 8 (x, y) = 0, 
où f et g sont des polynômes en x et y sur le corps .#. Ecrivons ces 
polynômes suivant les puissances décroissantes de zx, 

f(x, y) = 00 (9) 2° + & ET +... + a (y); 

g (x, y) = bo (y) 27 + bi (y) 2 +... + ba (y), 
où a; (y) et b, (y) sont des polynômes de l’anneau # [y]. Cherchons 
le résultant des polynômes f et g en les considérant comme des poly- 
nômes en x. Ce résultant est un polynôme de l'anneau .# [y] qu'on 
notera À (y). 

Supposons que le système (1) admet dans le corps .# (ou dans son 
extension) une solution (œ&, B). Dans ce cas les polynômes 

f(x, B) = @0 (B) 2° + a (B) 27° +... + an (B); 

g (x, B) = bo (B) 2" + b, (B) 2° + ... + bm (B) 
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ont une même racine @&. Ils ont donc un multiple commun de puissan- 
ce positive (sur F (B)). Par conséquent, en vertu du théorème 3.2, 
leur résultant égal à R (B) devrait être égal à zéro. Réciproquement : 
si B est une racine du résultant R (y), c'est-à-dire R (B) = 0, alors, 
selon le corollaire 3.3, les polynômes f (zx, B) et g (x, B) possèdent soit 
une racine commune, soit leurs coefficients a, (B) et b, (B) sont tous 
les deux nuls. 

Ainsi, la résolution du système d'équations (1) à deux variables 
se réduit à la résolution de l'équation 


(2) R(y)=0 
à une variable y. On dit que l’équation (2) est le résultant de l'éli- 


mination de x du système d'équations (1). 


E xemple. Cherchons les solutions du système d'équations 

y + ry Ly+z=o0, 
(1) as 
zy® + Dry + 1 = 0. 


Eliminons x du système (1). Pour ce faire écrivons les premiers 
membres des équations suivant les puissances décroissantes de zx: 


2") (+ y) +z+y=0, 
(y* + 2y)z +1—=0 


et composons le déterminant : 


y?+y 1 y 
R(y)=|y2+2y 1 0|. 
0 y?+2y 1 


En calculant le déterminant, on obtient 
RGYy)=ÿ + y + y (y + 2y) — y — 2y = 
= y [(y? + 2y)° — 11. 
L'équation R (y) = y (y? + 2y}° — 11 = y (y + 1}° (ÿf + 2y) — 1) 
présente des racines O0, —1, —1 — y 2, — 1 — | 2. ; 


Pour y = 0 le système (1) se transforme en système x = 0, 
4 — 0, qui est incompatible. 


Pour y — —1 le système (1) se transforme en système zx — 1 = 0, 
—zx + 1 = 0. Ainsi, on obtient la solution du système (1): (1, —1). 
Pour y = —1 + V2 le système (1) se transforme en système 
CEV2r+rz+(—-1+ V2) =0, 
z+1—=0, 
dont la solution est x — —1. On obtient, par conséquent, encore 


deux solutions du système (1): (—1, —1 + V2), (—1, —1 — V 2). 
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Exercices 


1. Calculer le résultant des polynômes: 

(a) 2 — 3x + 2r +1etr +r+3; 

(bb) +2 +2r—2et sr — 27 +4; 

{c) z—3r +6 et S +zr — r — 1. 

2. Pour quelle valeur de À les polynômes possèdent une racine commune: 
(a) 2 — 2hr + AM et 2 + À — 2: 

(bb) + hr — 9 et 2° + àr — 3? 

3. Eliminer z du système d'équations 

2 — 3zy +y—2=0, 21 — zy + 3ÿmi=(, 

4. En utilisant le résultant résoudre le système d'équations 
Hi —y—3zx=0, y — Cry — 23 + Ây + 1z—12 = 0. 


CHAPITRE XVI 


POLYNÔMES SUR UN CORPS DES NOMBRES COMPLEXES 
ET SUR UN CORPS DES NOMBRES RÉELS 


$ 1. Corps des nombres complexes algébriquement fermé 


Théorème de l’accroissement du module d’un polynôme. Soient 
€ [z] un anneau des polynômes sur un corps des nombres complexes 
€ et C [z] son ensemble de base. 

THEOREME 1.1. Soit f un polynôme de degré positif de C [2]. Pour 
tout nombre réel M >> 0, il existe un nombre réel r >> 0 tel que pour 
tout nombre complexe z | f (2) | > M, aussitôt que |z | > r. 

Démonstration. Soient 


1{)=a+taz+...<+a,z ECIz, a, 0, n>1. 
En vertu des propriétés du module (théorème 4.7.8), 


[an2" + an2 + ... + aol 2 1an2" | — lag +035 +...+an 21], 
[do + a+... + an 1] [aol + las] 121 + 0. + lan PTE. 
Par conséquent, pour :#ÜÛ 
24 — (ol ans 
GIZ" ft (+... + )T. 
Posons 


|ao| lan-1| 


(2) b—= max Tant res [an | 


Notons que pour k>1 et |[z2|lZ1 les inégalités [z[*>/[z2| et 
1 1 


(3) LE ST 

sont remplies. Sur la base de (1)-(3), il vient 
&  @I>lella" (1). 

On voit sans peine que 


b 1 . 
(5) (1-)>+ si [21 >2n6. 


9) 
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Ensuite, on «a 


(6) Jelly, si 11220). 


\an| 


Sur la base de (4)-(6), on conclut que 
f(I>ZM, si |z|>r, 


N : 2M \t/n 

où r = max (1, 2nb, PSI ) h. O 

Continuité du module d’un polynôme. Soit f un polynôme en 
z sur le corps des nombres complexes. L'application z2-—+ |f (z2)| 
définie sur l’ensemble C de tous les nombres complexes est une fonc- 
tion réelle de la variable complexe. On l’appellera module du poly- 
nôme f en le désignant par le symbole | f |. 

TH£OREME 1.2. Soit f un polynôme quelconque de C [{zl. Le module 
du polynôme f est une fonction continue sur l'ensemble C. 

Démonstration. Montrons que pour tout e positif il 
existe un Ô positif tel que pour tout nombre complexe z si | z — a | < 
< 6, alors || f (z)| — | f (a) < e. 

Le théorème cst apparemment vrai si le polynôme f est nul ou 
de degré zéro. Supposons que le polynôme f est de degré n positif. 

Décomposons f en puissances de la différence z — a: 


f()=co+a(t—-a)+...+e(c—-a) (ch Æ 0). 
Comme f (a) = co, il vient 
f()—-f(@)=a-a+...+a(-a) 
et, selon le théorème 4.7.8, s'ensuit l'inégalité 
4) 1f()—-f(@I<lallz:—-al+... +lallz—-al. 


Posons 


= max {|cl, -.., [cn |}; 

comme c, # 0, b 0. On voit sans peine que pour k > 1, il vient 
2) 1z:—aF<iz—alsi|z—al<1i. 
En vertu de (1) et (2), on a 

[f()—f(a<nrb1z—al. 
En outre, pour tout e > 0 

nb |z2—al<e,si |z— a |< e/nb. 
Associons à chaque nombre & un 6 positif tel que Ô = min (5 1}; 


alors | f (2) — f (a)| < e si | z — a | << Ô. En outre, pour tout nom- 
bre complexe z 


If (21 — 1f (a <1f() — (ail * 
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Par conséquent, pour tout & >> 0 il existe un Ô > 0 tel que pour tout 
z de C, on ait 


If ()l— 1f (al <e si lz—al<6ô. DO 


THEOREME 1.3. Soit f un polynôme de C[z]. Si la suite (z,) con- 
verge vers un nombre complexe a, alors la suite (| f (z,)|) converge vers 
le nombre |f (a)|. 

Démonstration. Selon le théorème 1.2, 


(1) (Ve 0) (3 > 0) (VzEC)(Iz— a | <ô— 
—+ || f (2)1 — 1f (al < e). 


Par hypothèse, la suite (z,) converge vers le nombre a. Donc, pour 
tout Ô >> 0 il existe un nombre naturel nr, tel que |z, — a | << Ô 
avec r > n, quelconque. De là, en vertu du (1), s'ensuit 


(Ve > 0) (AM EN) (VrEN)(R>n —+ 
—+ || f (en) — 17 (a) < e). 


Ainsi, la suite (| f (z,)l) converge vers le nombre |f (a)|. O 

Valeur minimale du module d’un polynôme. Pour l’exposé ul- 
térieur on aura besoin du théorème de Bolzano-Weierstrass connu 
de l’analyse: de toute suite infinie (z,) de points du cercle |z2]<7r 
(r étant un nombre réel positif fixé) on peut extraire une sous-suite 
convergeant en un certain point du cercle. 

THEOREME 1.4. Soient f un polynôme de C [2], r un nombre réel 
positif etm— inf |f(z)|. Alors, il existe un nombre complexe a tel 


l:1<7r 
que |f(a]=me |a|<r. | 
Démonstration. Soit (e,) une suite des nombres réels 


positifs convergeant vers zéro. Comme m = inf |f(z)|, il existe 
I:1<r 
pour chaque terme e, de la suite un z, vérifiant 


(4) m<If(n)l<m+e, 1 1<r. 
Aussi la suite (|f (z,:)|) converge-t-elle vers m: 
@) Him If@)l=m. 


En vertu de (1), tous les éléments de la suite (z,) appartiennent au 
cercle |: | Sr. Selon le théorème de Bolzano-Weierstrass cette 
suite engendre une sous-suite (7,) qui converge en un certain point a 
du cercle |z|<r, c’est-à-dire 

(3) limz, =a V|al<r. 


ñn—-0 
Selon le théorème 1.3, de (3) s'ensuit 


G@) lim 1f(m)l= 17 (al. 
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Vu que {|f (r,)1) est une sous-suite de la suite (f (z,)) convergeant 
vers m, On a 


@) lim 1fG)l= m. 


Sur la base de (3), (4) et (5), on conclut que |f(a)|= met |al< 
<r. D 

THEOREME 1.5. Un module de polynôme quelconque f de C [2] atteint 
sa valeur minimale sur l'ensemble C. 

Démonstration. Le théorème est apparemment vrai si 
deg f — 0 ou f (0) = 0. Supposons donc que deg f > 1 et f (0) Æ 0. 
Posons M — |f (0)|. Selon le théorème 1.1, on a 


(1) (3>0)(V:EC)(Iz12r—-1f(4)12> M). 


Soit À = {2€ C|Iz|<r}. Selon le théorème 1.4, | f | admet la 
plus petite valeur dans le cercle X, c’est-à-dire qu’il existe un nombre 
a tel que 


(2) JIf(a)1<]1f(z)l si |z|<r, en particulier, 
(3) [f(G@)I< 17 (0) = N. 

Sur la base de (1) et (3), on conclut que 

(@) IfG@I<IfG)Isil1z12r. 


En vertu de (2) et (4). il vient (Vz € C) (|f (a)| < | f (z)l). Ainsi, 
| f | atteint sur l’ensemble C la plus petite valeur au point a. CO 

Lemme de d’Alembert. La démonstration du théorème 1.7 s’ap- 
puie pour une large part sur le lemme suivant dit lemme de d’Alem- 
bert. 

LEMME 1.6. Soient f (x) un polynôme de degré positif sur le corps 
des nombres complexes et a € C. Si f (a) 0. il existe un nombre com- 
plexe c tel que |f (c)| <<] f (a)l. 

Démonstration. Soient f(x) =a +...<+a,z un 


polynôme de degré r > 0 et f (a) - 0. Décomposons f en puissances 
de la différence x — a: 


(1) ft) =co+a(—-a)+... + (x — a)", où «EC, 
Co =f(a) #0, c, O0. 


Posons z = x — a et 
(2) g()=co+eaz+ ... +. 


Soit cn un coefficient non nul du polynôme g à un plus petit indice 
positif 0<Lm<n); alors 


G) f@a+z) = 8(2) = co + Cm + Cm+a2tt +... + cn. 
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Définissons À (2): 
"ER + Cn2 TE si Mm<N, 
(&) h(2) -| HT + < 


0sim=n. 
Alors l'égalité (3) peut s’écrire sous forme 
(5) g(:) = co + Cm2" + 2mtih (2). 


En vertu de (1), = 0. Notons d une racine m-ième quelconque 
du nombre (—c/cxh) : 
(6) dm — —c,/cm. 
Considérons dans (5) la valeur de z sous forme 
(7) z=M,où0<A1<1, XAER. 

En vertu de (5) et (5), on obtient les égalités 

à g (M) = co — com + Amtigm+ih (Ad), 

“e g (Ad) = co [1 — Am + Amtloclg m+lh (Ad)]. 
Sur la base de (4), on conclut que 

dtih (Ad) = Cm + HONTE (MER); 
et 

[cd 1h (Ad)| < |col"! [cm2] +... + Id IT (m<n). 
Posons à présent 
et DE ET IENEneR 


0 sim—n. 
Notons que pour m << n. B > 0, vu que c, et d sont différents de 
zéro. 
De (8) et (9) s'ensuit l'inégalité 


[g I co | — A7 + AMHIB] = leo | — À (1 — 2B)I. 


Si À satisfait aux conditions 0 << 14 < 1, AB <1, |g (MW)|< |c |. 
Comme c, = f (a)et. en vertu de (3), g (Ad) = f (a + Ad), on a alors 


0O<À<min{i, B°1} pour m<n, 


[f(a+Ad)| < [f(a) si À 0O<À<1Â avec m—n. O 


Fermeture algébrique d’un corps des nombres complexes. Soit 
#Æ { xl un anneau des polynômes en x sur le corps 7. 

DeriniTiox. Un corps # est dit algébriquement fermé si tout poly- 
nôme de degré positif de 7 [rl possède dans le corps # une racine 
au moins. 
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Tasor£ue 1.7. Un corps des nombres complexes est algébriquement 
fermé. 

Démonstration. Soit f un polynôme quelconque de de- 
gré positif de F [rl]. Si f (0) — 0, alors le zéro est une racine du poly- 
nôme f. Admettons que f (0) 0 et posons M = | f (0)|. Soit r un 
nombre positif pour lequel 


(1) (W:EC)(IzI2r-M<1f(OD:. 


Ce r existe en vertu du théorème 1.1. 


Soit XÀ = {2EC||z|<r}. En vertu du théorème 1.4, la fonc- 
tion |f | atteint la plus petite valeur sur l'ensemble Æ, c'est-à-dire 
qu’il existe un nombre a € X, tel que 


(2) If(@)1<1f/(2) 1 pour tou zEK(IzI<r) 
et, en particulier, 


(3) If(a)1< 17 (0) 1 = A. 

De (1) et (3), il vient 

(4) (VzEC)(z12> ro —+ 1f(a)l< 17 (2) D. 
Sur la base de (2) et (4), on conclut que 

(5) (VzEC) (If (a) I1< 17(2) D. 


Si f (a) = 0, alors, selon le lemme de d’Alembert, il existe un 
nombre complexe a tel que 


If()1<If(a)l (c € C). 


Or, cette dernière inégalité est en contradiction avec (5), aussi, le 
cas de f (a) Æ 0 est-il impossible. Par conséquent, f (a) = 0, c'est-à- 
dire le nombre complexe a est une racine du polynôme f. O 

COROLLAIRE 4.8. Tout polynôme de l'anneau € [x], dont le degré 
est supérieur à l'unité, est réductible dans l'anneau € [xl]. 

Démonstration. Soient f € 6 [xl et deg f > 1. Selon le 
théorème 1.7, il existe un a € C tel que f (a) = 0. Alors, selon le 
théorème 14.1.11, (x — a) divise f, c'est-à-dire qu'il existe un poly- 
nôme g dans @ {x}, tel que f = (x — a)-g. En outre, deg g > 0, 
vu que deg f > 1. Ainsi, le polynôme f est réductible dans l’an- 
neau € [xl]. 

COROLLAIRE 1.9. Tout polynôme f de degré positif de l'anneau € [x] 
peut être représenté de façon unique sous forme de produit d’un nombre 
complexe et de facteurs linéaires normés, c'est-à-dire sous forme 


A) f=c(z— au) ... (5 — an), 


où @, - - ., Gn Sont les racines du polynôme f (dans C) et c Le coeffi- 
cient dominant du polynôme. 


30—01762 
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Cette affirmation découle du corollaire 1.8 et du théorème 14.2.11 
de la décomposition du polynôme sur le corps en un produit de fac- 
teurs normés irréductibles. 

Si dans la décomposition (1) &,, ..., ä«m sont tous les racines 
distinctes du polynôme f dans C, alors cette décomposition peut être 
représentée sous forme 
(2) f=c(c—- an... (z— an), ki +... +km=n. 

La décomposition (2) est appelée décomposition canonique du poly- 
nôme f en facteurs irréductibles. Le nombre k, est appelé indice de 
multiplicité de la racine «,. 

CoRoOLLAIRE 1.10. Tout polynôme f de degré positif n de € [x] admet 
exactement n racines complexes si l'on compte chaque racine autant de 
fois que vaut sa multiplicité. 

Formule de Viète. Etablissons la relation entre les racines et 
les coefficients d’un polynôme. 

THÉOREME 4.414 (DE VIÈTE) Soient f—= 2 + cz" + ... 
... + Cn-12 + ©, un polynôme sur le corps des nombres complexes et 
Air +  -» Un Ses racines; alors 


C = —(a + Ge +... + &); 
Ca = Aloe + Ag +... + An-1An; 
(1) cs = —(aious + - .. + Gn-oAn Un) ; 


Cn = (—1)"@uue . . + An. 


Démonstration. Vu que &;,, ..., «, sont des racines 
du polynôme /, selon le corollaire 1.9, il s'ensuit 


2 Lol + + On + On = 
= (2— a) (2— &œ) ... (z — «). 


En multipliant les facteurs linéaires dans le second membre &e l’éga- 
lité, on obtient 


Hot +H en +on = — (mu +... 
ce Fan) TL +... + (—1aics . . . a. 


De l'égalité de deux polynômes en z il s'ensuit une égalité des coeffi- 
cients des mêmes puissances de z; en égalant les coefficients des 
mêmes puissances de z, on obtient les formules (1). 

Les formules (1) sont appelées formules de Viète. 
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COROLLAIRE 1.12. Si «,, ..., @&, sont des racines du polynôme 
Co + C2 +... + cn-12 + cn de degré n de CI{z], alors 
C 


= —(a+...+a); 


Co 


Ca 
eu Las +... + Œn-1An ; 


= (— 1) aa ... An 
Co 
Exer:cic2s 


1. Décomposer en facteurs linéaires dans l’anneau € {z] les polynômes: 
(a) = +z+1<+i; (bb) + — 2: — 1. 

2. Décomposer en facteurs irréductibles le polynôme 24 + 323 + 422 + 
+ 3: +1 dans @f{:] et dans .Z [2]. 

3. Décomposer le polynôme :7 — 1, où »# est un nombre naturel différent 
de zéro et de 1, en facteurs linéaires dans € {z]. 

4. La somme de deux racines de l'équation 22% — 2? — 7r + À = 0 est 
égale à 1. Chercher À. 

5. Déterminer À de manière que l’une des racines de l'équation 2° — 7x + 
+ À = 0 soit égale au double de l'autre. 

6. Connaissant que le polynôme 27 + a,_,27-1 +... + a,: + a, où 
An-1» - < - a) Sont des nombres complexes, possède les racines @, ..., &h, 
calculer Je produit (&; + 1) (&œ2 + 1) ... ( 4). 

7. Soit b? << 4ac, où a, b, c sont des nombres réels. Démontrer que l’anneau 
quotient .# [z]/(az° + bz + c) cest isomorphe au corps des nombres complexes. 

8. Démontrer la proposition inverse du théorème de Viète (théorème 1.11): 
si l’on a les formules de Viète (formules (1)), alors les nombres ccmplexes &,. . .. 

. + An Sont les racines du polynôme f = 2 + c;2n-14,,,+ ce, surle corps €. 
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Conjugaison des racines imaginaires d’un polynôme avec coef- 
ficients réels. Soit .# [x] un anneau des polynômes sur un corps .# 
des nombres réels. 

Rappelons qu’un nombre complexe a + bi, où a, bER, est dit 
imaginaire si b # 0. Si &« = a + bi, on notera « le nombre complexe 
conjugué a — bi. 

LEMME 2.1. Si f est un polynôme de l'anneau @ [x] et « un nombre 
complexe quelconque, alors f (4) = f (æ). 

La démonstration découle directement du théorème 4.7.6. 

TH£OREME 2.2. Soit f un polynôme quelconque de l'anneau # 1x1. 
Si a + bi est une racine imaginaire du polynôme f, a — bi est égale- 
ment une racine de ce polynôme. 

Démonstration. Soit a + bi une racine du polynôme, 
c'est-à-dire f (a + bi) — 0. Alors, selon le lemme 2.1, 


f (a — bi) = f (a + bi) = f (a + bi) = 0 = 0, 
c'est-à-dire f (a — bi) = 0. O 
30% 
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Polynômes irréductibles sur le corps des nombres réels. 

THEOREME 2.3. Soit f un polynôme dont le degré est supérieur à 
l'unité, irréductible sur un corps À des nombres réels. Il existe alors 
des a, bE KR tels que b Æ 0 et le polynôme f est associé au polynôme 
(z — a)° + bi. 

Démonstration. Selon le théorème 1.7, le polynôme } 
admet au moins une racine complexe. Soit a + bi une racine du 
polynôme f,où a, bE KR. Si b = O0, alors x — a divise f, ce qui est en 
contradiction avec l'hypothèse d'irréductibilité de f sur Z. Par 
conséquent, b + 0. Appliquons aux polynômes f et (x — a)* + b le 
théorème de la division avec reste. Selon ce théorème, il existe dans 
l'anneau .7 [xl des polynômes q (x) et cx + d tels que 


f(æ)=qg(x)l(—- a} + b*] + (ex + d), c, dERk. 
En posant dans cette égalité x = a + bi, on obtient 
f(a+bi)=c(a+bi)+d—0, (ca + d) + bci = 0. 


Il s'ensuit que ca + d = 0, bc = 0. Or, b Æ 0, donc c = 0 et d = 
= (0. Ainsi, 


f (2) = g (2) [x — a)° + bi]. 


Puisque, par hypothèse, le polynôme f est irréductible sur #, 
le degré du polynôme gq (x) vaut zéro. Par conséquent, le polynôme / 
est associé au polynôme (x — a) + b*. Q 

CoROLLAIRE 2.4. Dans l'anneau À [zx] ne sont irréductibles que les 
polynômes du premier degré, ainsi que les polynômes du second degré 
associés aux polynômes de la forme (x — a)° + b*, où a et b sont des 
nombres réels quelconques et b = 0. 

Du corollaire 2.4 et du théorème 14.2.11 découle le théorème 
suivant. 

TH£ORÈME 2.5. Tout polynôme f de degré positif de l'anneau À [x] 
peut être représenté de façon unique sous forme d'un produit d'un 
nombre réel et de polynômes de 2-ième degré au plus irréductibles sur À : 


f= [Tee +681 ÎT(s— ce), où 6: 54 0. 


CoROLLAIRE 2.6. Tout polynôme à coefficients réels admet un nom- 
bre pair de racines imaginaires. 

CoRoOLLAIRE 2.7. Un polynôme de degré impair à coefficients réels 
admet au moins une racine réelle. 

CoROLLAIRE 2.8. Soit f un polynôme de degré n de À [x]. La parité 
du nombre des racines réelles du polynôme f coïncide avec celle du nom- 
bre n. 
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Exercices 


1. Chercher le polynôme aux coefficients réels et de degré minimal admet- 


tant les racines 4 — 4, n, —1 + i V3. 
2. Décomposer en facteurs irréductibles sur le corps des nombres réels les 
polynômes : 


(a) +z+2; (b)zt+2r +4; (c)z—1; (d\)ri—: +1. 


3. Décomposer le polynôme zxt + 4 en facteurs irréductibles: a) sur le 
corps € ; (b) sur le corps Z; (c) sur le corps @. 

4. Décomposer en facteurs irréductibles sur le corps des nombres réels 
le polynôme zt — az? + 1, où —2< a < 2. 

5. Démontrer que le polynôme z3%" + z5n+1 + 232+2 est divisible par le 
polynôme 22 + x + 1. 

6. Soit f un polynôme sur Je corps des nombres réels’ dont le; coefficient 
dominant et le terme libre sont de signes opposés. Démontrer que le polynôme f 
admet au moins une racine réelle. 


$ 3. Equations de troisième et quatrième degrés 
Equation de troisième degré. L'équation 


(1) S+pr+qg—=0 (p, g€C) 


est appelée équation cubique incomplète. Posons dans l'équation (1) 
z—=u+v, c'est-à-dire au lieu d'une variable introduisons deux. 
On obtient 


(u + uÿ + pu +v) +g=0, 
ou 


(2) u$ +0 + q + (Buv + p) (u + v) = 0. 


Exigeons que soit remplie la condition 3uv + p = 0, autrement dit, 
la condition uv — —p/3. A la satisfaction de cette condition, w et v 
vérifient le système 


(3) u$ + 9 = —9g, uv = —p/3. 


Sur la base de (3), (2) et (1), on conclut: si (u, v) est la solution 
du système (3) la somme u + v est la solution de l'équation (1). 

Montrons que la proposition inverse est également vraie: si z 
est la racine de l'équation (1), il existe une solution (u, v) du systè- 
me (3), telle que x = u + v. En effet, soit x la racine de l'équation (1). 
Considérons l'équation 


y* — xzy — p/3 = 0. 


Soient u, v ses racines complexes. Alors, en appliquant les formules 
de Viète, il vient 


z=u+v, uv = —p/3. 
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z étant la racine de l'équation (1), (u, v) est donc la solution de (2) 

et, partant, la solution du système (3). Ainsi, connaissant la solution 

du système (3), on peut obtenir toutes les racines de l'équation (1). 
Le système d'équations 


(4) + = —4, US = —p*/27, 
est apparemment impliqué par le système (3). Les nombres u, v sa- 


tisfont à (4) si et seulement si u, v* sont des racines de l’équation 
quadratique 


(5) 2° + gz — p°/27 = 0. 


Cette équation est dite résolvante pour l'équation (1). Son discrimi- 
nant est désigné par A: 


Le 
B= TT. 
Les racines z,, z, de l'équation (5) s'expriment par les formules 


(6) z,=u3= —g/2+VA, Z=v—= —g/2—V A. 


De là on tire neuf solutions du système (4). En choisissant parmi ces 
dernières les solutions (4, v) du système (4) qui satisfont à la condi- 


tion uv — —p/3, on obtient toutes les solutions du système (3). 

Le système (3) admet une solution au moins. En effet, soit (u,, v,) 
une quelconque des solutions du système (4), alors uv, — —p*/27. 
Par suite, 

ui = —+, ou uv, = —<.e, ou ui — — +, où e—1; 
donc 

UV = —+ , Où u, (vie?) = —+ , OÙ uU, (vie) = —+. 
Par conséquent, pour toute valeur u de la racine cubique de z, il 
existe une valeur v de la racine cubique de z,, telle que uv — —p/3, 


c'est-à-dire que le couple (u, v) sera une solution du système (3). 

Si u, ue, ue” sont les valeurs de la racine cubique de ,, il leur 
correspond v, ve”, ve, valeurs de la racine cubique de zf. Ainsi, si 
(u, v) est une solution quelconque du système (3), alors (u, v), 
(ue. ve*), (ue*, ve) est la collection de toutes les solutions du système 
(3) qui admet trois solutions différentes. On conclut donc que l’équa- 
tion (1) admet les solutions suivantes: 


(7) zx =u +, Te = UE + VE”, Ts = UE° + Ve. 
THrORBME 3.1. Soit donnée l'équation 

4) +pr+g=0. 

Soient :, et z, des racines de l'équation résolvante 2° + qz — p*/27 = 0. 
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Les racines de l'équation (1) s'expriment par les formules 

() x =u +, La = ue + ve”, Zs = ue* + ve, 
où u et v sont des nombres satisfaisant aux conditions 

(Ch =. D = :Z;, uv = —p/3, 


et e est la racine cubique imaginaire de l'unité. 

Démonstration. Une vérification directe montre que 
& + px + gest divisible par z — x,, le quotient étant égal à x° + 
+ 27 + x — p; par conséquent, 


@ P+pr+tq=(r—m)(# +amr + + p) 
Ensuite, on a 
(3) (tr — Ze) (x — 23) = 2° — (ra + 3) T + Lots. 
En vertu des formules de Viète 
(4) 1+e+e = 0 et e + e? — —1. 
De là et des formules ([), il s'ensuit que 
©) tm +zs + ts = 0, — (te + Ts) = 2. 
En vertu des formules (1), (*) et (4), il vient 
Lots = (ue + ve*) (ue? + ve) = u° + v° + uv (e° + &) — 


= + 0 — uv = (u + v}° — uv = 2 + p, 
c'est-à-dire 


(6) rets = x + p. 

En vertu de (5) et (6), la formule (3) peut être écrite sous forme 

(7) (t—2)(t—zs) = +auc + x + p. 

En se basant sur (2) et (7), on conclut que 
'+pr+qg=(r—-z)(r—-z)(r—-zxs. D 


COROLLAIRE 3.2. Les racines de l'équation (1) s'expriment par les 
formules 
(I) z=u+tv,; 2=— — + u+u) +i LS vs 


—5— (u —v) ; ’ 


V3 
2 


1 : 
T3= — (u+v)—i (u —v), 
où u el v sont des nombres satisfaisant aux conditions (+). 
Démonstration. Les formules (II) s’obtiennent à partir 
1 


des formules (1) si l’on pose e = — not 0 
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Etude des racines de l’équation de troisième degré avec coef- 
ficients réels. Le théorème suivant permet de déterminer le nombre 
de racines réelles et imaginaires d’une équation du troisième degré. 

THEOREME 3.3. Soient 
4) +pr+qg=0 
une équation à coefficients réels et À = Lr+e e . Alors: 


(a) si A > 0, l'équation (1) admet nue réelle et deux imagi- 
naires conjuguées ; 

(b) si À = O, les racines de l'équation (1) sont réelles et l'une d'elles 
au moins est multiple; 

(c) si A << 0, toutes les racines de l'équation (1) sont réelles et dis- 
linctes. 

Démonstration. Premier cas: À > 0. Dans ce cas les 
racines z, et z, de l'équation résolvante sont réelles et distinctes. Par 
conséquent, l’une d'elles au moins, par exemple, z,, est différente de 
zéro. Soit u — (z,)!/$ la racine arithmétique de z,. Le nombre v est 
également un nombre réel, vu que uv — —p/3. Etant donné que 
Z, 5 2: et, par suite, u° Æ w?, on a u  v. Selon le corollaire 3.2, 


(I) z=u+v, = —+(u+o)+i Li LE 


(u—v), 


Ta = 


u et v étant des nombres réels distincts, il s'ensuit des formules (IT) 
que zx, est une racine réelle, tandis que x, et x; sont des imaginaires 
conjuguées. 

Deuxième cas: A—=0.SiA=0etgÆ#0,z = 2: = —qg/2 Æ 0. 
Soit u — (—g/2)1/3 une racine arithmétique du nombre —g/2. uv — 
= p/3 étant un nombre réel, il en résulte que v = (—gq/2)"5, c'est-à- 
dire u = v 0. En vertu des formules (II), il s'ensuit : 


zx = 2u O0, To —= La — —U. 


Ainsi, avec g 0 l'équation (I) admet trois racines réelles dont l'une 
est double. | 

Mais si A — 0 et g = 0, alors p = 0. Dans ce cas l'équation (1) 
prend la forme z° = 0. Par conséquent, x, = x, = z3 = 0. 

Troisième cas: A << 0. Dans ce cas z, — —g/2 + V A, z: = 
= —g/2 — VA. 

Par conséquent, z, et z. sont des nombres imaginaires conjugués 
et, partant, 


4) Iz1=1z21#0 
et 


(2) 4 #22. 
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En vertu du théorème 3.1, il existe des nombres u et v tels que 
(3) u$ = :,, uv = —p/3, D = 2. 

Il s'ensuit de (1) et (3) que |u 13 = | v 0 et, par suite, 
(4) Iul=lv|#0. 

Ensuite, en vertu de (2), 

(5) uÆv. 

Sur la base de (3) et (4), on conclut que 


P' =. — 


Sur la base de (3) et (6), il vient 


P D sl 
3u 3uu 3|u|* 


J1 s'ensuit de (5) et (7) que u et v sont des nombres imaginaires 
conjugués. Selon le corollaire 3.2, il vient : 


re 
(D 2x= —— (u+v)+iL$ qe (u — v) ; 
B=— 7 LL 


Comme ü — vet u = v, il s'ensuit de ces formules que toutes les 
racines 21, 22 et x, sont réelles. En outre, elles sont deux à deux 
différentes. En effet, en vertu des formules (II), x; + zs. Supposons 
que x — x. Alors, en vertu des formules (1), u + v = ue + ve”, 
d'où u (1 — e) = v (e° — 1); donc, u = ve*. De là on tire l'égalité 
Z = Z et À = 0; or cette dernière égalité est en contradiction avec 
la condition À € 0. 

De façon analogue on se convainc que 4 Æ xs 

Equations de quatrième degré. La méthode de Ferrari permet. 
de résoudre l'équation du quatrième degré en réduisant l'opération 
à la résolution d’une équation auxiliaire du troisième degré. Le prin- 
cipe de la méthode de Ferrari est le suivant. L’équation donnée du 
quatrième degré avec coefficients complexes 


A) m+as +br +er+d=0 


s'écrit sous forme de 2° + ax° — —bzx° — cx — d. En ajoutant aux 
deux membres de l'équation a?xr°/4, il vient 


(#++)- (5) z?—cxz— d. 
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Ensuite, en additionnant aux deux membres de l'équation la somme 
az y* 
(2++)1+, 
On obtient dans le premier membre de l'équation un carré parfait : 
n 2 ® 
on (e+ +) ( or) (4e) et 


Le trinôme à droite est fonction du paramètre y. Choisissons ce 
‘paramètre y de manière que le trinôme soit un carré d’un binôme 
du premier degré en x. Pour que le trinôme Azx° + Bzx + C soit un 
carré du binôme en x, il suffit que B° — 4AC = 0. De fait, en rem- 
plissant cette condition, il vient 


Az?+ Bz+C= Az +2V ACz+C=(V Ar+ VC}. 


11 faut donc choisir y dans le second membre de (2) de manière que 
soit remplie la condition 


(He) 4 (et) (Ha) 0. 


‘qu'on peut écrire sous forme 
(3) y — by° + (ac — 4d) y — [c? + d (a? — 4b)] = 0. 


‘Cette condition étant remplie, le second membre de l'équation (2) 
sera un carré d'un binôme linéaire en x. 

En résolvant l'équation auxiliaire (3), on obtient l’une de ses 
racines y,. Ensuite, cherchons les nombres m et n rendant le carré 
du binôme mx + n égal au second membre de l'égalité (2), alors 


(4) (+ +R #2 Je) = (mz+n), 


où m=Y + y n=y a. La résolution de l'equa- 


tion (4) se réduit à la résolution du système de deux équations 
quadratiques suivantes : 


++ =mrtn, +R +S=-mr-n. 


Ces deux équations une fois résolues, on obtient quatre racines de 
l'équation de départ (1). 


Exercices 


1. Résoudre les équations suivantes du troisième degré: 


(a) zx°—3zr+2—= 0; (bb) zx —67+4= 0; 
(c) zx +3r—r+4—= 0; (dd) +3 —21= 0. 


2. Résoudre les équations du quatrième degré suivantes: 
(a) z2zt +28 +2 +zr—-7T—=0; 
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(D) zx —x+2r—2= 0); 

(c) xt +12 +3 = 0. 

3. Démontrer que (x, — x2)° (rs — xs)? (za — 23) = —4p3 — 27q°, où 
Zi» Ta Z3 SONt les racines de l'équation x + pr + q = 0 
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Système des polynômes de Sturm. Soit f un polynôme à coeffi- 
cients réels, a et b, a << b étant des nombres réels quelconques ne 
constituant pas des racines du polynôme. 

Plus bas, en recourant à la méthode de Sturm, on résout le pro- 
blème consistant à trouver le nombre exact des racines réelles distinc- 
tes du polynôme f dans l'intervalle a << x < b. 

Supposons donnée la suite finie des nombres réels, par exemple, 
2,5, —3, 4, —5, —2, 7. Les signes des nombres de cette suite alter- 
nent de la façon suivante: +, +, —, +, —, —, + et varient quatre 
fois. Ainsi, dans cette suite on a quatre variations de signes. 

Soit f un polynôme de degré positif avec coefficients réels et dé- 
muni de racines réelles multiples. Définissons la suite finie des poly- 
nômes fo; fis far + + «+, fm SUT la base d’un polynôme donné f, = f, 
de la façon suivante: 


f, = f’, où f’ est la dérivée de f; 


h 
s 
] 
LC 
= 
| 
ns 


Îm-1 = Imfm- 


On a ainsi appliqué aux polynômes f et f’ l'algorithme d’Euclide) 
(méthode de divisions successives) en attribuant à chaque variation 
du reste un signe opposé. 

DEFINITION. La suite des polynômes f,, fa, fo, + + -» fm est appelée 
système des polynômes f de Sturm. 

Notons quelques propriétés des polynômes du système de Sturm. 

PROPRIETE 4.1. Tous deux polynômes voisins du système de Sturm 
sont démunis de racines réelles communes. 

Démonstration. Cette affirmation est vraie pour les 
polynômes f, et f1 (fo = f, f, = f'). vu que f n’a pas de racines réel- 
les multiples. Trois polynômes qui se suivent sont liés par l'égalité 


(») fn = QrÂr — fn+a. 


En vertu de cette égalité l'annulation simultanée des deux polynô- 
mes voisins f, et fL+, entraînerait l'annulation simultanée de f,.; 
et f,. ensuite. des polynômes f,.. et fr -1, etc., et enfin des polynômes 
fo et f1, Ce qui est impossible. CO 
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PROPRIETE 4.2. Si y est une racine réelle d'un polynôme intermédiaire 
În, 1<k << m, alors les nombres f,., (v) et fx+1 (y) sont de signes 


différents. 
Démonstration. En effet, si f, (y) = 0, alors en posant 
dans l'égalité (+) x = y, il vient fi-1 (Y) = — fui (v). © 


Théorème de Sturm. Pour démontrer le théorème de Sturm on 
utilisera le théorème suivant de Weierstrass : si une fonction réelle 
f est continue sur l'intervalle [a, b] et les nombres f (a), f (b) sont de 
signes opposés, alors f admet une racine entre a et b. 

Soit f un polynôme aux coefficients réels. Supposons que pour 
chaque nombre réel c, w (c) désigne le nombre de variations de signe 
dans la série numérique f, (c), f1 (c), . . ., fm (c) dans laquelle on a 
omis tous les zéros. 

THÉOREME (DE STURM). Soient f un polynôme à coefficients réels 
ne possédant pas de racines réelles multiples et 


(1) Jos fs + - +, fm 

le système des polynômes f de Sturm. Soient a et b (a < b) des nombres 
réels quelconques qui ne sont pas des racines du polynôme f. Le nombre 
des racines réelles distinctes du polynôme f dans l'intervalle (a, b) est 
égal à la différence w (a) — w (b). 

Démonstration. Soit NM l’ensemble de toutes les racines 
réelles des polynômes (1). Les éléments de l’ensemble À/ divisent l’in- 
tervalle (a, b) en sous-intervalles. Dans chacun de ces sous-interval- 
les aucun des polynômes (1) ne s’annule. En vertu du théorème de 
Weierstrass, il s'ensuit que dans chacun des sous-intervalles tous 
les polynômes (1) conservent leur signe et, partant, le nombre w (c) 
ne varie pas. [1 nous reste à déceler comment varie le nombre w (c) 
en passant par la valeur réelle y pour laquelle s’annule un au moins 
des polynômes ({), c'est-à-dire y € M. 

Soient & et B (x << B) des points intérieurs de deux sous-intervalles 
voisins adjacents au point y. Démontrons que la différence w (4) — 
— w (B) s'exprime par les formules 


1 si = 0 
(2) D (a)—w (8)={ 0 si er 


Admettons que y est la racine du polynôme f,, où 1< k << m. 
Selon la propriété 4.2, les nombres f,-, (y) et fr+1 (V) possèdent des 
signes opposés. Donc, dans deux sous-intervalles adjacents à y les 
valeurs des polynômes f,-, et fr+1 sont affectées de signes opposés. 
Par conséquent, le nombre de variations des signes dans les suites 


În-1 (@), fn (@), fn+1 (@) et fn-1 (B), fr (B); fn+1 (B) 


est le même, à savoir est égal à l'unité. Dans les autres parties du 
système des polynômes (1) le nombre de variations des signes reste 
inchangé. Par conséquent, dans le cas considéré w (œ) — w (B) = 0. 
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Supposons maintenant que y est la racine du polynôme f (f = fo. 
f1 = f'). Etant donné que, par hypothèse, le polynôme f est démuni 
de racines réelles multiples, il existe un polynôme g à coefficients 
réels, tels que 


43) fo) =(—-Yg(z), gen 0; 


par conséquent, 
(4) filz) = g(x) + (z — Ÿ) g (2). 


En vertu de (4) le signe du polynôme f, au point y et, par suite, 
dans les deux sous-intervalles adjacents à y coïncide avec celui du 
nombre g (y). Or, en vertu de (3), le signe de f, pour chaque valeur 
de x coïncide avec celui de (x — y) g (y). Donc, entre f, («) et f, (æ) 
on n’a qu'une variation de signe, quant aux nombres f, (B) et jf, (B), 
ils sont affectés du même signe. En outre, toutes les autres variations 
possibles de signe dans la série (1), comme on l’a déjà montré, se 
maintiennent avec le passage par le point y. Ainsi, dans le cas consi- 
déré on a w (a) — w (B) = 1. 

Bref, on a démontré que c'est seulement avec le passage par la 
valeur de la racine du polynôme jf que le nombre w (c) diminue d’une 
unité. Par conséquent, le nombre de racines réelles distinctes du 
polynôme f est égal à la différence w (a) — w (b). CO 

Le théorème de Sturm se vérifie également dans le cas où le po- 
lynôme admet des racines réelles multiples. La démonstration du 
théorème dans ce cas diffère peu de celle donnée plus haut. 

Pour déterminer le nombre de toutes les racines réelles distinctes 
du polynôme f en se servant du théorème de Sturm, il faut choisir a 
et b de manière qu aucun des polynômes du système de Sturm n'’ad- 
mette des racines à l'extérieur de l'intervalle a < x < b. Dans ce 
cas les signes des polynômes du système de Sturm se détermineront 
par leurs coefficients dominants. En effet, pour de très grandes va- 
leurs de zx le signe du polynôme a,z” + ax"! + ... + a, coïn- 
cide avec celui de a,, tandis que pour de très grandes valeurs abso- 
lues des valeurs négatives de z le signe du polynôme coïncide avec 
celui de (—1)"a,. Il n’est donc pas nécessaire de garantir des valeurs 
suffisamment grandes à a et b, car il suffit de connaître les signes 
des coefficients dominants des polynômes f du système de Sturm, 
ainsi que les degrés de ces polynômes. 

En utilisant le théorème de Sturm, on peut séparer les racines 
réelles du polynôme f et, par suite, trouver les intervalles ne conte- 
nant chacun qu'une racine du polynôme f. 

Exemple. Cherchons le nombre des racines positives et néga- 
tives du polynôme f = 2% — 42° + x + 1. 
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En appliquant la méthode des divisions successives, on trouve 
pour f le système suivant des polynômes de Sturm : 


fo =f=" —-4 +z+i; 
f = 42 — 8x + 1; 

fa = 8x* — 3r — 4; 

fa = 87z — 28; 

Ji — 1: 


Pour une valeur négative et suffisamment grande en valeur absolue 
de z la série des signes sera +, —, +, —, + (quatre variations de 
signe). Pour x = 0 les signes coïncident avec ceux des termes libres, 
c'est-à-dire +, +, —, —, + (deux variations de signe). 

Ainsi, on a perdu deux variations de signe, donc le polynôme 
admet deux racines négatives. Pour une valeur positive suffisamment 
grande de zx les signes des termes dominants sont +, +, +, +, + 
(zéro variations de signe). Par conséquent, le polynôme admet deux 
racines positives. 


Exercices 


{. Composer les polynômes de Sturm et séparer les racines des polynômes : 
(a) x —3r—3; (b) ri—zx—1;, (cc) xt — 415 + 4xr° — 4; 
(d) rt — 4x2 — 1. 

2. Déterminer à l’aide du théorème de Sturm le nombre des racines réelles 
du polynôme x + pr + q avec coefficients réels p et q. 

3. Déterminer à l’aide du théorème de Sturm le nombre des racines réelles 
du polynôme z* + pr + q avec p et q réels. 

4. Démontrer que si le système de Sturm pour le polynôme / de degré n 
avec coefficients réels est composé de n + 1 polynômes, alors le nombre de varia- 
tions de signe dans la série des coefficients dominants des polynômes de Sturm 
est égal au nombre de couples de racines complexes conjuguées.du polynôme f. 

5. Chercher le nombre des racines réelles du polynôme xt — 27° + 4r — 1. 
Entre quels entiers successifs se disposent ces racines ? 


CHAPITRE XVII 


POLYNOMES SUR UN CORPS DES NOMBRES RATIONNELS. 
ET NOMBRES ALGÉBRIQUES 


$ 1. Racines entières et rationnelles d’un polynôme. 
Critère d’irréductibilité 

Racines entières et rationnelles d’un polynôme. Le théorème 
suivant nous permet de trouver les racines rationnelles d’un poly- 
nôme à coefficients entiers. 

TBREOREME 1.1. Soient m et q des entiers premiers entre eux et q 
= 0. Si m/q est une racine du polynôme a, + ax + ... + a,x” 
à coefficients entiers, alors m divise a, et q divise a. 

Démonstration. Par hypothèse, 


do +41 a+ .. + Œn-1 (2) +ar (=)"=0. 


En multipliant les deux membres de l'égalité par g', on obtient. 
(1) a.g"+aimg"t+...+a, mt iqg+a,m"=0. 


Sur la base de l'égalité (1) on conclut que m divise a,g". Or, comme 
les nombres m et q sont premiers entre eux, les nombres m et g" le 
sont aussi. Donc, m divise a,. 

En vertu de (1), qg divise a,;,m'”. En outre, les nombres g et m" 
sont premiers entre eux car par hypothèse, les nombres g et m sont 
premiers entre eux. Par conséquent, q divise a,. DO 

COROLLAIRE 1.2. Si un entier m est une racine du polynôme a, -- 


+ 4x + ... + ax" à coefficients entiers, alors m divise le terme 
libre as. 

COROLLAIRE 1.3. Une racine rationnelle d'un polynôme ordonné 
y + dt + ... + x” à coefficients entiers est un nombre entier. 


Critère d’irréductibilité d’Eisenstein. Le problème de réducti- 
bilité d’un polynôme dans l’anneau ( [x] se réduit à celui de réduc- 
tibilité dans l'anneau & [x]. 

PROPOSITION 1.4. Soit f un polynôme de l'anneau des polynômes 
S [x]. Si le polynôme f est réductible dans l'anneau G {x] il est alors 
réductible dans l'anneau & [x]. 

Puisque le corps G est un corps des quotients de l’anneau & des 
entiers, la proposition 1.4 découle directement du lemme 14.3.5. 

THROREME 1.5. (CRITÈRE D'ÉISENSTEIN). Soit f — cy + 1x + ... 

Lee + CT” un polynôme avec coefficients entiers. Supposons que tous 
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les coefficients du polynôme f excepté le coefficient dominant se divisent 
par un nombre premier p quelconque, tandis que le terme libre c, n'est 
pas divisible par p°. Alors le polynôme f est irréductible dans l'an- 
neau @ [xl]. 

Démonstration. Supposons que le polynôme f est réduc- 
tible dans l'anneau @ [x]. Alors, en vertu de la proposition 1.4, il 
est réductible dans l’anneau & [x], c'est-à-dire il existe dans Z {xl 
des polynômes g et h de degré positif tels que / = gh. Soit 


£=dG+... +, h=b +... + b,r" 
(a HO, bn O0); 
alors 
(A) f= (a+... + am) (bo +... + bnr") — 


cr GT 57, 
avec 1<k,m<n, 


(2) Co — &obo; 
(3) Cn — ar0m- 
Par hypothèse, 
(4) plco P°7 Co: 
En vertu de (2) et (4), un seul des nombres a, et b, est divisible par 
P; soit 
45) pla PT bo. 
Par hypothèse, p T c,. De là. en vertu de (3), il s'ensuit que 
(6) pra. 
Supposons que a, qui n'est pas divisible par p est un coefficient du 
polynôme g dont l'indice est le plus petit, c'est-à-dire 
(7) pla -.., p | as, pta, H<LsSs<LA< n). 
En vertu de (1), le coefficient c, peut être représenté sous forme 
Ca — a bo + (ad: + .. + &ob,) (s << n). 


Il s'ensuit de (7) que p divise a._,b, + ... + ab;, et comme pne 
divise pas b, et a,, p ne divise pas c,, avec s < k << n. C'est en con- 
tradiction avec l'hypothèse du théorème puisque d’après cette der- 
nière, p divise les coefficients co, C1, . +, Cn-1.  Q 

COROLLAIRE 1.6. Si pest premier et n est un entier positif quelcon- 
que, alors le polynôme x" — p est irréductible dans l'anneau @ [zx1. 
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Exercices 


1. Démontrer que le polynôme j à coefficients entiers n’admet pas de racines 
entières si f (0) et / (1) sont des nombres impairs. 

2. Etablir lesquels des polynômes suivants sont irréductibles sur le corps 
des nombres rationnels: 


(a) 2x5 + 674 — 923 +42; (b)+z+i; 
(c) z?+3z—4; (d)r°—12; (ee) +z—2; 
(D) 2—3z +5; (g) zt— 2r +3. 


3. Démontrer que le polynôme 2 = pl tzpit,..+Lz+i, 


où p est premier, est irréductible sur le corps des nombres rationnels. 

4. Démontrer que le polynôme r° — p, où p est premier, est irréductible sur 
Je corps des nombres rationnels. 

5. Pour quels entiers n le polynôme z° + n est réductible sur le corps des 
nombres rationnels ? 

6. Pour quels entiers m et nr le polynôme mzx° + nr est réductible sur le 
corps des nombres rationnels ? 

7. Décomposer les polynômes x — 1 et z8 — 1 en facteurs irréductibles 
sur Je corps des nombres rationnels. 

8. Trouver les conditions de réductibilité du polynôme ré + «x? + B, où 
æ, B sont des nombres rationnels. sur le corps des nombres rationnels. 

9. Démontrer que si le polynôme }/ est irréductible sur le corps & des nom- 
bres rationnels, alors le polynôme jf (œx + B), où &, B sont des nombres ration- 
nels et & # 0, est également irréductible sur le corps G. 


$ 2. Extension algébrique simple d’un corps 


Extension simple d’un corps. Soit $ [x] un anneau des polynômes 
en zx sur le corps 4, où 9° est un sous-corps du corps .#. Rappelons 
que l'élément « du corps # est appelé algébrique sur le corps S si & 
est une racine d’un polynôme quelconque de degré positif de # [x]. 

DeriniTiox. Soient 8 3 # et & € F. On appelle extension simple 
du corps % par adjonction de l'élément « le plus petit sous-corps du 
corps # contenant l’ensemble P et l'élément «. L'extension simple 
& par adjonction de & est notée S (a), quant à l’ensemble de base 
du corps ® («), il est noté P (a). | 

Soient « € F, F [x] un anneau des polynômes en zx et 


P {al = {f(«) |f € P {xl}, 


c'est-à-dire P [a] est un ensemble de toutes les expressions de la 
forme ao -- ax + ... + aa”, où &, a, ..., a EP et nr un 
nombre naturel quelconque. 

On voit sans peine que l'algèbre (P [a], +, —, -, 1), sous-anneau 
du corps % (&), est un anneau; cet anneau est désigné par le sym- 
bole F [al]. 

TH£OREME 2.1. Soient S [x] un anneau des polynômes en x sur # 
et (x) une extension simple du corps S. Soit d une application de 


1/3 31—01762 
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P [x] sur P [a] telle que vw (f) = f (&) pour tout f de P [x]. Alors: 


(a) pour tout a de P (a) = a; 

(b) (x) = «a; 

(c) w est un homomorphisme de l'anneau S {xl sur l'anneau  {a]: 
(d) Kery = {fE P{xl | f(x) = 0}; 


(e) l'anneau quotient S [xl/Ker + est isomorphe à l'anneau F (al. 


Démonstration. Les affirmations (a) et (b) s'ensuivent 
directement de la définition de 1#. L'application y respecte les opé- 
rations principales de l'anneau ® [x], car pour tous f et g de P [x], 
on a 


tf+g =f(a) +g(a), Ve) =f(a)g(x), (1) = 1. 


Ensuite, par hypothèse, y est une application de P [xl sur P [al. 
Par conséquent, est un homomorphisme de l'anneau ® [x] sur 
l'anneau & (al. 

L'affirmation (d) découle directement de la définition de l’appli- 
cation 1}. 

Puisque Ÿ est un homomorphisme de l'anneau ® [x] sur ® [œl, 
selon le théorème 13.1.6, l'anneau quotient ® [rl/Ker ÿ est iso- 
morphe à l'anneau [a]. © 

CoRoLLAIRE 2.2. Soit à un élément transcendant sur le corps S. Alors 
l'anneau des polynômes & [x] est isomorphe à l'anneau F [al. 

Démonstration. En vertu de la transcendance de « sur 
, Kerÿ — {0}. Donc, selon le théorème 13.1.6, # [r]l/{0} æ 
æ S[aœl. En outre, l'anneau quotient de l'anneau # [x] suivant 
l'idéal zéro est isomorphe à xl. Par conséquent, ® [x] æ 
œ Plal. D 

Polynôme minimal de l'élément algébrique. Soit % [x] un anneau 
des polynômes sur le corps ®. 

DériniTiox. Soit &« un élément algébrique sur le corps . On 
appelle polynôme minimal de l'élément « sur F le polynôme normé 
de ® [x] de degré minimal admettant pour racine &. Le degré du 
polynôme minimal est appelé degré de l'élément a sur #. 

On voit aisément que pour tout élément « algébrique sur ® il 
existe un polynôme minimal. 

ProposiTion 2.3. Si « est un élément algébriqu: sur le corps & et 
get ç ses polynômes minimaux sur ®, alors g = q. 

Démonstration. Les degrés des polynômes minimaux g 
et q coïncident. Si g = p, l'élément « (de degré n sur &) est la ra- 
cine du polynôme g — , dont le degré est inférieur à celui du poly- 
nôme w (inférieur à n), ce qui est impossible. Par conséquent, g — 
= ®. 
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THEOREME 2.4. Soient « un élément algébrique de degré n sur le 
corps P (x é P) et g son polynôme minimal sur F. À lors: 


(a) Le polynôme g est irréductible dans l'anneau © [x]; 

(b) sif(æ) = 0,où fE P {x}, alors g divise f; 

(c) l'anneau quotient P (x)/(e) est isomorphe à l'anneau S {al; 
(d) F [xl/(g) est un corps; 

(e) l'anneau S [al coïncide avec le corps F (a). 


Démonstration. Supposons que le polynôme g est ré- 
ductible dans l’anneau © [x], c'est-à-dire il existe dans P [x] des 
dolynômes œ et À tels que 


g = vh, 1 < deg , deg hk << deg g = n. 


Dans ce cas g (a) = @ (x) hk (a) = 0. 9 (a) étant un corps, @ (&) — 
= 0 ou k (x) = 0, ce qui est impossible, vu que par hypothèse, le 
degré de l'élément «a sur 9 vaut n. 

Supposons que f € P [xl et f (x) — 0. Par hypothèse g («) = 0. 
Donc, f et g ne peuvent être premiers entre eux. Le polynôme g 
étant irréductible, il divise, par conséquent, f. 

Soit un homomorphisme de l'anneau 4% [x] sur l'anneau 
® [al (b (f) = f (œ) pour tout f de P [x]), considéré dans le théorè- 
me 2.1. En vertu de (b), le noyau de l’homomorphisme if est composé 
des polynômes multiples de g, c'est-à-dire Ker + — (£g). Par consé- 
quent, selon le théorème 13.1.6, l'anneau quotient ® — % [xl/(g) 
est isomorphe à l'anneau 9 [al]. 

Puisque P [a] P (a), [x] est un domaine d'intégrité. Comme 
P æ P (al, l'anneau quotient F est également un domaine d'in- 
tégrité. I1 nous faut montrer que tout élément f non nul de # est 
inversible dans @. Soit f un élément de la classe suivant un sous- 
groupe f. Comme f = Ù, f (x) = O0 également ; donc, le polynôme g 
ne divise pas le polynôme j. Le polynôme g étant irréductible, il 
s'ensuit que les polynômes f et g sont premiers entre eux. Par consé- 
quent, il existe dans P [x] des polynômes u et v tels que uf + vg = 

= 1. Il s'ensuit l'égalité uf — 1 montrant que l'élément f est in- 


versible dans l’anneau #. Bref, on a établi que l'anneau quotient 
est un corps. 

En vertu de (c) et (d) @ [al est un corps et, par suite, P (a) = 
€ Pf{a«l. En outre, il est évident que P [al  P (œ). Par suite, 
P [al — P («). Par conséquent, l'anneau Æ [a] coïncide avec le 
corps $ (&). Q 

Structure de l’extension algébrique simple d’un corps. 

THEOREME 2.5. Soit à un élément algébrique de degré positif n sur 
le corps $. Alors tout élément du corps S (&) peut être représenté de 
façon unique sous forme de combinaison linéaire de n éléments 1. &. 

.., &°7} avec coefficients dans P. 


31* 
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Démonstration. Soit f un élément quelconque du corps 
& (a). Selon le théorème 2.4, P (œ) = P (al: il existe donc dans 
P [x] un polynôme j tel que 


(4) B=— (a). 


Soit g un polynôme minimal pour & sur $ ; en vertu des conditions 
du théorème, son degré vaut n. Selon le théorème de la division avec 
reste, il existe dans P [x] des polynômes h et r tels que 


(2) f=gh—+r, où r = 0 ou deg r << deg g = n, c’est-à-dire 

= Cour +... + cnr 7! (ci E P). 
En posant dans (2) x = « et, compte tenu de l'égalité (1), il vient 
(3) B=c+aut... + ea" t 


Montrons que l'élément f est représentable de façon unique sous 
forme d'une combinaison linéaire d'éléments 1, &, ..., æ"-!. Soit 


(4) B=d +da+...+d,,a'-t (d; E P) 


une quelconque de ces représentations. Considérons le polynôme 


® = (Co — do) + (Cù — d)r +... + (cn — dun) a. 
Le cas où le degré de o est inférieur à n est impossible, car en vertu 
de (3) et (4), @ (x) = 0 et le degré de œ est inférieur à celui de g. 
Seul est possible le cas où ® = 0, c’est-à-dire c, = do, . . ., Cn-1 — 
— dh_,. Par conséquent, l'élément f est représentable de façon unique 
sous forme d’une combinaison linéaire d'éléments 4, &,..., &"-!. O 

Levée de l’irrationalité algébrique dans le dénominateur d’une 
fraction. Le problème de la levée de l’irrationalité algébrique dans 
le dénominateur d'une fraction est le suivant. Soit &« un élément 
algébrique de degré n >> 1 sur le corps ® ; f et h sont des polynômes 
de l'anneau des polynômes # [x] et k (x) =£ 0. Il s'agit de repré- 
senter l'élément De € P (x) sous forme d'une combinaison linéaire 
de puissances de l'élément «, c'est-à-dire sous forme de œ (x), où 
pE P [x]. 

Ce problème se résout de la façon suivante. Soit g le polynôme 
minimal pour « sur . Vu que, selon le théorème 2.4, le polynôme 
est irréductible sur & et h (x) = 0, g ne divise pas k et, par suite, 
les polynômes hk et g sont premiers entre eux. Il existe donc dans 
P [x] des polynômes u et v tels que 


(1) uh + vg = 1. 
Puisque g («) = 0, de (1) il s'ensuit que 


u (a) h(a)=1, y =u (a). 
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Par conséquent, f(œ)/h («) — f(a)u (a), avec f, uE P[{xl et 
f(a)u(x)E P (al. Bref, on s'est libéré de l’irrationalité dans le 


dénominateur de la fraction 1 a - 


Exercices 


1. Chercher le polynôme minimal pour «& sur le corps .f si: 
{@)a—=—i, P=R, (ba=iV2, FP=€; 


(a=iVZ P=@ d'a= +++ GE P=G; 
(@)a=y2, P=@. 


2. Lever l'irrationalité algébrique dans le dénominateur de la fraction 
1 


V2 21 


3. Lever l'irrationalité dans le dénominateur de la fraction 
1 
V2-:2%2—1 


$ 3. Extension algébrique composée d’un corps 


Extension finie d’un corps. Soit 9 un sous-corps du corps #. On 
peut alors considérer # comme un espace vectoriel sur , c'est-à- 
dire envisager l’espace vectoriel 


(F, nu {wx |A E P}), 


où w; est une opération de multiplication des éléments de F par un 
scalaire À € P. 

DÉFINITION. Une extension # du corps À est dite finie si #, 
espace vectoriel sur &, est de dimension finie. Cette extension est 
notée [#F :P] 

PROPOSITION 3.1. Sixestun élément algébrique de degré n sur ©, 
alors [F (a):P] = n. 

Cette proposition découle directement du théorème 2.5. 

DÉFINITION. Une extension # du corps $ est dite algébrique si 
chaque élément de Fest algébrique sur #. 

TH£OREME 3.2. Toute extension finie F du corps F est algébrique 
sur %. 

Démonstration. Soit r la dimension de # sur #. Le 
théorème est apparemment vrai si nr — 0. Posons que r > 0. Tous 
n + 1 éléments de F sont linéairement dépendants sur S. En parti- 
culier, le système d'éléments 1, &, ..., æ&" est linéairement dé- 
pendant, c'est-à-dire qu'il existe dans P des éléments c,, ci, . .. 

.,) En non tous nuls, tels que 


Col Ca +... + ca = (, 


Par conséquent, l'élément «& est algébrique sur #. O 
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Remarquons qu'il existe des extensions algébriques du corps qui 
ne sont pas des extensions finies. 

Extension algébrique composée d’un corps. Une extension # du 
corps $ est dite composée s’il existe une chaîne ascendante de sous- 
corps £,; du corps #, telle que 


P=L12L132...3L,=-Fek>1. 
THÉOREME 3.3. Soient F une extension finie du corps £ et £ une 


extension finie du corps ®. Alors, # est une extension finie du corps 
d et 


(D) LF: PI = IF :ZLIIZ:PI. 
Démonstration. Soient 
(YO ss 5: @ 
la base du corps £ sur % (considéré comme un espace vectoriel) et 
(2) Bar +. Pn 


la base du corps # sur Z. Tout élément d de F peut être exprimé 
linéairement en fonction de la base: 


(GG) d=Lhf, +... +1B, (l, € L). 
Les coefficients !, peuvent être exprimés linéairement en fonction de 
la base (1): 
(4) = pin +... + Pmatm (pin € P). 
En portant l'expression du coefficient !, dans (3), il vient 
d = à Pix@ibr - 
41E{1....,m) 
RE(I. ....n) 


Ainsi, chaque élément du corps .# est représentable sous forme d’une 
combinaison linéaire d'éléments de l’ensemble B, où 


B = {apr lie {1,...,m},kE {i, ...,n}}. 


Notons que l’ensemble B est composé de nm éléments. 

Montrons que B est la base de # sur le corps S. Il nous faut 
montrer que le système d'éléments de l’ensemble B est linéairement 
ndépendant. Soit 


(9) 2 Cin@iPr = 0, 


où c;yn € P. Etant donné que le système (2) est linéairement indé- 
pendant sur £, il s'ensuit de (5) l'égalité 


(6) cin@y + - +. + CmhAm = 0 (= 1,52, n): 
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Les éléments œ&1, .- .., äm étant linéairement indépendants sur “, 
il s'ensuit de (6) les égalités 


Ci 0 25 4 Cm — 0 (= 1,;.:::,1n); 


qui montrent que tous les coefficients dans (5) sont nuls. Ainsi, le 
systeme d'éléments de B est linéairement indépendant et est une 
base de # sur #. 

Bref, on a établi que LF, Pl = rm = (F:£][#F:P). Par 
conséquent, Ÿ est une extension finie du corps # et on a la for- 
mule (1). © 

DEFINITION. Une extension .f du corps ® est appelée extension 
algébrique composée s’il existe une chaîne ascendante de sous-corps 
du corps 


(1) P=L3L, 3... 3 Li = F (> 1) 


telle que pour à = 1, ..., k le corps £, soit une extension algébri- 
que simple du corps £;-,. Le nombre k est dit longueur de la chai- 
ne (1). 

COROLLAIRE 3.4. Une extension algébrique composée 7 du corps 
est une extension finie du corps %. 

La démonstration s'effectue sans peine par récurrence sur la 
longueur de la chaîne (1) en s'appuyant sur le théorème 3.3. 

THÉOREME 3.5. Soit «;, ..., «x des éléments algébriques du corps 
# sur le corps P. Alors le corps F (4, . .., ax) est une extension 
finie du corps F. 

Démonstration. Soit 


Lo= 8, Li= Plol. Fe = Pl, al, ..., Li = 
= P [c, . ax]. 


Dans ce cas £, — F[a,l est une extension algébrique simple du 
corps £,; L, est une extension algébrique simple du corps #,, car 


La = Po, el = (PF Lal) [tel = Li lue) = P, (a), etc. 


Ainsi, 
P = L3 113... 3 LL =, 
OÙ Li = Li (a) pour à = 1, ..., k, c'est-à-dire que chaque ter- 


me de la chaîne (2) est une extension algébrique simple du terme 
précédent de la chaîne. Bref, le corps # est une extension algébrique 
composée du corps @. Par conséquent, en vertu du corollaire 3.4, 
le corps # est une extension finie du corps #. 

COROLLAIRE 3.6. Une extension algébrique composée d'un corps est 
une extension algébrique de ce corps. 

Simplicité de l’extension algébrique composée d’un corps. 
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THÉOREME 3.7. Supposons qu'un corps numérique F est une exten- 
sion algébrique composée du corps ®. Alors est une extension al- 
gébrique simple du corps ®. 

Démonstration. Soit P# 3 £ 3 F y avec L = P (a), 
F = L(B) et par conséquent, 


F = P (a, B). 


Soient f et g des polynômes minimaux sur & respectivement pour 
les nombres « et $ et deg f = m, deg g = n. Les polynômes f et g 
sont irréductibles sur et, par conséquent, ne possèdent pas dans 
le corps € de nombres complexes des racines multiples. Soient 


Œ = y, + « Um des racines du polynôme f dans Cet 
B = B,, ..., B, des racines du polynôme g dans C. 


Considérons l’ensemble fini M: 
= A —X ,. 9 
M (Sie, .…., m}, kE{2, ..., n}}. 


Puisque $ est un ensemble numérique (et, par suite, infini) il existe 
dans P un nombre c distinct des éléments de l’ensemble M c€E PM, 
c Ë M. Soit 


() v=a+ cf. 

On a alors les relations 

2) væÆat+chx (GE{,...,m}, kE(2,...,n}) 
En effet, en cas d'égalité de «& + cf = 1 + ch, on aurait 
€ M, 


E = HS 
ce qui est contradictoire au choix du nombre c. 

Soient F, — ® (y) et F, (xl un anneau des polynômes en x. 
Supposons que À = f (y — cr) est un polynôme de F,fxl(y, cE€ 
€ P (y) = F,). Montrons que z — B est le plus grand commun divi- 
seur des polynômes et g dans l’anneau #, [rx]. Vu que g (B) = 0, 
x — $ divise g dans € [rx]. Ensuite, en vertu de (1) 

h (B) = f(v — ch) = f (a) = 0. 

Donc, z — B divise le polynôme k dans @ [x]. Ainsi, z — B est un 
diviseur commun de k et g dans l'anneau € [xl]. 

Démontrons que g et À n’ont pas dans C de racines distinctes de 
B. En effet, posons que B:, 4 € {2, ., nr} est leur racine commune. 
h (B:) — f (Y — ch:) = ‘Il se trouvera’ donc un tel indice 

», -.., M} pour lequel Y= um t+cfx (&>1), or c'est en 
 Ontradietion avec (2). En s'appuyant sur ce qui précède on conclut 
que z — B est le plus grand commun diviseur de g et k dans € [xl]. 
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Vu que z — B est un polynôme normé, il s'ensuit que x — $ est le 
plus grand commun diviseur de get k dans l'anneau F, [x]. Donc, 


(c—BP)EFilzlet BEF, = P (y). 
De plus, «a = ÿy—cBE F;. Ainsi, 
F=P(a, BP) F;, Fer: 


Donc, F = P (y). Vu que y (comme d'ailleurs tout élément de 
F) est un élément algébrique sur S et F — ® (y), on a F = PF (y) 
qui est l'extension algébrique simple cherchée du corps $. © 

Corps des nombres algébriques. Dans la classe des sous-corps 
d’un corps des nombres complexes le corps des nombres algébriques 
est l’un des plus importants. 

DEFINITION. On appelle nombre algébrique un nombre complexe 
constituant une racine d'un polynôme de degré positif avec des coef- 
ficients rationnels. 

Notons qu’un nombre algébrique est un nombre complexe quel- 
conque algébrique sur le corps @. En particulier, tout nombre ration- 
nel est algébrique. 

THEOREME 3.8. L'ensemble A de tous les nombres algébriques est 
fermé dans l'anneau € — (C, +, —, -, 1) des nombres complexes. 
L'algèbre #4 —= (A. +, —, -, 1) est un corps, un sous-corps du corps #. 

Démonstration. Soient a et b tous éléments de À. Selon 
le corollaire 3.6, le corps @ (a, b) est algébrique sur G@. Aussi les 
nombres a + b, —a, ab, 1 sont-ils des nombres algébriques, c’est-à- 
dire appartiennent à l'ensemble À. L'ensemble À est ainsi fermé 
relativement aux opérations principales de l’anneau €. L'algèbre # 
est donc un anneau comme sous-anneau de l'anneau €. 

En outre, si a est un élément non nul de A,onaa- € Q (a,bjet, 
partant. appartient à À. Par conséquent, l'algèbre # est un corps, 
un sous-corps du corps €. [ 

DEeriNiTION. Le corps # = (A, +, —, -, 1) est appelé corps des 
nombres algébriques. 

Fermeture algébrique d’un corps des nombres algébriques. 

THÉOREME 3.9. Un corps des nombres algébriques est algébriquement 
fermé. 

Démonstration. Soit [x] un anneau de polynômes en x 
sur le corps «# des nombres algébriques. Soit 

f=@t+ar+... + ax (Gys + + «+ An € À) 
un polynôme quelconque de degré positif de À {x]. Il nous faut dé- 
montrer que f admet une racine dans À. Vu que f € C [x] et que le 
corps € est algébriquement fermé, f admet une racine dans #, c'est-à- 
dire il existe un nombre complexe c tel que f (c) = 0. Soient £ = 
— (@ (a, ..., a,) et # (c) une extension algébrique simple du 
corps £ par adjonction de c. Alors, @ 3 £ 3 £(c), £ (c) étant 
l'extension finie du corps £. En vertu du théorème 3.2, £ est une 
32—01762 
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extension finie du corps @. En vertu du théorème 3.3. Z (c) est 
une extension finie du corps @. D'où, selon le théorème 3.2, le corps 
Æ (c) est donc une extension algébrique du corps @ et, par suite, 
c € À. Ainsi, tout polynôme de À [x] de degré positif admet dans À 
une racine, c’est-à-dire le corps # est algébriquement fermé. C 


Exercices 
1. Chercher le degré du corps # sur le corps æ si 
@ F=@(V2, V3), #=@ M F=@(V2 ÿy5), 


P=AVS), OF=R P=R. 
2. Chercher la base et le degré du corps # sur le corps ® si 


a F7=@(i, 2, FP=û bDF=R(—i), FP=R; 


(c) F=<, RP =. 

3. Soient f et g des polynômes sur le corps des nombres rationnels admet- 
tant une racine réelle commune. Démontrer que f et g possèdent un diviseur 
commun de puissance positive avec coefficients rationnels. 

4. Démontrer qu'un polynôme irréductible sur un corps numérique n'ad- 
met pas de racines multiples dans un corps des nombres complexes. 

5. Démontrer qu'un nombre complexe est un nombre algébrique si et seu- 
lement s'il est une racine d’un polynôme de degré positif avec coefficients 
entiers. 


$ 4. Conditions de résolubilité d’une équation 
de troisième degré par radicaux carrés 


Notion de résolubilité d’une équation par radicaux carrés. 

DErINITION. Un corps # est dit extension quadratique du corps F 
s’il existe un élément a tel que F = P (a), a é P, «° € P. 

Exemples. 1. Le corps @ (2!/°) est une extension quadratique 
du corps G. 

2. Le corps Z (i) est une extension quadratique du corps .#. 

3. Le corps @ (2/5) n’est pas une extension quadratique de ({. 

On dit que l'équation 


A) 2 +arT+... + at + an = 0 (a; E Q) 
est résoluble par radicaux carrés si ses racines peuvent être exprimées 
de façon rationnelle (c'est-à-dire à l’aide des opérations d'addition, 
de soustraction, de multiplication et de division) par des racines 
d'une chaîne d'équations quadratiques binomiales : 

T° — ap = 0, ap EQ = F5; 

2° — a = 0, a EFi= Fo(V @o); d 

Z— & = 0, a € Fr=Fi(V au); 
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Ainsi, toutes les racines de |’ équation (1) s'expriment de façon ra- 
tionnelle par les nombres V &,, V &, ..., V @x_, et appartiennent 
au Corps Fr = Fr (V'œn-1). 

En d’autres termes, l'équation (1) est résoluble par des radicaux 
carrés s’il existe une chaîne ascendante des corps numériques 


G = Fo 3 F3... 3 Fra 3 Fr 


telle que chaque corps # ; de la chaîne soit une extension quadrati- 
que du corps précédent #;.,, le corps #, contenant toutes les ra- 
cines de l’équation (1). 

DEFINITION. On dit que l'équation (1) est résoluble par radicaux 
si ses racines peuvent être exprimées de façon rationnelle par des 
racines d’une chaîne d'équations binomiales : 


ao — y =0, a€tQ=—F,; 
zu — ai =0, um EFi= F0 (% Go) ; 
mm—a=0, æEF:=F, (Ya); 


nn ——— 
z'h1— ap — 0, Ann EFrn= Free" Ans). 


Ainsi, toutes les racines de l’équation (1) s'expriment de façon ra- 
tionnelle par les nombres su TL &n-1 et appartiennent au 
corps = FRa (Vain 

Conditions de ob d’une équation de troisième degré par 
radicaux carrés. 

THEOREME 4.1. Une équation du troisième degré 


A) +a“ +br+c—=0 


à coefficients rationnels est résoluble par radicaux carrés si et seulement 
si elle admet au moins une racine rationnelle. 

Démonstration. Si le polynôme f = 2° + ax° + bx + c 
admet au moins une racine rationnelle, par exemple d, ce polynôme 
peut alors se représenter sous forme 


f=(—-d)(# +ez +8), 


où e, g € Q. L'équation (1) est donc résoluble par radicaux carrés. 

Supposons que l'équation (1) est résoluble par radicaux carrés 
tout en n’admettant pas de racines rationnelles. Il existe alors une 
chaîne d'extensions quadratiques 


(2) Qarere:.-:e raser, 


32% 
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telle qu’au moins une des racines z,, x,, x; de l'équation (1) soit 
contenue dans F, F3-1, par exemple 
(3) 21 € Fr Fu 
À aucune des racines 21, z2, za de l'équation (1) n’est contenue dans 
k-1: 

(4) {ri Tes za} Fra = D. 

Le corps # ; est une extension quadratique du corps F,_,, c'est-à- 
dire qu’il existe un élément & € F, Fs-, tel que 
(5) Fr = Fia(a), a&Frrx a EF. 
Sur la base de (3) et (5), on conclut que 
(6) x, = p + ga, où p, qE Fra, q Æ 0. 

Une vérification directe montre que p — ga est également une 
racine du polynôme f. En eïfet, 
(7)  fG + ga) = (p + ga) + a (p + qa)* + 

+bp+ga) +e—=A - Ba, 


où 
A = f(p) + 3pq°o* + ag°a*, 


B = 3p°q + q'a* + 2apq + bg. 
Etant donné que A, BE F,;etaé F,.,, il s'ensuit de 
(9) fG + ga) = À + Ba = 0 
que 
(10) 4=8B = 0. 
Sur la base de (7), (8), (9) et (10), on conclut que 

f(p — ga) = À — Ba = 0. 

Ainsi, p — ga est également une racine du polynôme f. Soil x, — 
= p — ga. Alors, en vertu de (6), x, — x; = 2ga = 0 et, par suite, 
T1 F Lo. 

Selon les formules de Viète, x, + x, + x; = —a. En outre. en 
vertu de (6), x, + rs = 2pE Fi Donc, z; = —a— 2p € Fi. 
ce qui est en contradiction avec la proposition (4). © 

COoROLLAIRE 4.2. L'équation (1) avec coefficients rationnels est ré- 
soluble par radicaux carrés si et seulement si le polynôme 2 + ax° -- 
+ bx + c est irréductible dans l'anneau [rx 

Exemples de problèmes irrésolubles par radicaux carrés. On démon- 
tre en géométrie que les racines de l'équation 2° + ax° + bx + c = 0 
avec coefficients rationnels peuvent être construites au compas et à 
la règle si et seulement si cette équation est résoluble par radicaux 
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carrés, c'est-à-dire si la solution de cette équation se réduit à celle 
d’une chaîne d'équations quadratiques. 

Problème de doublage d'un cube. Construire 
l'arête d'un cube dont le volume est double de celui du cube 
donné. 

On ne dispose que d’un segment : l’arête du cube donné; posons 
que ce segment est un segment unité. Alors, la longueur z de l’arête 
du cube cherché vérifie l'équation 
{) æ—2—=0. 

Cette équation est irrésoluble par radicaux carrés, car elle ne possède 
pas de racines rationnelles. Donc, les racines de l'équation (1) ne 
peuvent être construites au compas et à la regle. 

Problème de trisection d'un angle. Diviser 
l'angle donné en trois parties égales. 

‘On peut imaginer deux rayons d'origine © formant un angle œ. 
Traçons un arc de cercle de rayon unité. Construisons le point À de 
manière que le segment OÀ ait une longueur a = cos y. Récipro- 
quement : connaissant le segment OA de longueur cos + il est facile 
de construire l'angle au moyen du compas et de la règle. On peut donc 


considérer que c’est l’angle x = cos + qui est cherché. Comme 
8 
cos + i sin = (cos + +isin +) = 


= coss P— 3 cos sin? ++i (3 cos + sin + —sin +) , 


3 3 3 
ON A 
— SP. 4 1 NV. 
cos @ = cos — 3 cos sin 3 
Hp D + ( = 12) 
cos — 3 cos— 1— cos 3 

et 

4 coss À — 3 cos + — cos p= 0. 


Puisque z=cos—, on a 


(1) 42 — 3x — a = 0. 
Pour P=—; a —0 et, partant, l'équation (1) est résoluble 


par radicaux carrés. 
LA 1 


Mais si pP=+ , a=cos-=, et l'on obtient l'équation 
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En y posant y = 2x, il vient 
(3) _y° — 3y — 1 = 0. 


L'équation (3) et, partant, (2) est irrésoluble par radicaux carrés, car 
-elle n’a pas de racines rationnelles. Par conséquent, les racines de 
ces équations ne peuvent être construites au compas et à la règle. 
Ainsi, la trisection de l'angle x/3 au compas et à la règle est impossible. 

Problème de construction d'un heptagone 
régulier. Construire un heptagone régulier inscrit dans un cercle 
unité. 

Les racines de l'équation z7—1—0 sont représentées par des 
sommets d’un heptagone régulier inscrit dans un cercle unité. Une 
des racines de cette équation vaut l'unité, quant aux autres, elles 
vérifient l'équation 


A) ++ ALS+LZLzT+HA = O0. 


Démontrons que l'équation (1) est irrésoluble par radicaux carrés. 
En divisant les deux membres de l'équation (1) par z° et en groupant 
les termes, on obtient 


(242) 3 (+2) + (242) + (242) 120. 
En posant 
(2) t=z+, 
il vient 
G) #+#—2%—1—0. 


L'équation (3) est irrésoluble par radicaux carrés, car elle n'a pas 
de racines rationnelles. L’équation (1) est donc irrésoluble par radi- 
caux carrés. En effet, si l'équation (1) était résoluble par radicaux 
carrés, alors, en vertu de (2), l'équation (3) serait aussi résoluble par 
radicaux carrés. Par conséquent, les racines de l'équation ({) ne 
peuvent être construites au compas et à la règle. Il s'ensuit qu’on re 
peut construire un heptagone régulier au compas et à la regle. 

Pour quels »# naturels (n >> 2) peut-on construire un polygone ré- 
gulier à r angles en se servant du compas et de la règle? 

Ce problème a été complètement résolu par Gauss en 1796. 
Gauss a démontré que la construction n'est possible que dans le 


cas où nr peut se représenter sous forme ; 
— 9h 
n = 2"P1P: ... Pm: 
où Æ est un nombre naturel et p,, ..., p, sont des nombres pre- 


miers différents de la forme 2® + 1(mEN NX {0}). 
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Exercices 


1. Montrer que le polynôme z° + z3 + 1 est irréductible sur le corps des 
nombres rationnels. 

2. Montrer qu’un polynôme de troisième degré sur un corps est soit irré- 
ductible soit admet une racine dans ce corps. Le poiyagme 25 — 5x3 + 4 est-il 
irréductible sur le corps des nombres rationnels 

3. Montrer que le polynôme à deux variables z? + y? — 1 est irréductible 
sur le corps des nombres rationnels. Est-il réductible sur le corps des nombres 
complexes ? 

4. Démontrer que l'équation x° — 1 = 0 est résoluble par radicaux carrés. 
_ de ro nE qu'un pentagone régulier peut être construit au compas et 
à la règle. 

6. Démontrer qu’un ennéagone régulier ne peut être construit au compas 
et à la règle. 


DD Hour wnn 
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